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1  lieleq^n    nx'icbte.      Der    bedi^uleiiÜDle   lt«präseiitaiil    der 

Urblimg    M    Lamberl,    desten    r.n  duniuliger  Zeit  aller- 

B  «vlir  e(i-itaii(«  I^i^lirift;     Les  (iropriel^B  rGiuart[uulik's 

a  rvulr  dr  In  luiiiiere  pur  \pn  »im  et  eii  gdiierRl    iisr 

plukivors  niilieuT  nifi!  iii;i?iis  »  iih^ri  iju  uw  et   cunceutri- 

Ih <■''>•  "vec  la  «oliition  des  probUmes.  i|ui  y  unt  du  rup- 

^OTI,  romniir  uoiit  lex  rt^l>a<.'liniis  astrnnoiii  ii|ues  et  ler- 

i«*rres.  rl  i'c  iiui  en  tiepetid.     Pav  J.  II.  Lumliert.    A  la 

^•y*-     1758,     8.,    die    amli   In    einer    deulsclieii    relierset/.ung: 

KtgcaHchBlIf^n  der  ßiibii  He8  Licht«.    Von  J.  H.  Lambert. 

Bf^rlin.  l''i.    H.  erncbieuvn  Ul.  imch  iiielii»  Meinuiig  uuch  jetzt 

•ch  Itiiirhtunu  verdieiil.      Der  liedeolendet«   Repriisciitiuit 

r  niinitrii  l.'i(btii»|t  itit  Lapliice.  viek'her  bejtiiiinllidi  im  zehii- 

■  ■* — '•c  dKr  Metaiiitjue  cäle»!^.  T.  IV.  p.  ÄU.  ilie  'i'beoric 
wnnleu  astroiiumtHL'liPn  und  terrcKlriHcheii  Üt^friicüou  aus 
■IkaJiadiün  GsAiihlapinikle  auf  eine    höchst   scbarfsinntge 

walirea  Muster  für  denirli^e  phvoilctiliävlie  l'iiter8UL-liungen 
tfe  Wd»D  bcbuDdcll   hut "'). 


•' ■    •  .    .  •  ■  •    •    «•  :••  ^•.    • 

Der  geometrischen  Behandlung   dieses   Gegenstandes,    wenn 
dieselbe  auch  allerdings  keineswegs  so  tief  in  die  eigentliche  ^latur 
desselben  einzuführen  geeignet  ist  wie   die  physikalische  Behand- 
lung,    scheint  mir  immer  der  Vorzug  zu  geuiifiren,    dass  sie  sich 
ohne  alle    hypothetischen  Voraussetzungen   durchführen  iässt  und 
nur  einige  (furch  die  genauesten  Versuche  mehrerer  Physiker  aiils- 
scr  allem  Zweifel  gesetzte  Erfahrungssätze  als  Grundlagen  in  An- 
spruch nimmt,   überdies   aber  zugleich  zu  mehreren  auch   in  geo- 
metrischer Klicksicht  interessanten  Resultaten  führt,    und  Anfön 
«jern  in  (Irr  Astronomie  und  Gcadäsie  zugänglicher  sein  dürfte  aU 
die  Behandlung  aus  dem  physitc&tischen  Gesichtspunkte.    Da  nun 
die  Methode .  nach  welcher  dieser  wichtige  Ge^enst^unl  in  der  oben 
db((eftihrt«tf  S^htlflt*^««  LftAib^ft    M4«  li«)lBlid<ift  findet,    ft«^- 
wärtl|  ab  veraltet  «a.  betrachten  ist^  überhaupt  au«h  diese  8«Uft 
i^ück^iclitircli   ihr^r  Yerstäiidlichkeit  AnlaDgerii  manche  Schwic^ig- 
kattfi  ildrUttUri:  dwUr;   «o  haHr  ich.  tetsiicbty   42b  Th^otiB  der 
atmosphärichen  Refraction  aus  dem  geometrischen  Gesichtspunkte 
in  der  vorliegenden  Abhandlung  einer  ganz  neuen  Behandlung  zu 
unterwerfen,    und  dabei  namentlich  auch  einige  allgemeine  Eigen- 
schaften der  RefractrdAftturven  deutlich  hervorzuheben  und  streng 
zu  beweisen.     Bemerken  muss  ich  jedoch,  dass  ich  bei  dieser  Un- 
tersuchung mein  Augenmerk  hauptsächlich  auf  die  sogenannte  ter- 
restrische Refraction   gerichtet  habe,    weil  die  astronomische  Re- 
fraction überhaupt  schon  öfter  und  tiefer  eingehend  als  jene  behan- 
delt  worden  ist.      Auch    muss    ich  oflfen   gestehen,    dass  es  mir 
iihmer  wenig  naturgemäss  geschif^nen  hat,  die  terrestrische  Refrac- 
tion bloss  dem  Uorizontalabstaude  der  beiden  Statiolien  oder  dem 
von  (ieren  Vertikalen  am  Mittelpunkte  der  Erde  eingeschloaseneil 
Winkel  9    ohne  alle  Rücksicht  auf  die  Zenithdistauz,   proportional 
2u    setzen,    wie   gegenwärtig  nach   Lambert   (a.  a.   O.  p.  75. 
Theoreme  XXVIII.)   und  La  place   (a.  a.  O.  p.  '278.)    allgemein 
geschieht.    Ja  ich  bin  selbst  der  Meinung,  dass -die  geringe  Uebef- 
einstimmung    in    den    von    verschiedenen    Gelehrten    bestinomiteil 
Werthcn    des  Coellicienten  der  terrestrischen    Refraction  *)  nicht 
bloss,  wie  gewöhnlich  behauptet  wird,   der  groBsen  Veränderlich- 
keit   der   Luftbeschaffenhoit    in    den    der   Eird^   näher   liegenden 
8ohichten  der  Atmosphäre,    sondern  zum  Theil   gewiss  auch  der 


la  döterniination  exacto  des  differencet  de  niveaii,  d'apref 
les  ohscrvations  des  distahces  z^nithales  feimples  oa  röct- 
^^oqiies.  Par  M.  Biot.  Paris.  1842.  8.,  der  neuesten  mir  bekann- 
teh  Schrift  über  diesen  Gegenstand,  schliesst  sich  der  Verfasser  in  den 
Gmndlehren  nnd  im  Princip  an  Laplace  an.  Jedenfalls  aber  verdient 
dieie  Schrift  aber  die  physikalische  Theorie  der  Refraction  Beachtung 
nnd  allgemeiner  bekannt  zu  werden,  als  sie  bis  jetzt  geworden  cn  sein 
•cheintt 

*)  Den  Cocfficienten  der  terrestrischen  Strahlenberechnnng  setzen 

die  Engländer 0,2000, 

die  Franzosen 0,1600, 

Coralienf   . 0,1285. 

din  ostpreussische  Gradmessung      .     •  0,1370, 

Gauss 0,1306, 

Struve 0,1237. 


Maogelhaftijskeit  der  Theorie  der  terre^triHchen  Kefractiou  und 
■anchen  AuslaHsuni^en ^  uelehe  man  8ich  bei  der  Entwickelung 
d«»elben  gestattet  hat,  anheim  Hiiit.  In  der  That  nerden  auch^ 
wie  ieh  wenigstens  hofie,  die  in  dieser  Abhandlung  ges^ebenen 
EntH-ickelangen  deutlich  in*ä  Licht  setzen,  dass  nient  \iioss  die 
■stronomi^che ,  Houdern  allerdingn  auch  die  terrestrische  Refraction 
anf  eioe  bestimmte  Weise  von  der  Zenithdistanz  al»hängt,  und 
das*  die  vorher  envähnte  gewöhnliche  Aniiahnie,  nach  welcher 
dieselbe  bloss  dem  Horizontulabstande  der  beiden  »Stationen  oder 
dem  TOD  deren  Vertikalen  am  Mittelpunkte  der  Erde  eingeschlos- 
Winkel  proportional  sein  soll,  nur  als  eine  rohere  Annähe- 


mg  betrachtet  werden  muss.  Du  her  bin  ich  auch  der  Meinung, 
iiw  rine  neue«  auf  eine  möglichst  grosse  Anzahl  genauer  Beob- 
achtunffen  gei^rflndete  Bestimmung  des  Coefficienten  der  terrestri- 
idben  Refraction ,  mit  Anwendung  der  in  dieser  Ahhaudinng  ent- 
irickelten  Formeln  und  gehdriger  Berücksichtigung  der  2^nith- 
dbtanzen,  so  wie  dieselben  in  (liesen  Formeln  hervortreten,  ferner 
ancb  mit  strenger  KGcksicht  auf  den  zeitigen  Stand  der  meteoro- 
logischen Instnünente .  Bediirfniss  ist  und  Noth  thnt,  und  stehe 
■icht  an,  hier  den  Wunsch  auszusprechen,  dass  ein  mit  allen 
nStbigen  Hfilfsmitteln  gehörig  ausgerüsteter,  in  einer  zu  solchen 
Beobachtungen  geeigneten  («egcnd  wohnender  Gelehrter  sich  die- 
Mr  Cntersachung  unterziehen,  oder  eine  gelehrte  Gesellschaft  oder 
cme  K^gierung  dieselbe  zu  veranlassen  sich  geneigt  fühlen  machte, 
da  mir  selbst  in  dem  hiesigen  vrdligen  Flachlande  jede  Gelegenheit 
nr  erfolgreichen  Durchföhrung  derselben  mangelt. 

Was  ich  ausser  der  vollständigem  Behandlung  der  terrestri- 
fden  Refraction  am  Schluss  dieser  Abhandlung  noch  über  die 
aatronomische  Refraction  gesagt  habe,  ist  nur  der  V^ollstündigkeit 
wegen  nnd  Anfängern  zu  Liehe  beigefiigt  worden ,  und  hat  keines- 
wegs den  Zweck,  diesem  schon  so  vielfach  und  in  vielen  Bezie- 
ftongen  mit  so  glficklichem  Erfolge  behandelten  h«ichst  wichtigen 
Gegenstände  eine  neue  Ansicht  abzugewinnen,  oäer  denselben  auf 
kgeod  eine  Weise  einen  Schritt  weiter  zu  fähren.  Hierüber  findet 
■Mn  Alles,  was  zn  wissen  wunschenswerth  sein  kann,  in  Laula- 
ce's  berfibmtem  Werke,  und  in  Bessel's,  Carlini*s  und  an- 
Astronomen  allgemein  bekannten  Schriften. 


I  • 


Erfahrungssätze. 

Wir  werden  im  Folgenden  bei  der  Euhvickelung  der  Theorie 
der  atmosphärischen  Refraction  von  einigen  Erlahrungss ätzen  ans 
gehen,  deren  Richtigkeit  durch  viele  mit  grosser  Sorgfalt  und  Cre 
nauigkeit  von  mehreren  Physikern  angestellte  Versuche  als  aus 
ser  allem  Zweifel  gesetzt  betrachtet  werden  kann.  Diese  Sät» 
wollen  wir,  um  eine  sichere  Grundlage  fiir  das  Folgende  zu  ge 
winnen,  jetzt  hier  in  der  Kurze  zusammenstellen,  wenn  dieselbei 
auch  allgemein  bekannt  sind,  und  sich  in  jedem  etwas  vollständi 
gern  physikalischen  Lehrbuche  sämmtlich  hnden. 

I. 

Der  erste  dieser  Sätze  ist  das  bekannte  Fundamentaltheoren 
der  gesammtcn  Dioptrik,  dass  nämlich  für  jede  zwei  brechendi 
Kur|>er  das  Verhältniss  des  Sinus  des  Einfallswinkels  und  dei 
Sinus  des  Brechungwinkels  zu  einander  constant  ist,  und  daw 
diesf's  Verhältniss  jederzeit  seinen  reciproken  Werth  erhält,  wenn 
die  beiden  brechenden  Korper  mit  einander  venvechselt  werden. 
Wird  also  für  zwei  brechende  Korper  überhaupt  der  Einfallswin- 
kel durch  fi),  der  Brechungswinkel  durch  co'  bezeichnet,  und 


sinco 


sin  fi) 


gesetzt,  so  ist  die  Grosse  it ,  welche  bekanntlich  der  Brechungs« 
ezponent  für  die  beiden  in  Rede  stehenden  brechenden  Koipsr 
genannt  wird ,  constant  oder  verändert  ihren  Werth  nicht,  wie  sich 
auch  die  beiden  Winkel  cd  und  o)'  ändern  mOgen.  Werden  aber 
die  beiden  brechenden  Korper  mit  einander  verwechselt,  so  erhält 
der  Brechungsexpoiicnt  seinen  reciproken  Werth,    und  wird   also 

in  der  vorhergehenden  Bezeichnung  durch  den  Bruch  —  dargestellt* 

Auch  hat  die  Erfahrung  gelehrt,  dass  der  Brechungsexponent  immer 
grosser  oder  kleiner  als  die  Einheit  ist,  jenachdem  der  Strahl  aus 
einem  dünnem  in  einen  dirhtern,  oder  aus  einem  dichtem  in  einen 
dännern  Korper  übergeht.  Im  ersten  Falle  ist  also  jederzeit  der 
Knfallswinkel  grosser  als  der  Brechungswinkel:  im  zweiten  Falle 
ist  dagegen  der  Einfallswinkel  immer  kleiner  als  der  Brechungs- 
winkeC 

II. 

Ferner  hüben  die  Versuche  gelehrt,  dass,  wenn  A  und  B 
zwei  einander  berührende,  von  parallelen  Ebenen  begränste  brechende 
Korper  sind,  und  ein  Strahl  aus  der  huft  in  den  Korper  A,  hier- 


o 

woS  ans  dem  Körper  A  in  den  Kiirper  B,  und  dann  aus  dem  Kör- 
per B  wieder  in  die  Luft  übergeht,  jederzeit  der  erste  einfallende  ^ 
nd  der  letzte  ausfahrende  Strahl,  die  beide  in  der  Luft  liegen, 
cmander  parallel  sind.  Bezeichnen  wir  also  den  Einfallswinkel 
ind  den  Brechungswinkel  fSr  die  Luft  und  den  Körper  A  durch 
II  uod  o',  für  den  Körper  A  und  den  Körper  JB  durcn  o)' und  to", 
fftr  den  Korper  B  und  die  Luft  durch  <o"  und  <o,  wobei  man  nicht 
n  abersehen  hat^  dass  die  Körper  A  und  B  nach  der  Voraus- 
•etxuae  von  parallelen  Ebenen  begränzt  werden  und  der  erste  ein- 
Ufendle  uod  letzte  ausfahrende  Strahl  einander  parallel  sind,  die 
aliprechenden  Brechungsexponenten  aber  durch  m,  k,  n;  so  ist 

sin  09 sin  ©' .     sin  io" 

sin  cd'  sin m^  sinio  ' 

,  trenn  man  diese  Gleichungen  in  einander  multiplicirl : 

mA-n  =  1 , 
•der 

/        1       1 

mn     n 

w%  m  der  Brechungsexponent  fiir  Luft  und  den  Körper  ./,  ferner 
-  der  Brechtingsexponent  fQr  Luft  und  den  Körper  B,   endlich  k 

ia  Brechungsexponent  för  die  Körper  A  und  B  ist.  Dies  hat 
tterfcaupt  auf  den  folgenden ,  auch  noch  durch  viele  andere  Ver- 
faebe  ausser  allem  Zweifel  gesetzten  Satz  geführt: 

Wenn  (Vir  die  beiden  brechenden  Köqier  A  und  Bder  Brcchungs- 
oponent  X,  fdr  die  beiden  brechenden  Körper  ^  und  C  derBrechungs- 

aponent  |i  ist,   so  ist  jederzeit  j  der  Brechungsexponent  ftir  die 

Wien  brechenden  Körper  B  und  C, 

Namentlich  ist  die  Richtigkeit  dieses  Satzes  auch  in  allen  den 
PMeiiy  wo  A  der  leere  Raum  ist,  und  B  und  C  verschiedene 
livtfairten  oder  Gasarten  sind,  durch  Versuche  ausser  allein  Zwei- 
umgesetzt  worden. 

III. 

Wenn  wir  die  Dichtigkeit  der  atmosphnrischeii  Luft  bei  der 
Temperatur  0  und  dem  barometrischen  Drucke  0^,76  als  Einheit- 
Au  Dichtigkeiten  der  atmosphärischen  Luft  aimchmen ;  so  ist  nach 
allgemein  Dekannten  physikalischen  Gesetzen  die  Dichtigkeit  der 
atmosphSrischen  Luft  nei  der  Temperatur  t  nach  dem  Centesimal- 
&ermometer  und  bei  dem  in  Metern  ausgeilrückten  barometrischen 
Dmeke  6: 


0«,76. (1+0,00373.0' 
Beseichncn  wir  nun  den  Brechuiigsexponentcn  für  den  leeren 
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Raum  und  atraospharische  Luft  bei  der  Temperatur  i  und  d 
barometrischen  Drucke  6  durch  ii.  so  zeigen  bei  verftchiedei 
Temperaturen  und  Barometerständen  angestellte  Vemiche,  d; 
der  Quotient 


oder  d<T  Bruch 


0'«,76.(l  +0,00:J75.00i*— 1; 

Z 


ftehr  nahe  eine  constante  Grosse  ist ,  d.  h.  dass  die  Grosse  n*- 
welche  man  gewöhnlich  die  brechende  Kraft  zu  nennen  pfl« 
der  Dichtigkeit  der  Luft  proportional,  oder  dass  der  Quotient  < 
brechenden  Kraft  durch  die  Dichtic^keit  der  Luft,  n eichen  n 
gcwuhnlich  das  BrechungsvermOsen  zu  nennen  pflegt,  e 
constante  Grosse  ist.  Bezeichnen  wir  also,  dies  vorausgese 
den  Brechungsexponenten  fiir  den  leeren  Raum  und  atmos^häri» 
Luft  bei  der  Temperatur  0  und  der  Barometerhohe  0",  i6  du 
iV,  so  ist  «  =  iVfur  /=0  und  ^=:0*,76;  folglich,  weil  der  ob 
Bruch  eine  constante  Grosse  ist: 

o-jß.a+o.oaro.ocil«-!)    x-«  i 
z ' ==  ^^    *' 

also,  wie  man  hieraus  leicht  findet: 


1^'      iAi  .  Ü«,70.(H  0,00:375. 0(w2—l) 
A=  Y   J+ ^ f 

mittelst   welcher  Formel    der  Brechun^sexponent   für  den  lee 
Raum   und   atmosphärische  Luft    hei    i)er  Temperatur  0  und 
BarometiTh«ihe  0"',70  aus   den    durch    unmittelbare  Versuche 
stinmten    Werthen    des   Brechunssezponenten  n  Itlr   den   lee 
Raiuii  und  atmosphärische  Luft  bei  aer  Temperatur  t  und  Bi 
meierhohe  0  berechnet  werden  kann. 

Nach  Biot  ist  bis  auf  sieben  Decimalstellcn  genau 

und 

iV«-l=OX)005888. 
Aus  der  obigen  Gleichung  zwischen  ;i  und  N  folgt  auch 


w—  T  ^+o«,76.(H-o.oar5.o' 

d.  i.,    wenn  wir  die  Dichtigkeit  der  utiuospb arischen  Ijuft  bei 
Temperatur  t  und  der  Barometerhöhe  b  durch  D  bezeichnen,  i 
nach  dem  Obisren 


D=^. 


0",  76.  (1  +  0,00375.«) 


ii=Vl  +  (A'* -!)/>, 
oder,  frem  wir  der  KOrze  wegen    . 

/f =3^«— 1=0,0005888 
Ktseo,  wo  also  K  eine  constante  GrOsae  ist: 

w=Vl+KÄ 

bt  üj  der  BrecbvDfifsexnoTient  flir  difin  l,e 
^taphirische  Ltijl  von  der  J>ic)ittgkeit  ^|,  b 
,  tergihenden  Gleichling 

also  ist  nach  li. 


wi    V^i  +  gA  _  tri + ^A 


der  Brechangsezponent   fiir  atmosphärische  Luft  von  der  Ilr^htig- 
keit  D  and  atmosphärische  Luft  von  der  Dichtigkeit  Z>|. 

Dies  sind  die  Erfahr ungssätzc,  welche  wir  unserer  folgenden 
Ejitwickelung  der  Theorie  der  atmosphärischen  Refraction  zum 
Gnuide  legen  werden. 


.    -.{ 


Entwickelang  des  allgemeinen  Begriff»  der 

Refractionscurven. 

In  Taf.  I.  Fig.  1.  sei  C  der  Mittelpunkt  der  Erde,  weiche  wir 
hier  als  eine  Kugel  betrachten.  Die  Atmosphäre  der  Erde  denke 
man  «ich  von  dem  Pimkte  t  in  derselben  an  bis  zu  der  Oberfläche 
der  Erde  in  n  mit  der  Oberfläche  der  Erde  coucentrische  Schich- 
ten ¥on  gleicher  Huhe  einsetheUt,  und  nehme  hi  jeder  dieser 
Schichten  die  Luft  als  gleichförmig  dicht  an.  Die  Brechangsex— 
poncnten  fiir  den  leeren  Raum  und  die  Luft  in  der  ^ 

Isten,  2teD»  3ten»  4tenj...»*9ttea 

Schicht  von  oben  nach  unten  seien  respective 

Stellen  wir  uns  nan  vor,  dass  ein  von  dem  Punkte  $  in  de^H 
Atmosphäre  ausgehender  Lichtstrahl  nach  und  nach  bei  ders 
Punkten 

*i  >  %»  *j>  ^ -*»— 1 

respective  in  die 

2te,  3te,  4te,  5te rite 

Schicht  libergeht,  und  bei  dem  Punkte  sn  an  der  Oberfläche  der 
Erde  anlangt,  so  wird  wegen  der  bekanntlich  von  oben  nach  untea 
hin  wachsenden  Dichtigkeit  der  Luft  in  der  Atmosphäre  der  Erde 
der  ganze  Weg 

des  Strahls  nach  dem  Erfahningssatze  L  ofenbar  eine  nach  der 
OberflSche  der  Erde  hin  concave  gebrochene  Linie  sein,  wobei 
man  nur  nicht  zu  übersehen  hat,    dass  die  in  der  Figur  von  dem 

Mittelpunkte  C  der  Erde  nach  den  Punkten  tu  j^,  $%»  '4» «»-1 

gezogenen  geraden  Linien  die  diesen  Punkten  entsprechenden 
Einfallslothe  sind.    Bezeichnen  wir  nun  bei  den  Punkten 


die  Bnfallswinkel  und  Brechungswinkel  respective  durch 

und 

bi?  &•  &•  £*•••••  £■-!• 
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80  haben  wir,    weil  nach  dem  Erfahrtingssatze  II.  die  denselben 
Pnakten  entsprechenden  Brechungsexponenten 

A^      A3      A4      A^  An 

A|       A2      A3       X4         An— 1 

Mt  nach  dem  Erfahrutigssatze  I.  die  folgenden  Gleichungen : 


6inZ| 
sin  ti " 

sinz2_ 
slnjjj" 

""V 

sinz3_ 
sinJi" 

-*4 

sinz4 

-^* 

«in£i" 

"h' 

u.  s. 

w. 

sinxn-i 

h. 

sin  £1—1      An— 2 

Hultiplicirt  man  aber  alle  diese  Gleichungen  in  einander  und  hebt 
aifi  was  sich  aufheben  lässt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

I      sinxi  sin  2g  sin  Z3  sin  z^,..,  slnin-i A« 

^     sint|Sin£;£6in^sin£^....6intn— 1  ~' h' 

Bezeichnen  wir  nun  noch  analog  mit  dem  Vorhergehenden 
&  \ß  den  Punkten  $  und  sn  von  den  Strahlen  ssi  und  St^-^Sn  mit 
den  Ton  dem  Mittelpunkte  C  der  Erde  nach  den  Punkten  s  und 
%  gezogenen  Einfallslothen  eingeschlossenen  spitzen  Winkel 
fSspectiYe  durch  t  und  z»;  so  haben  wir  in  den  Dreiecken 

sLfSit  i\(^i%i  ^t/^  9  S^LßS^9»**»Sn-^i^Sn 

■teil  einem  bekannten    trigonometrischen  Elementarsatze  die  fol- 
gqadcD  Proportionen : 

sint:  sinzi  ==  Csi :  Cty 

Sinti  :sin  Z2=  (\ :  Oti , 

sin  {^:  sin  zs  =  C!r3 :  C12, 

sin  {3 :  sin  Z4=  Cs^i  C$^ , 

u.  s.  w, 

8iD{;i-^:sinzii-|  =  Ct«-i :  dn-s, 

sin  iu-i :  sin  Zfi  =  Csn :  Cin— 1 ; 

aas  denen  sich  auf   der  Stelle   durch  Zusammensetzung  die  Pro- 
ffftion 
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,  T 

:  sin  ZjL  Bhkx^  sin  z^  sin  z^ ....  sin  2»— j  sin  r»  ^  CtaS  C!r » 
oder  die  Gleichung 

q\   ^^^h  ^^  ?gsin.*3  sin z^..,.  sin r»— ^    pin^n Cs 

^    sin^2s'"^£2s'"^&^'i"^ sioji.— i'  sinf      Csn 

ergiebt.     Aus   der  Vergleicliuiig   der  Gleichungen  1)   und  2)   mit 
einander  erhält  man  aher  auf  der  Stelle  die  Gleichung 

In    sin  Zu       Ci 


oder  die  Gleichung 


sint      Csn' 


'    sin  Zu      li  *  Cr* 


Denken  wir  uns  nun  noch  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde  auf  die 
gehörig  verläneerte  Linie  s$i  ein  Perpendikel  gefallt ,  und  bezeich 
nen  dasselbe  durch  Py  so  ist 

smf=  q; 

also  nach  der  (i^leichung.S)  oflCenbar 

Sin^n       A| 

und  folj^llcfa»  trenn  vrir  den  Erdhalbn^esser  Csn  durch  a  bezeichnen; 

4)   P^sa^-sinziif 

Denken  wir  uns  jetzt,  dass  die  -  Anzähl  n  der  gleich  hohen 
Schieben,  in  welche  wir  die  Atmosphäre  von  deo^  Pickte  5  bi$. 
zum  Punkte  tni^»  h.  bis  zur  Oberfläcne  der  Erde/.jgetb^iU  baJ^^, 
in's  Unendliche  wächst,  so  geht  die  gebrochene  Lmie 

S  fl  5<2 '3  54  •  ••  •  5n 

in  eine  stetig  gekrümmte  Lii^e  über.;.  P  geht  in  das  von  dem 
Mittelpunkte  C  der  Erde  auf  die  Berührenae  dieser  Curve  in  dem 
Punkte  $  gefällte  Perpendikel,  uod  der  Winkel  zn  geht  in  den  von 
der  Berührenden  dieser  Curve  in  dem  Punkte  $n%  wo  sie  die  Ober- 
fläche der  Erde  trifft,  mit  dem  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde 
nach  dem  Punkte  in  gezogenen  EihfalMotfae  eingeschlossenen 
spitzen  Winkel,  welchen  wir  im  Folgenden  durch  Z  bezeichnen 
wollen,  über;  femer  gehen  A|  und  A,n  respective  in  die Brechungs- 
•xponestea  fiir  den  leeren  Raum  und  die  atmoaphirische  Luft  in 
dem  Punkte  s.   und  für  den  leeren  Raum  und  die  atmosphänichf 


Lalt  hl  'l«ja  Punktf  *«.  d.  h-  an  der  Erdoberfläche,  welohi;  wir 
in  FnliE^niten  rpsi(iecllve  durch  i  nod.  L  hezeichnen  wollen,  fiher, 
wd  NM)  «Idii  ntii'h  (Ilt  litekhung  4],  n'^nn  jeUt  P  dos  vii«  dem 
NilltlpimJile  ('  <Wr  £idt;  uiif  di«'  ileiii  l'iitikle  «  enUptf!u|ieD()a 
BcnUircoda   gefällt«   Perpendikel   be^eichncl >    Üii   ein    uuendUch 

WeMw  Rkicbtrag  als«  ei[;i-nllich  die  UrHiizuJeirttonc  ist,  der  sich 
da  Gkirbune  i)  li\»  zu  f«d«m  hf^lieUiuen  tiradc  nSnerl,  wenn  A]r> 
face  Znhl  n  in'»  Unen^lir.hn  wHrhst. 

Anf  dfT  Strlle  erhellet  aber,  tlass  hpi  der  vorhergehenden 
Betrarhluni;  (Vir  iIpii  Punkt  a  aiich  jeder  andere  Punkt  der  zwischen 
fieu  PunktcTi  I  Kiid  fa  lie}{r-nden  atmasuhiiri sehen  lierractionstune 

rrlzl  Merdcn  kann,  so  duss  also  die  Gleichung  3)  fiherhaupt 
JHlen  Punkt  die^ier  (!nrv<r  gill,  woa  einer  weilereu  ErlKnterung 
steht  tieitflrreii  wird,  da  es  sich  juir  der  vorhergehenden  Jlrtrach- 
lou])  'fauz  villi  »elli«l  ergielit. 

ri^tcrWfn  wir  nnn.  tv»lcbiP  Grrissen  in  der  ({lejcbpng  B) 
mattMat  Uli«!  variabel  tiind,  ho  fahl  aal'  dar  Stelle  in  die  Au^fia, 
duM  ~  BBtilrlirli  hliM  fi'ir  diesfdfie  iiliiioHt)h»rw««;b<'  Ucfractionc- 
ttiire  —  die  anf  den  un  der  Oberfläche  der  Erde  JieeendAu  con- 
«Unlcs.  «arber  il<irch  la  bezeichneten  Punkt  steh  be7.i«h«ndeD 
GtüMen  n,  ii,  /  cunstant,  dttKe^c»  die  auf  den  vorher  durch  ( 
ktM>irbn<d«ii  v«räoderliriieH  Piiukt  ile.r  Ciirvo  flifh  bPitiehende* 
/'  VHruilid  sind.    Setzen  v\\t  aW  diir  fci'irtu  tvegen 

6)   p.=  mLsinZ, 

Im  ft  lünc  fiir  dieselbe  Refractioiiscurvij  (;onstanfe  <Jröase  ist, 
■ntfo  MiO'S''  AJibän^gkeil  von  ilßin  ^Vinkcl  ^  ^obef  ^ilrf^^  für 
voiäeliiMilefit;  RefraclinnäcUTvtüi  «ciö^n  WertV  i)n^er(^  )^  ^>'P^* 
Ite  Gleichung  5)  die  Form  .  ,      ■    . 

Der  Itteirhungoexpnnenl  A  l'flr  den  leeren  Raum  und  die  Lufl 
n  itm  al*  ein  Kenrüxenluiit  uller  Punkte  der  liefractionscurve  zu 
letracklmidon  Punkt«^  s  dciiüelben ,    und   al^o  auch    der  rei-iproke 

Klituigi"'>|>oni-ut  y  fi'ir  den  Iceren  Itiiuni  und  dieLiirtin  diesem 
Vhtnkle,  hflncl  nach  dem  Erfiihrungs^iuliee  111.  bloss  von  der  Dich- 
\Eilcil  der  Eulf  in  dem  Punkte  i  ah.  und  diese  Dichtigkeit  hSngt 
iMch  ReMeIxen,  weluhe  »Ir  hier  nls  aui^  der  Physik  bekannt  vor- 
bcn  niÜKHi-u,  und  gewiss  auch  aln  bekannt  vorauszusetzen 
IHl  sUid,  wieder  blnss  von  der  Höhe  des  Punkti-s  x  über 
der  Erde,  oder,  was  natfirlich  im  VVeacntlichen 
ueUie  ist,  von  der  Enlfernung  dieses  Punktes  von  dem 
pkleiler  Erde  ah.  Also  hängt  ai»:b'der  reciproke  DrechungM- 
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exponent  y-  ßlr  den  leeren  Raum  und  die  atmosphärische  Luft  in 

dem  Punkte  s  bloss  von  der  Entfernung  dieses  Punktes  von  dem 
Mittelpunkte  der  Erde  ah,  so  dass  also,  wenn  wir  die  Entfernung 
dei  Punktes  s  vom  Mittelpunkte  der  Erde  durch  u  bezeichnen, 

wo  f(u)  eine  bloss  von  u  als  unabhängige  veränderliche  GrOs^e 
abhängende  Function  bezeichnet,  ^setzt  werden  kann.  Und  unter 
dieser  Voraussetzun;:;  erhalt  nun  die  fiir  alles  Folgende  sehr  wich- 
tige Gleichung  7)  die  Form 

Diese  Betrachtungen  fShren  uns  auf  den  folgenden  allgemei- 
nen Begriff  einer  besondern  Klasse  von  Curven ,  welche  wir  über- 
haupt mit  dem  Namen  Refractionscurven  zu  belegen  tSar  zweck- 
mässig halten. 

Eine  Refractionscurve  heisst  je^de  Curve  von  sol- 
cher Beschaffenheit,  dass  man  das  von  einem  gegebe- 
nen bestimmten  Punkte,  welcher  der  Pol  der  Kefrac- 
tionscurve  eenannt  werden  soll,  auf  ihre  Berührende 
In  einem  beliebigen  ihrer  Punkte  gefällte  Perpendikel 
jederzeit  erhält,  wenn  man  eine  bloss  von  der  Entfer- 
nung dieses  Punktes  der  Refractionscurve  von  ihrem 
Pole  als  unabhängige  veränderlicheGrOsse  abhängende 
Function  mit  einer  Grosse  multiplicirt,  welche  für  die- 
selbe Refractionscurve  —  d.  h.  für  alle  Punkte  dersel- 
ben —  constant  ist,  für  verschiedene  Refractionscur- 
ven aber  ihren  Werth  ändert. 

Von  diesem  allgemeinen  Begriffe  ausgehend,  wollen  wir  nun 
zuvorderst  im  folgenden  Abschnitte  einige  merkwürdige  geometrische 
Eigenschaften  aUer  Refractionscurven  entwickeln. 
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Allgemeine   geometrische  Eigenschallen   der 

Refiractionsciinren. 

Wir  wollen  den  Pol  der  Refractionscurve  im  Folgenden  ab 
im  Anfang  eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems  annehmen, 
■id  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  der  Refractionscur^'e 
lii  Bezug  auf  dieses  System  durch  x,  y  bezeichnen. 

Bezeichnen  wir  nun  die  veränderlichen  Coordinaten  durch  Xy 
F:   so  ist  nach  den  Principien  der  analytischen  Geometrie 


10)    Y-.y=M{X-x) 


Sx 

die  Gleichung  der  Berührenden  der  Refractionscurve  in  dem 
Punkte  (jry).    Bringt  man  diese  Gleichung  auf  die  Fonn 

so  eigiebt  sich ,  wenn  P  seine  ihm  im  vorhergehenden  Abschnitte 
beigelegte  Bedeutung  auch  jetzt  behält^  und  folglich  das  von  dem 
Pol  öder  Anfange  der  Coordinaten  auf  die  durch  die  Gleichung 
lÄ  oder  11)  charakterisirte  Berührende  gefüllte  Perpendikel  be- 
leichnet ,  aus  einer  andern  bekannten  Gmndformel  der  analytischen 
Cveometrie  auf  der  Stelle  die  Gleichung 

12)    l»= J^f 

wobei  man  nicht  aus  den  Augen  lassen  darf,  dass  der  Pol  als  An- 
lang der  Coordinaten  angenommen  worden  ist.  Also  haben  wir 
nach  dem  im  vorhergehenden  Abschnitte  entwickelten  allgemeinen 
Begrife  der  Refractionscurven ,  wenn  auch  die  Symbole  u  und  ti 
Ihre  ihnen  dort  beigelegten  Bedeutungen  behalten,  die  folgende 
Gleichung : 

•der,  weil  bekanntlich 

14)    M=V^i«+p 
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ist  9  die  Gleichung 

Die  Gieichong  13)  bringt  man  leicht  auf  die  Form 

•  •  ■ 

und  erhält  ferner ,  wenn  man  diese  Gleichung  in  Bezug  auf 
als  unbekannte  Grosse  wie  eine  gewohnliche  quadratische  Glei* 
chung  auflöst 9  nach  einigen  leichten  Reductionen  fiir  ^  den  Aus- 
druck: 

Weil  aber 

^;tV-f^*(^+ 3^{A««))Hfi^(A«))^ 
und  folglich  nach  14) 

^  ^2^2_^l(/(^))2  { «2_  ^2(/-(„))2 , 


ist,  80  ist 


Hieraus  ereiebt  sich  aber  ferner  mittelst  leichter  Rechnung 
mit  gehöriger  Beziehung  der  obern  und  untern  Zeichen  auf  das 
obere  und  untere  Zeichen  in  der  vorhergehenden  Gleichung  18) : 


und 


1«)  ,-.%=-,riuyf^^m^^^^^ 


20)   -+y| 
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wobei  tnan   immer  die  Cäeichuiig  ,14)  gehörig  zu  berdcksichtigeii 
kat.    Femer  erhält  man  auch  leicht 


1+ 


fe)" 


_a;V^H«(ji«^.V^A»))'J:gfM=y/(«)V^-ft'(At))*. 

{a:«-,t«(/(«))»|« 


•der 


•+©' 


■Iw»  offenbar 

Weil  aber  nach  13) 


^/W 


kl»  so  ist  auch 


Weil  nach  14) 

Ist,  so  ist,  wie  man  leicht  durch  piffereotiation  nach  x  findet: 

-,,  da    ^  +  ^8^     *  +  y| 

Der  Differentialquotient  der  GrSsse 


Hfi) 


hi  Besdff  auf  jr  als  «nabhäogtge   veränderliche  GrOsse  ist,    nie 
m  oaä  eiaifeb  leichten  Reductionen  fiodet: 


Itf 


und  der  Differentialquotieiit  von  ft'^ifiu))!^  in  Besu^  auf  or  als  un- 
abhängige veränderliche  GrOsse  ist  nach  den  Principien  der  DIffe-    ^ 
rentialrechuung : 

d.  !.  io  der  bekannten  Bezeichnung  der  Differentialquotienten  akiJ| 
derivirte  Functionen  und  nach  24): 

.     ^9 
2kV(«)/'(«) jp?£. 

t 

AUo  haben  wir  wegen  13)  die  Gleichui^^: 
aus  der  sich 


^.,^(Mm:l^JI, 


u  Sy 


26) 
oder,  weil  nach  13) 

26)   !*«= °* 

ist, 

und  folglich  auch 


28) 


'<!)' 


«A«) 


ergiebt 

Bezeichnen  wir  jetzt  die  Coordinaten   des  Mittelpunkts    des 
Krflmmungskreises  der  Refractionscurve  in  dem  Punkte  (xy)  der- 
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bMi  durch  f»,   q,   und  den  Halbnif^sser  des  Krifminungskreises 
s  den  tleniseiben  Punkte  entsprechenden  Kräniniungshalbmes- 
dureh  r;    so  ist  nach  den  Principien  der  analytischen  Geoine- 
»  bekanntlich 

'  8^       "ar' 


•«») 


8x2 


1^ 


i=y  +— £-^-  • 


SO  ist  ntich  28): 


3»)     ^  7^, 

WA«) 

id  folglich,  tveiin  man  Rir 

5^  und   11—  ic^ 
ite  AuKilrucke  aus  18)  und  1'.))  in  diese  Formeln  einflhrt: 

!<,=,„._« ^'-k'(/(««))' 

'oaer  iot  nach  :}0)  und  27) : 


r«= 


'^'|)"H(|)Vi^r' 
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1  +  ^^  Y 

und  folglich  nach  13) 

.1.  i. 

Weil  in  der  Atmosphäre  der  Erde   die  Dichtidceit  der  Li 
abnimmt,    wenn  die  Entfernung  vom  i\]ittel punkte  clcr  Erde,    d.  i, 
die  Grosse  u,  zunimmt,    so  nimmt  nach  dem  Erfahningssatze  Uf 
die  Grosse  iL  ab,  wenn  u  zunimmt.    Also  nimmt 

1 

/   f(u)  =  j^ 

% 

zu.,  wenn  u  zunimmt.     Folglich  ist  der  Differenzenquotient 

4M. 

Ju    ' 

und  also  offenbar  auch  die  Gränze,  welcher  derselbe  sich  nähert,! 
wenn  Ju  sich  der  Null  nähert,  d.  h.  der  Differentialquotient  i| 

du  -/(«^, 

stets  eine  positive  Grosse;    und  weil  nun  offenbar  auch  u  und 

fi=aLsinZ  ) 

positive  Grossen  sind,  so  ist  nach  33)  fBr  die  ErdatmosphSre 

Die  Gleichung  der  durch  den  Pol  oder  den  Anfang  der  Coor* 
dinaten  und  den  Punkt  (ary)  der  Kefractionscurte  gehenden  gera-^ 
den  Linie  ist 

35)    r=^x. 

Die  Gleichung  der  auf  dieser  Linie  senkrecht  stehenden  und  1 
durch  den  Mittelpunkt  (pq)  des.  dem  Punkte  (a^y)  entsprechenden  1 
Krümmungskreises  der  Kefractionsqurve  gehenden  geraden  Linie  ist 
nach  den  Principien  der  analytischen  Geometrie,  wie  leicht  erhel- 
len wird : 
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30)     r~q  =  -^(X-p). 

LajBsen  wir  nun  X,  Y  die  Goordinaten  des  Durchschnittspunkts 
rder  beiden  durch  die  Gleichuns^en  35)  und  36)  charakterisirten  ge- 
nÄen  Linien  bezeichnen,  so  erhalten  wir  durch  Auflösung  dieser 
WUcn  Gteichuneen  in  Bexug  auf  X  und   F  als  unbekannte  Gros-    ^ 

mittelst  leichter  Rechnung : 


i.  nach  14): 


^Sm  Uit  aber  nach  32) 


M 


I. 


■ 

folglich  nach  37): 

38)     Jf=xtl-4gr|,    r=.ytl-;;^^!. 


^(u) 


uf(u) 


Diese  beiden  Gleichungen  enthalten  einen  sehr  merlovurdigen 
algemeinen  Satz«  welcher  eine  Eigenschaft  der  Refractionscurven 
navpricht,  die  als  die  Haupteigenschaft  dieser  Klasse  von  Curven 
n  betrachten  ist.  Beachtet  man  nämlich,  dass  in  Folge  der  bei- 
icD  vorhergehenden  Gleichungen  die  Coordinaten  X,  Faes  Durch- 
■chnittspunkts  der  beiden  durch  die  Gleichungen  35)  und  36)  cha- 

nkterisirten  geraden  Linien  bloss  von  den  GrOsscn  x,  y,  ii=Va:*+y*, 
gv  nicht  von  der  im  Vorhergehenden  durch  ft  bozeicnneten  Grösse, 
wtiche  bekanntlich  fiir  verschiedene  Kefractionscurven  verschie- 
4e9e  Werthe  erhält,  abhängen;  so  ergiebt  sich  auf  der  Stelle  der 
falgende  merkwürdige 

Lehrsatz. 

Wenn  verschiedene    auf   denselben   Pol    bezogene 

lefractionscurven  in  beliebiger   Anzahl    durch    einen 

iid  denselben  Punkt  gehen,  so  liegen  die  Mittelpunkte 

*Mer  di  esemPnokte  entsprechendenKriimmungskreise 

iroelben  in  einer  und  derselben  auf  der  durch  den 

.cmeinschaftlichen  Pol  und  den  allen  Refractionscur- 

2* 
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ven  {^qnioinschaftlichcii  Punkt  gehcncleii  «geraden  Lii 
'  senicrccht  stehenden  geraden  Linie:  oder  wenn  vi 
schiedene  auf  denselben  Pol  bezogene  Refractioi 
eurvcn  in  beliebiger  Anzahl  durch  einen  und  dess 
ben  Punkt  gehen,  so  ist  der  geometrische  Ort  i 
MitteliMinkte  der  diesem  Punkte  entsprechenden  Krl 
mungskreise  derselben  jederzeit  eine  auf  der  dm 
den  gemeinschaftlichen  Fol  und  den  &llen  Refractioi 
curven  gemeinschaftlichen  Punkt  gehenden  geraij 
Linie  senkrecht  stehende  gerade  Linie. 

Die  Lage  dieses  geometrischen  Orts  ist  durch  die  Gleidi 
gen  38)  vollkommen  bestimmt. 

Bezeichnen  wir  die  Entfernung  des  Mittelpunkts  (pfj)  des  i 
Punkte  (.tu)  der  Hefractionscurve  entsprechenden  Kriimnningski 
sea  derselben  von  dem  Pol  oder  dem  Anfange  der  Coordin« 
durch   fj,  so  ist  bekanntlich 

Nach  32)  ist  aber 


.  ^2 .  _  ^" .  .  _  •'  'y -j^ W(«))'_ 

^f\uy^'^  ^'  (iyf(u)±x  \ni^]iHfiu))* 

I  ^r(«)  )     '  {  ^iyf(u)  ±  0-Vt2Z."^t(/'(„))ä|« 

und  folglich,  weil,  wie  wir  schon  aus  dem  Obigen  wissen, 
ist, 

^     '         r(n)  ^  wi^v 

also  nach  dem  Vorhergehenden 
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^i  «=V">-^ 


"+  U(»öi    • 


Iw  die  Erdatmosphäre  ist  nach  34) 


1^ 


r= 


u 


WTvy 


40)     0 = i  tt« — 2(irf(u)  +  r*. 

Beseichnen  wir  die  EDtfernung  der  Punkte  (o:^)  und  (JIC)')  von 
durch  R,  so  ist 


38)  ist  aber 


a:/'(M) 
uf{u)    ^ 


y/Xal. 

nr(u)  * 


(:r-jr)*+(y-  iy=(^^+y*)  j^^^l 


Iv  nach  14) 


A«) 


(.r-jr)H(y-n'-jpgj  . 


id  folglich 


41)    Ä2  = 


2 


Die  Grosse  f{u)  ist  immer  positiv ,  und  fiir  die  Erdatmosphäre 
t  wmA  dem  Obigen  auch  f'{u)  positiv ;    aiso  ist  für  diese 

42)    fi-yi^^y 

rfetseichnen  wir  die  Entfernting  der  Punkte  (pq)  und  (XY)  voo 
*"     ler  durch  S,  so  ist 


Ildi  dem  Obigen  ist  aber 


i 


wie  leicht  erhellen  wird. 
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(p-jf)H(9-F)«=(^;-^y. 

Weil  nun  nach  31) 


also 


uf{u)  ^  +  -^ar 


3^ 


dx 


ist,  80  ist  nach  19)  und  20) 


d.  i. 


py-g^_^  ^^—(iHf(u)y^ 


folglich  nach  dem  Obigen 


oder 


-    43)  y_u'-^'y(jO)5 


2 


A>- 


was  man  auch  hätte  unmittelbar  aus  33)  und  41)  schliessen  k5a-i 
nen,  da  natürlich 

sein  muss.     Für   die  Erdatmosphäre  L^t  f'(u)   nach  dem  Obigen  ] 
bekanntlich  positiv,  und  folglich  .    i 


oder 


.  /  I 


Durch  die  Punkte  s  und  sn  der  in  der  Erdatmosphäre  liegen* 
den  Refractionscurve  ssn  in  Taf.  I.  Fig.  2.  \vollen  wir  uns  jetzt  an  die- 
selbe die  Berührenden  s$'  und  SnSn  gezogen  denken.  Der  Durch- 
schnittspunkt   dieser   beiden   Berührenden   sei    O,  und   der   vefa 
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r  denselben  bei  O  eingeschioAsene  Winkel  sO$n  sei  8.  Die  von  C 
\'  ans  parallel  mit  Sm*n  und  mit  dieser  Linie  auf  einer  Seite  der 
[:;  dem  Punkte  Sn  entsprechenden  Vertikale  gezogene  Linie  CA  werde 
1^  fetzt  ab  der  positive  Theil  der  Axe  der  a:  angenommen ,  und  die 
Im  der  Figur  von  C  aus  auf  CA  senkrecht  gezogene  Linie  CB 
!'*'«•{  der  positive  Theil  der  Axe  der^;  so  ist>  wennx,  y  die  Coor- 
'  dinatcn  des  Punktes  s  in  Bezug  auf  das  angenommene  System 
^  boeicbnen,  nach  den  Prineipien  der  analytischen  Geometrie 

47)   taDge=|. 
,  wenn  wir  der  Kürze  wegen 


49)    tang6=:to. 
Also  ist,  wenn  man  nach  B  differentiirt : 

50)    sä=8w^* 

^    cos  ö* 

folglich,  weil 

\ 


cos  6^=: 


H-tang©2""H-«o« 
ist: 

fioB  ist  aber  nach  12) 


52)    P=± 


Uem  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenachdem  die 
Gr98se  y — x^  positiv  oder  negativ  ist;  d.  i.  in  der  eingeführten 
Bezeichnung 


53)    P=±3 


—  xw 


^l  +  w«' 


Also  ist,    indem    alle   Differentiale    in   Bezug   auf  w    genommen 
«erden: 


\,.t'. 


~  (1  Tö*)  Vl  +  w« 
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und  folglich,  weil  nach  48) 

8^ — wBj:  =  0 
ist: 

^  ^(l+w«)Vl  +»«« 

also  nach  51) : 


55)  a/>=T4^se. 


Bezeichnet  nun  wie  gewöhnlich  u  die  Entfernung  des  Punktest 
oder  (xy)  von  dem  Mittelpunkte  C  der  Erde,  so  ist 

and  folglich  nach  53) 

d.  i.,  wie  man  nach  leichter  Rechnung  findet: 


•I 


Nach  (55)  ist  aber 


also  nach  dem  Vorhergehenden 

und  folglich 

dp 

56)  ee=:± 


wo  sich  nun  noch  frligt,  wie  in  dieser  Gleichung  das  Zeichen  m 
nehmen  ist.  Aus  einer  blossen  Ansicht  von  Taf.  ].Fig.3.  wird  aber  auf 
der  Stelle  erhellen,  dass  P  und  S  gleichzeitig  zunehmen  und  ab- 
nehmen, und  dass  also  8/^  und  80  gleiche  Vorzeichen  haben,  io 
der  vorhergehenden  Gleichung  folglich  das  obere  Zeichen  genom- 
meu,  also 

SP 
57)    d&=Tr==^ 

gesetzt  werden  muss. 
Weil  nach  9)  aber 

ist  9  so  ist 

8P=|ii/'(tt)8M, 


und  folglich 


58)  ae=--'iA!;Jg^^. 

V««-(*2(/'(u))2 


Terrestrische  Re  fr  actio  n. 

4 

In  Tai.  I.  Fig.  4.  mt!  der  i 
_  .  Eni*  vnraiiHlen  bhII. 
L  b.  dt«"  nnbrr  oder  oitirntliilie  Oijerdritlie  il<?r  Erile,  iimi  o  sei 
>r  Halbmcvüor  iliPKPs  Kmsf».  d.  h.  der  Erdh.ilbmesser.  Die 
"ankle  »l  ui»!  H  neion  zivei  l'onhte  iinr  <\pt  Erde,  und  in  dem 
'miete  A  flpi  di''  »rliriiiliurc  ;!<^iiiIlii]iK(aii;!  /  des  Punhies  J9  ae- 
Ctfcn  triitdi'ii.  »flehe  drr  v»n  dpr  Keriihrenden  .-l/f'  der  Ke- 
«rltniMcanc  AB  znischcn  -^  iitid  Ji  in  dem  Piiiikt«^  -4  mit  der 
'crtilrale  AA'  di.--.B  Punktes  ein  geschlossene  Winkel  A'Aß'  ist. 
He  llühcn  dpT  Punkte  .<  n  d  //  flli«r  der  Meeresfläche  seien  A 
mi    tt,    »n  Hag.s    itlsii' «  |  A    und  u-^ll  dje  Entre.riiiirigeii   dieser 

lern  Punkte  von  doiii  ]M>l(p||iiinkte  der  Erde  »hid.  Den  von  den 
rertikitlnn  der  Pinikle  A  und  li  am  Itlittclpunkte  der  Erde  ein- 
«scbtoMeoen    Winkel    ACH  »<dlei>   »ir    in    der   Kurze    durch  C 

Wm!  man  djisGoselzder  Abnahme  der  Temperatur  in  derÄtmos- 
ilifirv  1(1»  •nilcn  naclitdien.  iiml  alsn  auch  dns  Gesetz  der  Ahnahme 
Irr  l>i<-blit:ki-i(  df^r  Euft  in  der  Atniosuhiire  von  unten  nach  oben  gar 
nWhl  k<-nnl ,  und  wnhl  auch  sctuverlJch  Hoffnung  haben  darf,  jemals 
nr  Kenntn'ois  ilicses  GcKctxes  zu  gelungen,  es  auch  selbst  rrnglich 
ilvilil,  '>b  liiiiThaupt  ein  solches  ganz  bestimmtes  (icsetz  in  der 
ejüatlrt:  su  tileilit  niclils  anderes  ilbrie,  als  sich  bei  der 
estininiiiniic  der  terrestrischen  Refraclimi  mit  einer  Annäherung 
I  bef(nS)ien .  tvozu  auch  ajle  Scbriß^teller  über  diesen  (legenstanu 
IS  jetzt  ec'iiilhi^t  !.'r\>es<fii  sind.  U»  nun  aber  bei  terrestrischen 
[««MRiüeii  der  z»  iHcben  den  beiden  Stationspunkten  A  und  B  lie- 
rndi;  Itnurn  AB  di-r  Itcfractionfciirve  in  allen  Fidlen  immer  nur 
riir  Wmtu  t;«krümnit  imd  im  Verhällniss  zu  den  Dimensionen 
•r  Krde  niit  *-chr  klein  i:*t,  so  wird  man  denselben  mit  hinreichen- 
rt  Aiinnhernn)!  als  einen  mit  dem  Krfimmnngshalbmeseer  der 
Rffmiliiiii'^iiirie  in  dem  Punkte  A  als  Halbmesser  beschriebenen 
kn.'totK'tii'n  lietracbli-n  kiiiinen,  von  "ekher  freilich  nur  annähernd 
rkbthieii  VDr;niK>iel/uM[E  auch  Lambert  n.  u.  O.  p.  fU.  ausgehl. 
Beictrlinel  mnn  den  ^lillel|innkl  dies^es  Kreisboi^ens  durch  O  und 
lirlil  aurh  nixb  diir.li  den  Punkt  B  eine  lierührende  BD  an  den- 
>•'    »ind  offenbar,    ivenn  mnn   sich  noch  die   iSehne    AB 

niazrn  denkt,  niicli  bekannten  Eigenscharten  des  Kreises  die 
rieu  Winkel  BAI)  und  Alfh  einander  i;leich .  und  der  Winkel 
nbß'  i-t  also  als  An-sinninkel  de»  Dre^cks  ABD  doiipelt  so 
BW«  aU  drr  Winkel  BAD  oder  HAH',  durch  »eichen  offenbar 
«•  (IrfiMe  d«  Kefmetioii  in  dem  Punkte  .•*  dargestellt  wird. 
Sehr  Ickht  erlH-llet  aber  mich  nu»  bnknnntrn  Siilxen  vom  Vier- 
«i  die  GIcichhcll  der  beiden  Winkel  BUB'  und  AOB,  m  Ate» 
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also  auch  der  Winkel  AOB  die  doppelte  Refraction  BAB^ 9  oder, 
wenn  wir  die  Kefraction  von  jetzt  an  durch  9  hezeiehoen»  der 
Winkel  AOB=^2tp  ist.    Also  ist  in  dem  Dreiecke  AOB: 

AB  =  2.A0.6\nq>y 

und  folglich,  weil  nach  der  Gleichune34)  in  den  im  Vorbergeheo- 
den  eingeföhrten  Bezeichnungen  offenoar 


istt 


AB  =  -777 — T-r:  sio  g». 


In  dem  Oreiecke  ABC  ist  aber  nach  einem  bekannten  trigonome- 
trischen 8atze  * 

AB^  =  (a+hf  +  (a  +  Hf—2(a+h)(a  +  H)cosC 

oder 

AB^=ia+  A)«+(a+^*— 2(a+A)(a+Ä)(l-2shiiC^, 

d.  i.,  wie  leicht  erhellet: 

/:    .'         '  AB^=(H-rh)^+iia+h)(a  +  H)sin\C^,/, 

Vergleicht  man  dies  m^t  dem  Vorhergehenden,  so  erhält  man  die 
G(eichqng 

=  (/r— A)«  +  4(a+ A)  (a  +  ^sin  iC«, 
also    .  V        ' 


■:  •    ' 


oder,  wie  leicht  erhellet: 
(biglich 

wobei  man  nicht  zu  vergessen  hat,  dass  f(a+k)  in  der  Erdat^ 
mosphäre  nach  dem  vornergehenden  Abschnitte  bekanntlich  eine 
positive  Grosse  ist 
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Wdi  nmi  aber,  wenn  jetzt  £  den  Brechungsezponenten  für 
4ku  leeren  Raum  und  die  Luft  am  Beobachtungsorte  A  bezeich- 
■et»  nach  6j  ofenbar 

60)   (i=:{a+h)L8iuZ 

IB  sHmu  ist;  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden 

61)    sin  9  = 

•inZ.  lL(a+k)r(a+h)  V^(^-ä)*+'»(1  +  f^)»«"  i^' 

Bezeichnen  wir  jetzt  die  Dichtiglceit  der  Luft  in^der  Entfer- 
Bmg  u  vom  Mittelpunkte  der  Erde  überhaupt  durch  orte),   so  er- 
.  kdlet  aus  der  Gleichung  8)  und  dem  Erfahrungssatze  lll.  auf  der 
^    flielle  die  Richtigkeit  der  Gleichung 

k 

oder 

63)   /•(u)  =  |l  +  JR5(w)|-l, 
wo  nach  dem  Erfahrangssätze  III. 

64)  AT  =  0,0005888 

Wt.    Abo  ist 

f'(m)=-i{i  +  Kö{u)}-l.Kö'(u), 

d.  L 

ß..     -.  ._ Kä'(ü) 


ond  folglich 

_  JC5^(a-f  A)     

HG)  r(a  +  h)  -— ^^  -^  +  a:ö  (a  +  A) !  ^O+ÄÖCa+Ä)- 

Weil  nun  aber,    wie   aus  der  Bedeutung  der  Grosse  L  und  dem 
[      Erikhrungssatze  IIL  erhellet. 


l 


67)    £  =  V1[+ii:ö(a+A) 
bt,  so  bt 

md  folglich  nach  dem  Obigen 
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68)    sin  q»  =: 

i\l+K(d{a  +  h)\  1   \a+h/  a+h' 

foder  auch 

60)    8111  q)  = 

Die  Temperatur  der  Luft  nach  dem  Centesinialthermoineter 
uii<)  die  Barometerhöhe  nach  dem  metrischen  Barometer  in  dem 
Stall onspunkte  A  wollen  wir  nun  respective  durch  t  und  6  bezeich- 
nen. Wird  dann  ferner  die  DichtigKeit  der  Luft  bei  der  Tempe- 
rator 0  und  der  Barometerhohe  U'">76  überhaupt  durch  J  bezeich- 
net, so  ist  bckanntlicli 

«(«  +  /0=()„76.(1  +0,00375:0  ^' 

Bezeichnen  wir  aber  den  Werth,  welchen  ö'(a  +  A)  haben  würde, 
wenn  in  dem  Punkte  A  die  Luft  die  Temperatur  0  hätte  und 
unter  dem  barometrischen  Drucke  O^'yTö  stände,  d.  h.  wenn  in  dem 
Punkte  A  die  Dichtigkeit  der  Luft  d  wäre,  durch  G,  so  dass 
also  gleichzeitig 

ö(o+Ä)  =  z/,  o'(a  +  A)=C 

wäre,  so  wird  man  offenbar  nach  den  Principien  der  Differential- 
reclinung ,  wenn ,  w  ic  es  zur  Zeit  der  Beobachtung  in  dem  Punkte 
A  nach  dem  Vorhergehenden  wirklich  der  Fall  ist. 


^^^  +  ^^ ""  0«,76 .  (1+ Ü,00:if5n)  ^ 


ist,  gleichzeitig 

w'(«  h h)  =  om,7(i. (1^.0,0037570 ^ 

zu  setzen  berechtigt  sein ,  oder  es  ist ,  weil  nach  dem  Erfahrungs- 
satze  lU.  bekanntlich  z/=l  ist: 

ü  («+A)— Q„7ß  (I  +0,00376. 0*^' 

wo    nach    dem    Vorhergehenden    offenbar   G   eine  Constante   ist 
Setzen  wir  nun  der  Kürze  wegen 

70)    Ä^-iÄC, 
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I 

WO  auch  K  eine  Constante  i«t,  und 

71)    ^Xf*yO  =  lj^-jQ-(i:^:Qj^^^ 

Ml  erhfilt  man  nach  dein  Obigen  für  sin  9  den  folgenden  Au sdruc)^: 

72)    sin  (p  = 

»'»^•T+W;7rV  \ir\rh)  +4(H  -:j:A>«"i^^^- 

Man  ktinn  auch 

73)    A'i  =  aÄ 


KMv^ny  wo  £1  wieder  eine  Constante  ist,    und  erhält  dann  nach 
dem  Vorhergehenden 


74)    sin  9  -- 


K^d  AF(b,t) 


Will  man  sich  verstatten,  die  immer  sehr  kleinen  Grössen 

h  ,  //~A 
—  nnd  — T-r 
a  a  [-h 

ab  verschwindend  zu  betrachten,  so  wird 

75)    sin 9  =  rrF^Tj^M s'"  4 ^»*n  ^> 

oder,  weil  9  und  C  immer  sehr  kleine  Grössen  sind,    näherungs- 
weise 


7r.^  ™ -   ^iZXM,  ..  .„  7 
76)  9> -  i-jrjnf^5;7)- ^«n ^- 


Unter  Voraussetzung  derselben  Temperatur  und  desselben  ba- 
rometrischen Drucks  am  Beoliachtungsorte ,  wo  die  scheinbare 
Zenithdistanz  Z  gemessen  worden  ist,  ist  also  die  Uefraction  9 
alherungsw^eise  der  Grösse  CmwZ  proportional,  wo  C  bekannt- 
lich der  von  den  Vertikalen  der  beiden  Stationen  am  Mittelpunkte 
der  Erde  eingeschlossene  Winkel    ist. 

Bei  der  vorhergehenden  Entwickelung  sind  wir  von  den  beiden 
völlig  genauen  Formeln 


Chord AB  —    ^1.     ,  ,v sin g> 


nd 
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Chord  AB=  V^(^-Ä)a+  4(a+A)(a+Ä)«in  JC« 

ausgegangen.  Denkt  man  sich  nun  aber  aus  dem  Mittelpunkte  C 
der  Erde  mit  dem  Halbmesser  CA  durch  den  Punkt  A  den  die 
Linie  CB  in  dem  Punkte  Bi  schneidenden  Bogen  AB*  beschrie- 
ben, und  verstattet  sich,  diesen  Bogen  als  eine  auf  CA  In  A  und 
auf  CB  in  Bi  senkrecht  stehende  gerade  Linie  zu  betrachten,  so 
ist  in  dem  rechtwinkligen  Dreiecke  ABBi  offenbar 

ChordAS= Arc^lJ^  .cosec(Z-f  9)- 

Nehmen  wir  aber  an,  dass  der  Winkel  C  in  Graden  ausgedrückt 
sei,  so  ist 

(a  +  h)7tiAxcABi  =  IHO:  C, 
also 

.       .„        (a+AM; 
AxcAJSi  = jgg — , 

und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden 

Gestatten  wir  uns  jetzt,  diese  Näherungsgleichung  statt  der  im 
Obigen  in  Anwendung  gebrachten  genauen  Gleichung 


Chord  AB= V(^-A)«  +  4(a  +  A)(a+/y)sin  i  C> 

zu  gebrauchen,    so  erhalten  wir  durch  V^rgleichung  mit  der  ge^ 
naueo  Gleichung  ^ 


Chord  AB  =  —^n — r~iT  sin  q> 


die  Gleichung 


2(a+A)    ,      __ (g  +  A);rCcosec (Z  +  y) 
|ii/-'(o  +  A®™^""  180 

also 

77)    sin  9=  ^^^Q       'P<^osec(Z-f  y); 

folglich,  weil  nach  €0) 

fi  =  (a-f  A)JLsinZ 


ist: 


78)    smq>=L(a+h)fL(a-\'h).^.^.^^^^^y 


Nach  dem  Obigen  ist  aber 
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also 

.      _     K{a-{-h)ä'(a-\-h)   nC       eiiiZ 
*"''-"  4iH-Ä5(o  +  A)l  *l«0"8m(z  + 9)' 

•der  nach  dem  Obigen. 

.      _      iKG(a+h)F(b,f)  nC       sinZ 
8ing)_-       i^jit^^i^      '180'8in(Z  +  9))' 

,  ii. 

?  .,„  ,    .      _»(o+A)F(M)   JtC        sinZ 

.    oder  nach  73): 

«n^      •      _^^}:'^    nC       8inZ 
HU)    810  9)—      i^ji^^'(4^^)     •l80»*8in(Z+9))* 

Setzt  man  aber  q)  (St  siaq),  und  nimmt  nur  an,'  dass  <p  nn'd  Cin 
denselben  Maasstheilen  au8gedrfickt  sind,  so  erhält  mau  näberungs- 

"'^    9*-      l  +  i^F(6,/)      •8in(Z+9>)-^- 

I 

Aus  der  Gleichung  80)  erhält  man  auch«    unter  der  Vomu8- 

ung,    dass  C 

«nsgearflckt  ist: 


'I 


Setzung,    dass  C  in  Theilen  des   Halbmessers  oder    der  Einheit 


^i(l+*)F(6,0 
sing) sin (Z+  (p)  =^—————.  CsinZ, 

d.  L  nach  einer  liekannten  goniometrischen  Formel : 


2K,a  +  ^)F(b,t) 


\ 

[    abo  - 


cosZ— co«(Z+2g>)= — iii^rf   a — -CsinZ,  ^ 


cos  (Z + 29) = cos  Z—  — YITKFIöI) —  •  ^  ®'"  ^* 
Wtil  nun 


[ 


cus  (Z  4-29)  =  cos  Z  cos  29  —  sin  Zsin  2q} 
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Ut,   60  ist,  wenn  man  sich  wegen  der  Kleinheit  von  q>  verstattety  ^ 
cos29)=l  und  su\2<pz=z2q>  zu  setzen,   wovon   das  Erste  mit  Ver-4 
nachlässigung  von  (gliedern  der  zweiten,  das  Zweite  mit  Vernach- 
lässigung von  Gliedern  der  dritten  Ordnung  zulässig  ist,  nähemngs- 
weise 


cos  (Z+ 29)  —  cos  Z-  -ig)  sin  Z, 


A 


4 


und  folglich,    wenn  man   dies   [Vir  cos (Z {-ig))  in  die  obige  Glei-  ^ 
chung  setzt:  ^ 


Ii 


i 


Ai(i+-)/X6,/)  1 


82)    9,=  --j-^_^__.C 


i 


h 
oder,  wenn  man  nun  noch  —  als  verschwindend  betrachtet: 


1 
i 

^ 

Hiernach  ist  also  unter  Voraussetzung  derselben  Temperatur  1 
und  desselben  barometrischen   Drucks  aiu   Bcobachtungsorte  die  J 
Refraction  dem  von  den  Vertikalen  der  beiden  Stationen  am  Mit-  T 
telpuokte  der  Erde  mit  einander  eingeschlossenen  Winkel  propor- 
tional,  welches  der  Satz  ist,    auf  welchen  bekanntlich  nach  Lam- 
bert und  La  place  die  Berechnung  der  terrestrischen  Kefracttoo    ; 
allgemein  gegründet  wird.     Ich  hoffe  aber,  durch  die  vorhergehen-   fi 
den  Entwickelungcn  die  Richtigkeit  meiner  in  der  Einleitung  aas-  -^ ' 
gesprochenen  Behauptung,   dass  dieser  Satz  nur  als  eine  rohere  ' 
Annähcnmg  betrachtet  werden*  dürfe,   jetzt  deutlich  nachgewiesen 
zu  haben.      Es  ergiebt  sich  dies  auch  auf    unzweideutige  Weise^ 
wenn  man  sich  die  Mühe  nimmt,    die  Betrachtungen,    aufweiche. 
Lambert  a.  a.  O.  seine  Entwickelungen  ge^rünclet  hat,   genaner] 
zu  verfolgen  und  sorgfaltig  zu  aiial^'siren ;    una  dass  auch  Laplace 
bei  seiner  Theorie  der  atmosphärischen  Refraction  sich  eine  ziem- 
liche Anzahl    von   Vernachlässigungen   und   Auslassungen    kleiner 
Grossen  zu  gestatten    genöthigt  gewesen  ist,    glaube  ich  hier  als 
hinreichend  bekannt  voraussetzen  zu  dürfen. 

Vorzüs:lich  kommt  es  nun  noch  darauf  an,  zu  zeigen,  wieder 
aus  dem  obigen  bekannte  constante  Coeflicient  Ki  durch  Beob- 
achtungen bestimmt  werden  kann.  Das  zweck  massigste  und  der  i 
§anzen  obigen  Theorie,  bei  welcher  der  zwischen  den  beiden 
tationspunkten  liegende  Bogen  der  Refractionscurve  naherungs- 
weise  als  ein  Kreisbogen  betrachtet  worden  ist,  am  besten  ent- 
sprechende und  überhaupt  die  consequenteste  Durchführung  ilieser 
ganzen  Lehre  gestattende  Mittel,  zu  dieser  Bestimmung  zn  gelan- 
gen, scheinen  mir  jedenfalls  die  Messungen  oder  Beobachtungen 
sogenannter  gegenseitiger  Zenithdistanzen  zu  sein.  . 

Hat  man  nämlich  in  den  beiden  Stationspunkten  A  und  B,  wo- 
bei jetzt  Taf.  I.  Fig.  5.  zu  vergleichen  ist,  gleichzeitig  die  schein* 
baren  Zenithdistanzen  Z  und  B  gemessen,  und  bezeichnet  die 
entsprechenden    Refractionen    durch  JZ   und   Jß^    die    wahren 
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I  SenUbdistanxen  «Iso  dnrcb  Z-^dZ  Dnd  BH-'^S;   "^  l>al  man 
I  Dreiecke  A^C  offenbar  die  Proportion 

■  M  »ber 

C+ll80"^(Z+^Z)|  +  |I80o-(3  +  ^3)!  =  i80<', 

I  aaa  der  »bigen  Proportion  ergiebt  sieb  nacb  einem  bekann- 
i  Satse 

=;aiD<Z-f-'^Z}-|-s>a(3+'<'d):8in(Z  +  -^Z)-^sin(3-h-^d) 
=  «ntl(2+3)  +  l(^Z+^3)|co8tt{2-3)  +  i(-rfZ-^3)t 
:mw)  l(Zf  3)  +  !(-^2  f  ^3)1  sin  [l(Z-3)  +  U-rfZ-43)t 

«lMgli{2  +  3)  +  ;(^Z  +  ^3)|:tang|l(Z-3)  +  *(^Z-J3)l. 

L  nach  dem  Vorbergebendea 

«■+ff+A:ff-A=:tang(9(>>+SQ:tang|J(Z-3)  +  l(^Z-/f3)l 
=cotlC;tangUa-Z)  +  i(^3-^Z)|. 

.  Qalcr  der  VoraussetzunK  aber,  dass  der  Bogea  AB  der  Re- 
IcftMiscurve  swiiicben  den  ue'iden  StationapunkteD  A  und  B  dn 
Ntabo^ea  »A,  welche  der  ennzeo  vorber^ehenden  Tbeorie  der 
hmwhüx-hen  Refraction  zum  Grunde  liegt,  ist  offenbar  AZ=A3, 
vAt  die  Geglchtslinien  oder  die  Visirlinien  in  A  und  B  ala  Be- 
lIliKnde  dieses  Kreisbogens  zu  betrachten  und  folglich  gegen  die 
^  AB  unter  gleichen  Winkeln  geneigt  sind;  also  ist  unter 
VoraoMetEung  nach  dem  Vorbeigehenden 

3a  +  ff+A:Ä— A=cot4C:tangl(3— Z), 


2(a+*)  +  ff— A:Ä— A=cotiC:taDgl(3— Z). 

it  man  aus  dieser  ProportioD  H~k,  so  erhXIt  man 

„  2(a+A)tangi(3-Z) 

"~"~cotJC-tangi(3-Z) 

_. 2(0+  A)sin  jCain  \(B  —  Z) 

*— coa  ;Ccosi(3  -  Z)— ainiCsin  i(3  -  Z)' 

SA    H     i_2(i+A)fi5lCaini(3-.Z) 
04}   if-A.         cost(<;+3-Z)        ' 
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also 


^^    *'=*  + co84(C  +  3-'^ ^' 

Um  mittelst  dieser  Formel  /f  berechneo  zu  kunnen,  nnS 
ausser  den  gemessenen  scheinbaren  Zenithdistaoiteu  Z  und  3  ^ 
Erdhaibmesser  a  bekannt  sein,  für  welchen  man  am  besteo  d^ 
Krömmungshalbmesser  des  Erdsphäroids  unter  der  Breite 
welche  das  arithmetische  Mittel  zwischen  den  Breiten  der  beU 
Stationspunkte  ist,  wobei  wir  die  Formeln,  nach  weichen 
Krümmungshalbmesser  am  leichtesten  berechnet  werden 
die  sich  ohne  Schwierigkeit  aus  der  Theorie  der  Ellipse  eotivic 
lassen,  hier  als  bekannt  annehmen.  Ferner  muss  die  H0h6  k 
Station  A  iüber  der  Meeresfläeb.e  bekannt  sein,  welche  durch 
metrische  Hohenmessungen  oder  durch  ein  Nivellement  besi 
werden  muss,  weshalb  sich  Beobachtungen  in  der  Nkh6 
Meeres  zu  den  Bestimmungen,  von  welchen  hier  die  Rede  is^ 
besten  eignen  durften.  Endlich  muss  der  Winkel  C  am  Mif 
punkte  der  Enle ,  welcher  aus  dem  gemessenen  Horlzontalab«  ^ 
der  beiden  Stationspunkte,  wie  weiter  zu  erläutern  hier 
nothig  sein  wird,  immer  leicht  berechnet  werden  kann,  bei 
sein,  aus  welchem  Grunde  gleichfalls  Beobachtungen  in  der 
des  Meeres  zu  solchen  Bestimmungen  wie  die  obigen  die 
netsten  sein  diirflen. 

Hat  man  nun  auf  diese  Weise  H  bestimmt,   so  sind  In 
Dreiecke  ABC  zwei  Seiten  a-{-h,  a  +  H  und  der  eingesqU^ 
Winkel  C  bekannt,    und    es  können  also  in  diesem  Drei^cfct 
b^idefn  andern  Winkel,    deren  Supplemente  die  wahren  Zeiül 
stan2fc6n  in  den  beiden  Stationspunliten  ^  und  J9 sind,  nach. 
teü  Regeln  der    ebenen   Trigonometrie  berechnet  werden« 
man  nun  von  diesen    so  berechneten  wahren  ZehithdiAtaja^en' 
gemessenen   scheinbaren  Zenitbdistana^eq    txh,  so  erhält   maa 
terrestrische  Refraction«  welche  im  Obigen  überhaupt  durch  9 
zeichnet  worden  ist. 

Wenn  nun  auch   noch  auf  der  Station   A  das  Barometer 
Thermometer  beobachtet  worden  ist,    wobei  wir  die  beobachi 
Barometerhühc  auf  bekannte  Weise  gehörig  reducirt  vorausfiTel 
so  sind  in  der  Hauptgleichuog  74)  mit  Ausnahme  des  constant 
Coeilicienten  Ki  alle  Grössen  bekannt,  und  dieser  CoefBcienth 
folglich  ittittelst  der  aus  74)  unmittelbar  sich  ergebenden  Forilfll' 

^)    j^  ^ |l-H^F(6,0)siny 


berechnet  werden. 

Bei  der  so  eben  gegobcncn  Erläuterung  der  Bestimmang 
Constanten  Coeflicienten  liabe  ich  mich  bloss  an  die  Hanptfo 
74)  gehalten,  weil  die  AK  ^md  Weise»  wie  man -sich  bei  ^' 
Bestunmung  mittelst  d^r  übrigen  im  Obigen  entwickelten 
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mogsfonneln  zu  Terhalten  hat,  nun  ganz  von  selbst  erhellen,  und 
hier  keiner  weitem  ErlSuterung  bedürfen  wird. 

Wenn   aber  auch   der  RefractionscoefScient  nach  der  so  eben 
gegebenen  Anleitung  bestimmt  worden  ist  und  daher  als  bekannt 
angenommen  werden  kann,   so   wird   man  bei  wirklichen  Hohen- 
messungen  zur  Bestimmung  der   gesuchten  Hube  am  besten  und 
dnfachsten   doch    nur  auf  dem  Wege  successiver  Annäherungen 
gelangen  können.    Man  wird  nämlich  die  Refractionen  zuerst  mit- 
telst einer  der  beiden  Näherungsformeln  75)  oder  76),  welche  von 
der  Hube  nicht  abhängen,  berechnen  und  die  gemessenen  Zenith- 
Attanz^  wegen  derselben  corrigiren,   mittelst  welcher  dann    ein 
enter  NSherungswerth  der  zu   bestimmenden  Hohe  gesucht  wird. 
Dieser  erste  Näheruogswerth  der  gesuchten  Hohe  flinrt  dami  fer- 
wr  inittelst  der  Formel  74)  zu  einer  genauem  Bestimmung  der  Re- 
fiacQoiien,    wegen   welcher  die   gemessenen  Zenithdlstanzen  von 
Neuem  corrigirt  werden,   die  dann  zur  Bestimmung  eine^  zweiten 
Hdicniingswertlts    der   gesuchten  Hohe   fähren,   wobei   nun  aucli 
Ickon  Ton  selbst  erhellen  wird,  wie  man  auf  diesem  Wege  belle- 

S weit,  in  allen  Fällen  aber  so  weit  fortschreiten  kann,  ols  zwei 
einander  folgende  Näherangswerthe  der  gesuchten  Höhe  sich 
fider  verlangten  Anzkhl  von  Decimalstellen  nicht  mehr  von  ein- 
iger unterscheiden.  Abkürzungen  und  Vereinfachungen  dieses 
Tcf&brens  werden  sich  einem  Jeden,  wo  sie  zulässig  sind,  leicht 
i9t  selbst  darbieten ;  hier  beabsichtigten  wir  nur  eine  allgemeine 
EAotentng  desselben,  und  hatten  unser  Augenmerk  überhaupt 
xnäcbst  mehr  auf  die  weitere  Entwickelung  der  Theorie  der  ter- 
i  reitrischen  Refraction ,  als  auf  den  praktischen  Theil  dieser  wich- 
fipn  Lehre  gerichtet 


{  , 


'  I 

A  ' 


•i        ; 


•      .:'! 


3« 
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Astronomische   Re  fr  actio  n. 

Wenn,  wie  Taf.  L  Fie.  6.  zeigt,  ein  tod  einem  Sterne  S  aus- 
gehender Strahl  St  die  Atmosphäre  der  Erde  in  dem  Punkte  t 
mttty  und  dann  nach  den  in  der  Atmosphfire  erlittenen  Brechun- 
gen in  dem  Punkte  Sn  auf  der  Oberfläche  der  Erde  anlangt,  'so  ist 
offenbar  ^nXn'  der  Winkel,  um  welchen  man  die  in  ^em  Punkte 
Su  gemessene  scheinbare  Zenithdistanz  Z  dieses  Sterns  ver&russem 
muss,  um  seine  wahre  Zenithdistanz  zu  erhalten,  also  ^ei  Win- 
kel, welchen  man  die  astronomische  Refraction  zu  nennen  pflegt. 
Wegen  der  grossen  Entfernungen  der  Sterne  von  der  Erde  kann 
man  aber  die  Linien  Stm  und  St  oder  Ss'  ohne  allen  merklichen 
Fehler  als  einander  parallel  betrachten,  woraus  sich  die  Gleich* 
heit  der  Winkel  Ssmßm  und  SOtn'  oder  sOtn  ergiebt,  so  dass 
also  auch  durch  den  Winkel  sOsu,  welcher  oben  in  dem  Ab- 
schnitte über  die  allffemeinen  geometrischen  Eigenschaften  der 
Refractionscur^en  durch  S  bezeichnet  worden  ist,  die  astronomische 
Refraction  dargestellt  wird,  und  wir  daher  nach  58)  für  dieselbe 
die  Differentialgleichung 


87)   3ö= 


(if'(u)  du 


^Ti^^Hfiu))* 


haben ,  wo  jetzt  u  die  Entfernung  der  äussersten  Gränze  der  Atmo- 
sphäre von  dem  Mittelpunkte  der  Erde  bezeichnet,  und  daher  im 
Folgenden  offenbar  so  lange  als  constant  zu  betrachten  ist,  so 
lange  die  Luft  in  der  Atmosphäre  in  einem  unveränderlichen  Zu- 
stande vorausgesetzt  wird. 


Setzen  wir  nun 


88)   -"         ,  '■^<''* 


oder 


und  entwickeln  die  Grosse 


{ 


'-.«(^>i- 


nach  dem  Binomischen  Lehrsatze,   dessen  Anwendung  hier  zuläs- 
sig ist,  weil  die  nothwendige  Reellität  von  dB  von  selbst  fordert. 


p 


die  Grösse 
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../'ßü)V 


K^7 

ftb  die  Einheit  ist«  in  eine  Reihe,  so  erhalten  wir 


u 


u* 


1.3  ,{f(u))Y(u)&u 


+  274'* 


tt« 


1.3.5  M(u))^f'iu)du 


+  2X6'* 

+ 


u' 


aber  die  Grosse 


(iszaLslnZ 

*■•• 

SU  ganz  unabhängig  ipt,   und  B  fär  «=:a  offenbar  verschwin- 
iBiias,    so  erhält  man  aus   der  obigen  Gleichung  durch  Inte- 
^^jiHoD  auf  der  Stelle : 


•f 


{f(M)y^fiuydu 


u< 


■  1.3.5   ,/»- 

+•076  V- 


y(«))«r(««)8'« 


u' 


'^Pifcaricgt  man  dud,  d^tss  die  GrSssen 

Ja  tt        ' 


i-^        J  m  «•  ' 

.4.6       ^7«  M^  ' 


1.3 
2 

1.3.5 
2 


n.  8.  w. 

1«  der  scheinbaren /Zenithdistanz  Z  ganz  unabhängig  und 
Ir  alle  scheinlMuren  Zenithdistaozen  dieselben  sind«  so  kl 
vir  dieselben  nach  der  Reihe  durch 

«,  99,  6,  D,.... 


also 
können 


liehneo.   Indem  diese  Symbole  von   der   scheinbaren  Zenith- 
Z  ganx  unabhängige  Grossen  bedeuten,   und  erhalten  da- 


S8 

her  nach  dem  Obigen  für    die  astronomische    Refraclion  B  eunb 
Analytischen  Ausdruck  von  äfr  foikenden  Form: 


:k  von  4^  foikenden  Form: 
i93smZ»  +  5^68inZH|^ 


89)    Ö==2lsipZ+i93sinZ»  +  g^6sinZ«-|:|^a)8inZ^+...     .  \ 

Einen  Ausdruck  ton  anderer  Form  kann  man  auf  folgende  Art  j 

entwickeln.    Nach  dem  Obigen  ist  I 

30  = 


Vi-.'C^r' 


und  folglich ,   wenn  man  ßlr  ft  seinen  aus  dem  Vorhergehenden 
bekannten  Werth  einfährt :  .       .  .f 

oder,  wie  leicht  erhellet: 

aLBmZf'iu)  — 
3©=:  " 


VcosZ^  +  tl— a«!,«^^^)  IsinZ« 

folglich 

alz  tang  Zf'(ü)  — 
90)    8Ö=  " 


Entwickeln  wir  nun  wieder  die  Grosse 

,i+a-(^^^7)ta„gz.i-* 

nach  dem  Binomischen  Lehtsatze  in  eine  Reihe,  so  erhalten  wir: 


•  '•      *         •■         •         •         0        m 


III  man  anf  lieiilen  Neileti  ilieser  Gleichung  inleKrifl,  auf 
t  Sbulicbe  Weiee  wl«  bei  d*r  rucberf^ühenilen  Eiilnickeluiig : 


1.3.5         „ 


'/■^ 


_(Ä)V, 


t  «ich ,  "  enn  wieder 

A,  B,  C,  O 

voH  ilcr  (icIiCinbiiTrii  Zenilhdlstanz  Z  S^anz  iinabfiniigigü 
*ru  bezeichnen,  Itlr  die  a^lronomisrhe  Kcfraction  &  unmit- 
r  der  rnigenJe  Aa»<lni<;k  ergicbl: 

e=^taiigZ— ^jytangZ'+2^0aiiKZ*-2^j^ÖlangZT+... 

IMne  Fflrm  de«  allgemeinen  Ausdrucks  der  astroDHiniHcbeo 
lifnic4ioo  wifd  der  Theorie  derselben  eenühntich  r.xtm  (ifunde 
aiid  diiliei  eine  grüseere  oder  KCrini;ere  Anzuld  tun  Glic- 
i^f  Hoilii-  auf  der  rechten  Seite  iles  (^leichheitsicidienB  vom 
.1<  r.r'Ui^ri  tut  lierücIcHichlial.  Da  es  ans  hier,  ivie  schnn 
I  I  .  .(,-  bemerkt  worden  mt,  vnriäulig  nur  auf  eine  allge- 
I  '  '.-■■uus  dieses  mcbtigen  Gegenstandes  anlciiniut.  und 
,1  'i  niil  diesen  Entuickt^lurigen  nur  eine  Ver^ullstiimtifjnng 
V<iihiTi:eIu;ndeu  gegebenen  Theorie  der  terrtwtrisehen  Ite- 
,  Turafiji'lich  Anfängern  Ku  Liebe,  liezwecken;  »o  wird  es 
t  Kflrx«  wegeu  hiiirciehend  sein,  bei  den  beiden  ersten  Glie- 
D  der  ubigcn  Keibe  »tehen  zu  bleiben,  und  daher 

93)     Ö=a.^b.ng5!-;ÄtangZ3 

n  »eisen.     Die  CoenSrictiten  A  und  B  sind  offenbnr  nur  xo  Iniiiie 

mstint.     »o    lange    der    Zustand    der    .\tinu»[)liiire    ungi'iJnderf, 

|d  h.  ftt  lange  dur  Sintid  des  itnrometers  und    fberniometer«  am 

lenkarhtiingxnrlc  detnelh?  Irlelbt,     Legen   n-ir  nun    aber  den  Zii- 

I  der  .AlniOBpbiire,  wenn  am  BenltiicbtungKiirlc  der  Stand  dfi» 

I  U™,76  und   der   Stand  dvK  Thermometers  0  ijst,    aU 

lalxnslaml    7:um  (irunde,    lassen    ferner  jetzt  A  und  B 

B  NonuaUustanHe  der  .XtmofjihiiriH  entspreunenden  XVerthe 

(  l\tnsl»nlcn  hfdeutpn,  und  Aetzen  endlieh,  wie  gewöhn- 

ihleht  und,    nenn   aiteli  nicht    mit   völliger  Strenge,    den 

»gen  zofnlge  doch  wenigstens  näh eninaa weiss  vcrslatlel 

ft*lnRB|ihiriiu-ben  Httfractiimen  den  Dichtigkeiten  der  I^FI 

M  wjrd  man  offenbar,   da  bokanntUch 
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b 

F(b,t)^  0-,76  •  (1  +  0,00875  .^ 

die  Dichtigkeit  der  Lullt  bei  dem  Barometerstai^de  b  und  der  Tein- 
peratur  t  ist,  nach  dem  Obigen  im  Allgemeinen 

93)    ö=:F(6;i).(JtangZ^lJ?tangZ») 
oder 

94)    a  =  F(6,0JtangZ— iF(&,OÄtangZ» 

zu  setzen  haben.    Uie^£onstanten  A  und  B  in  dieser  Formel  roOs» 
sen  aber  durch.  Beobac|itangen  bestimmt  werden,  wozu  die  Astro- 
nomie verschiedene  Wege  darbietet,    von  denen   wir  hier  jedock  < 
nur  den  folgenden  etwas  näher  erläutern  wollen. 

Man  messe  die  scheinbaren  Zenithdistanzen  Z'  und  Z"  eines 
Circumpofarstcrns  bei  seinem  obern  und  untern  Durchgange  dnrcK  < 
den  Meridian,  und  beobachte  gleichzeitig  die  Stände  des  Barome- 
ters und  Thermometers  6',  tf  und  b" ,  if';    so  hat  man,  wenn  die  j 
entsprechenden  Refractionen  durch  S'  und  S^  bezeichnet  werdeo, 
nach  94)  die  beiden  folgenden  Gleichungen: 

e'=/\6',0tangZ'.^— iF(6',0tangZ'».J?, 


e^=F(V,f')isingZ\A-if\b\1f)tAngZ"^.B. 


Weil  nun  Z'  +  S',  Z"  -f  S'^  die  wahren  Zenithdistanzen  sind,  j 
und  bekanntlich,  wenn  P  den  Abstand  des  Pols  vom  Zenith  be-  . 
zeichnet,  jederzeit 

(Z'  +  e'y±  {!/'  +  e*') =2P 

w 

ist  *);    so  erhalten  wir  aus  den  beiden  obigen  Gleichungen,  wenn  j 
der  Kürze  wegen  j 

a=Z'^Z\  \ 

/J=F(6',OtangZ'±i^Ä'',OtangZ^,  : 

y=JF(ft',0  tangZ'»±lfX«'',r)  tangZ''» 

gesetzt  wird,   wo    die  Grössen  ty,    5,    v  aus  den  Beobachtungen 
sämmtlich  bekannt  sind,  auf  der  Stelle  die  folgende  Gleichung: 

a  +  /J^— yÄ=2P, 

Hat  man  nun  aber  ganz  auf  dieselbe  Art  wie  vorher  drei  Circum* 
Polarsterne  beobachtet,  so  erhält  man  auch  drei  Gleichungen  von 
der  Form : 


*)  Die  obern  oder  nntem  Zeichen  sind  hier  und  nachher  sn  nehmen, 
jenaciideai  die  Zenithdiitans  Z"  (für  unsere  Hemisphäre)  aaf  der  Nordteite 
oder  auf  der  Südseite  de«  Zenitht  gemeMcn  worden  iit. 


».ß.  y; 


^  ßt'  Yi-    "«■  f*a.  >■» 


fimtiftt   < 


den  I)t>nbnc)itun!;vn  fsSminllich  bcbannt,  und  nur  die  drei  Grrie- 
.4.  B,  P  uubetiarint  sind,    ivelchtf  letztere»  sitb  al«o  mittelst 
dl«  tof hergehenden  tileiihiiniien  tiestimmen  lausen. 
Ow«  durch  V«rvielßilti^img  «iilchvr  Beobachtungen  und  mit' 
lelst    d«r  Annendniig    der  Methode   der  kleinsten  Ouadrate  eioe 

EAm^vc  Genniiiijkctt  hei  dieshi  Benliachtun^en  erreicht  werden 
mn  und  iiur  allein  zu  eireichen  iät,  diirfen  Mir  hier  sIs  allgemein 
brlcannt  vnraiTssetxcn.  Jede  Beobaehiimu  eines  l'ircumpolarsterna 
tileichun^  des  ersten  Ürudes  von  der  obigen  Form 
rnen  nfn  drei  unbekannten  (ir'iiHseii  .'1,  B,  P;  und  hat  man 
mehr  als  drei  Sterne  beabuchttit,  bu  lassen  sich  die  daraus 
TMullirrnden  Gleichungen,  deren  Anzahl  die  Anzahl  der  zu  bestim- 
■lendeii  drei  unbekannten  GrGssen  lilieriüleii;! ,  bekanntlich  nur  der 
BdkMidloRg  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  unlerwerfea. 
Da«9  KK'h  zur  Bestirnmung  der  constanten  Coefficienten  in  der 
QMchnni;  8Ö)  eine  der  vorhergehenden  ganz  ähnliche  Methode  an- 
nodee  u«scn  tvürde,    Tillt  auf  der  >Stelle  in  die  Angen. 

Da«  Obi^e  enthMt  zugleich  eine  Methode  zur  Bestimmune; 
ler  die  trorhcr  durch  P  bezeichnete  Distanz  des  Pols  vom  Zenith 
n  ■nrnzis  Graden  ergänzenden  Polhiihe  des  Bcobachtungsorts, 
ihae  iUIhm  die  unmittelbare  Kennlniss  der  Refraction  vorauszuset- 
■jm,  hat  hier  aber  ziinUchst  nur  den  Z^cck,  im  Allgemeinen  die 
MScIichkral  der  Bestimmung  der  beiden  Constanlen  ^^  und  fi  durch 
DoMMichlimgi'n  üu  erlaiitcrn. 

Etae  neuere  Entnii-kelung  der  Theorie  der  astronomischen 
RefrHction  behalte  ich  einer  andern  Gelegenheil  vor,  und  bemerke 
■Mcluiuü.i.  das.«  die  obigen  kurzen,  wenig  erschöpfenden  Betrach- 
biBgeii  Aber  diesen  »ichtigen  Gegenstand  nur  der  VotUtändigkeit 
«•ften  und  AnfüngcTD  zu  Liebe  beigefügt  worden  sind,  indem  ich 
ta  der  Torliegenden  Abhandlung  hati|itsächlich  nur  eine  weitere 
Enbrickelung  der  geometrischen  Theorie  der  terrestrischen  Refrac- 
linn  hn  Auge  halte,  und  wohl  wiinschtc,  durch  dieselbe  die  Auf- 
nwHiiiambeit  emer  Knlsseren  Anzahl  von  Lesern  auf  diese  Theorie 
*m  Nenem  hirwulenken,  und  zu  einer  Wiederholung  der  Bestira- 
nODg  des  terrestrischen  Rcfrnctionsroenicietiten  mit  sot^fältiger 
Berdcksichtigunü;  uUer  ditliei  in  Betracht  kommenden  umstände 
vielleicht  \*€ranTassung  zu  geben. 
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n. 

Xm*  nifferenzlaHon  der  Pofenz* 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  O.  Schlu  milch 

an  der  Universität  za  Jena* 


•  I   •   i 

Der  Differeiusialquotient  von  xf*  ist  bekanntlich  die  Gr&nze, 
welcher  sich  der  Ausdruck 

'I»  .  ■  •     .      • 

nSbert,  sobald  Jx  bis  zur  Null  abnimmt      Da  unter  dieser  Vor- 

^x  /Ix 

anssetzon^  auch  -^  gegen  die  Null  convergirt,  so  kann  man  — -^sS 

X  X 

setzen^  und  es  ist  jetzt  ßlr  Lim  4=0: 

..  .1  ,  , 

='  Zur  Auffindung  des  Gränzwerthes  rechts  hat  man  sehr  verschie- 
dene Wege  eingeschlagen,  w«il  man  nicht  gern  das Binomialtbeo- 
ren  ßir  jeden  beliebigen  Exponenten  dabei  in  Anwendung  bringen, 
sondern  im  Gegientheil  dieses  erst  im  Verlaufe  der  DifferenziaN 
rechnung  mii  Hälfe  des  Werthes  von  d{xf^)zdx  ableiten  wollte. 
Zwar  hat  es  nicht  die  mindeste  Schwierigkeit,  mit  Hülfe  des  Satzes 

Lim[(l  +  aaO^=«« 

die  gesuchte  Limes  zu  Ermitteln,  wie  ich  z.B.  in  meinem  Hand- 
buche der  Differenzialrechnung  gethan  habe;  wem  aber 
die  Anwendunfir  dieses  Theoremes  zu  fremdartig  erscheinen  mag, 
dem  wird  vielleicht  die  folgende  Entwickelungr  besser  zusagen, 
worin  nichts  weiter  als  die  Kenntniss  der  ganz  elementaren  Formel 

u"> — ] 

-j^— p=  1  +  U  +  M«  ^  ....  +  M«-l  (2) 


vorausgesetzt  wird. 

Sei  zunächst  fi  eine  ganze  positive  Zahl  = 


m,  so  ist 
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t      < 


diMM  v«rm5ge  der  Formel  (2)  aadi 

^^_  '  *  ' 

Da  mcfa  ouD  für  bis  zur  Null  abnehmende  5  jedes  einzelne  Glied 
der  Gränze  1  nähert »  so  wird 

Lim j =m.  ^-(^       j 

Schreibt  man  kd  für  8,  so  erhält  man  noch 


Sei  femer  f»  gleich  einem  Bruche  — ,  dessen  Zähler  und  Nen- 
ab  ganze  positive  Zahlen  vorausgesetzt  werden,  und 

,  ,  Li^tBlrd^,,     ,  (5) 

fo  kann  man  fär  ein  beliebiges  i  setzen: 

.    •■•  -.«■.•  ■         •;.  ••  •■  :!       • 

P 


a±fe^=H.; 


Bsd  hier  muss  e  eine  GrOsse  sein,  die  nut  i  ffleichzf^tig  lil|9^;zin; 
Null  abnimmt,  weil  man  ausserdem  nicht  autdie  Voraussetzung 
(5)  zurückkäme,  sobald  hier,  d,  ^egen  die. Null  convergirt.  Esfol^ 
nu  weiter  '^  ^ 

(i+d)p=(i+?+".a)t^  ■■ 

■ad  folglich  nach  Snhtr&ktion  der  Einheit  und  Division  mit  8 


Die  Gleichung  (4)  berechtigt  uns  aber 

wm  setzen,  wo  i'  mit  ö  bis  zur  Null  abnimmt.  Benutzen  wir  diess 

Ib  die  Gleichung  (6),   wo  9,    wie  früher  m,  eine  positivei^nze 

XÜil  ist,  so  fol^  ,      :  ' 


M 

Gehen  wir  in  dieser  Gleichung  zur^  Gränze  Rlr  unendlich v  d.li« 
bis  zur  Null  abnehmende  ö  über  und^ erinnern  uns,  dass  das  Ver- 
schwinden von  d  auch-  das- Verschwinden  von  s'  und  e'  nach  sich 
zieht,  so  giebt  die  Anwendung  der  Formel  (3)  fiir  m=p 


p:=^qr  und  folglich  r=— , 

7 


d.  b.  nach  No.  (5) 


8  q 

Mit  No.  (3)  zosammen  fliegst  hieraus  der  Satz,  dass  für  jedes 
rationale  und  positive  (^ 

ist,  der  sich  durch  die  blose  Bemerkung,  dass  man  sich  nicht 
angebbaren  Zahlen  durch- angebbare  Wahlen  soweit  man  will  nähere 
kann,  auf  irrationale  und  positive  fi,  d.  h  auf  jedes  beliebige  po- 
sitive fi  erweitert 

Ist  endlich  fi  negativ,  etwa  fi=:— v,  so  sei  wieder 
L|.^i±^=L-une±^:^=r. 
Ea  folgt  hieraus  der  Reihe  nach 

(H.j)>=   ^ 

1  +  r+fO 

und  da  e  eine  mit  d  bis  zur  Null  abnehmende  Grosse  sein  muss, 
V  aber  an  sich  positiv  ist,  so  folgt  jetzt  durch  Gränzenübergang 

v= — r,  also  r=— V, 

d.  h.  vermöge  der  Bedeutung  von  r 

:.  Mit  Mo.  (7)  zusammengehalten  giebt  diess  den  8atz,  dass 
überhaupt  für  jedes  reelle  fi 


• .       .1 
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li^  «mI  dieser  fflhtt  vermöge  der  Gleichung  (1)  zu  der  allgemeiien 
Fwiiiel  \ 

dx  -'»*^  ' 

deren  Beweis  demnach  nur  die  Kenntniss  der  Summenformel  filr 
die  geometrische  Progression  in  Anspruch  nimmt. 


■  I 

'  :i 


Velber  eine   el^entlilliiiUche  Krsdieh 
mms  bei  Beibensumiiilriiiiseik   ^ 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  O.  Schlpmilch 

an  der  Universität  lö  Jena. 

•                   .     ■  •        •         . 

.■■.     .  ....:•     •!..     .     . 

\ 

Die  interessante  Thatsache,  deren  Besprechung  den  Gc«en- 
slmnd  dieser  Zeilen  ausmachen  «oll,  besteht,  in  kürzester  Form 
ansgedriickt,  darin,  dass  eine  durchweg  convergente  Reihe  zwei 
eder  mehrere  ihrer  Gestalt  nach  sehr  verschiedene  Summen  haben 
kann)  jenachdem  eine  in  der  Reihe  vorkommende/  Vatiabele 
swischen  verschiedenen  Gränzen  liegt.  Denken  wir  uns,  um  den 
Beeriffen  ein  anschauliches  Substrat  zu  geben,  zunächst  eine 
'Benensammimng  von  der  Form 

•BSgeßihrt,  und  substituiren  wir  fiSr  z  die  Grosse 


I' 


»dche  iSr  kein  reelles  x  die  Einheit  überschreitet;  so  bildet 


^')=<Tf?) 
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offenbar  eine  neue  Funktion  von  Xt   die  sehr  verschtedeo  sein 
kann  and  etwa  f(x)  heissen  möge.    Wir  haben  dann 

Die  rechte  Seite  besitzt  nun  die  Etgenschaft«  sichniehtzu  ändern, 
wenn  man  —  an  die  Stelle  von  x  setzt,  denn  es  ist 

X 

\  .  ■      .  . . 

1 

sc  SU  iJU 


/ 

und  folglich  wird  jetzt 

Die  rechten  Seiten  von  (1)  und  (2)  sind  nun  identisch,  und 
daraus  scheint  zu  folgen,  dato  ^  auch  die  linken  Seiten  sein 
miissten ;    aber  das  ist  gar  nfcnf  tiSlhig ,  denn  im  Aligemeinen  kann 

pH^^lmiiOglidi  lait  jTCj:)  iMntieta&Ueo.    Weoa^  nun  btnm  h 


Q)  a;.<l.imr«.MJst  ia  (9  d«to  Mueiv^^  1^  auid  ftlgüdl  müssen 
WUT  jetzt  sagen :    in  der  Gleichung 

hat  die  Summe  y  zwei  verschiedene  Werthe,   nämlich 
,rar  a:<l  ist  y=/5(a:), 

a       •  •     •  •  I  • 

.  fiir  ia:>  I  dagegen  y^/^jj- 


1 1 1 .  \ 


Wir  wollen  diess  an  einem  Beispiele  erläutern ^  dem  man  belie- 
big «viele  andere  leioht  anreihen  kann. 

Entwickelt  man  VI— z'  nach  dem  Jjinomialtheorem»  s*  tot 

1— VT^ 

_1     .    1    ..    1.3  _,  .   1.3.S   ,  .  ^    ^^ 


2.4*  ^a.4.6*  ^2.4.6.8 


All8|.,l,|,.., 


r 


(  ?  i — ^X 
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falgt  aber  sehr  leicht 

2x 


1  +  ^' 
«■d  «omit  ergiebt  sich  auf  der  Stelle  '        » 

d.  h.  eioe  Gleichung  von  der  Form  ^1),  und  zwar  di^eniee,  wo 
((x)  die  einfachste  Gestalt  hat.     Jedoch  gilt  dieses  KesuTtat  nur 

fllrx^l;    denn  aus  No.  (3)  geht  hcrror,  dass   die   linke  Seite 

eine  Funktion  von  2  darstellt^  welche  beständig  wäditit»  wenn  man 
2  das  Intervall  0  bis  1  durchlaufen  lässt>  also  für  z=l  ihr  Maxi- 
mum erreicht  =1;    daraus  folgt  denn  sogleich 


i:=-^^IHl^<l,d.h.a:<l, 


wie  behauptet  wurde, 

Setzt  man  dagegen  in  der  Gleichung  (3) 


x' 


ee  findet  man  umgekehrt 


und  folglich 

■od  dicM  gilt  wie  vorhin  fiSr 

l-VT=?<j^  d.h.^<l  oder  xtX, 


li-iT 


a:  — 


Vergleichen  wir  nun  die  unter  (4)  und  f5)  gefundenen  Resultate, 
so  erglebt  sich^  dass  die  Summe  der  Reine 

usgedrflckt  wird  durch   . 

.      ■      .       »  <    i . 

'  •      I       ■ 

y^zx  von  .t=0  bis  ar  =  l, 
y=—  von  a:=:l  bis  j;=od. 


4» 

Dies«  Usst  sich  geomeirbch  sehr  g^  veniMclynlidMii,  wenn 
man  sich  m  No.  (6)  x  und  y  als  rechtwmkliche  Coordinaten  denkt 
Die  Linie,  dereo  Gleichuog  No.  (6)  ist,  besteht  dann  aus  zwei 
Theilen,  von  denen  der  erste  eine  ale  Abscissenachse  nnter  dem 
Winkel  45®  schneidende  und  durch  den  Anfangspunkt  gehende 
Crerade  (OB  in  Taf.  I.  Pig.  7.)   und  der  andere    ein  Stfick  Ton 

einer  gleichseitigen  Hyperbel  bildet,  deren  Achse  =rV2^  ist  und 
deren  Asymptoten  dieCoordinatenachsen  sind«  Die  vorher  angeführte 

Figur  glebt  hiervon  eme  Abbildung,  bei  der  OA=^B=i,  OB=  Vit 
Ist,  und  worin  OBS  den  positiven  Theil  der  fraglichen  Curve  dar- 
stellt. 

Es  knflpft  sich  hieran  eine  allgemeinere  Cotersuchung,  welche 
zeigen  soll,  auf  welche  Weise  man  jede  gewissen  Bedingangen 
nnterworfene  Funktion  /(jt)  in  eme  Reihe  von  der  Form 

verwandeln  kann.  Wir  müssen  zu  diesem  Zwecke  ao  die  soge- 
nannte Umkehrungsformel  von  Lagrauge  erinnern,  welche  Folgen- 
des sact.  Ist  y'  die  kleinste,  o.  h.  die  mit  z  gleichzeitig  rer- 
schwioaende  Wurzel  der  Gleichung 

y-wp(y)  =  0,  (7) 

worin  ^(y)  eine  stetige  ffir  yrr=0  weder  verschwindende  noch  un- 
endlich werdende  Funktion  von  y  bezeichnet,  so  lässt  sich  jede 
andere  Funktion  ^(y)  jener  kieiosten  Wurzel  in  die  Reihe 

*(y')  =  4)+^i*+^«»*+i^»x»+....  (8) 

▼erwandeln,  wobei  die  Coeffizieoten  mittelst  der  Formel 

^-1.2.3....n-  «§-1  <*> 

Air  v=0  nach  geschehener  Differenziation  bestimmt  werden.  Diese 
Reinenentwickelung  gilt  aber  nur  so  lauge,  als  der  Modulus  von 
z  kleiner  als  der  Modulus  des  kleinsten  z  ist,  welches  die  simul- 
tanen Gleichungen 

2  =  -^,  x=-4r\  (10) 

erfSIlt,  und  ausserdem  muss  ijßiy)  eine  Funktion  sein,  welche  ßr 
sich  in  eine  Reihei  von  der  Fovm  Oo-faiyfaay^-F—*  verwandel- 
bar sein  würde  *). 

Um  hiemach  unser  Problem  zu  losen,  setzen  nlr  In  (7)  ^(y) 
^Uy'  +  l);   die  Gleichung 


4 

*)  M.  ■•  mein  Handbuch  dor  Differential rcchnang  Cap.  IX. 
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kat  daan  die  z>Tei  Wurzeln 


'    1+4^1—2«  l-Vl-2« 

y= ^ ,  y= ; — ; 

TOB  deneu  die  zweite  mit  z  gleichzeitig  verschfiindet»   also  unser 
y  daretellt.    80  haben  wir  denn 


W)=^(} — r-0         \  (11) 

I 

nd  dabei  ist 

"*■  -  1 . 2....11  2«  •  dy!^  '  *^'  3f-«.     (12) 

Die  beiden  simultanen  Gleichungen  (10)  sind 

y  ^'l 

abo 

danus  folgt  y=J:l,  und  nach  dem  Vorigen  :=  jr|=:tl9    und 

U|{Bch  mass  der  Modulus  von  z  immer  kleiner  aü  die  Einheit 
leiD,  iras  man  der  Gleichung  (11)  schon  im  Voraus  ansehen  konnte. 
Setzt  man  in  ihr 

=x, 

wo  nun  wegen  z<l  auch  immer  or^l  ist,  so  folgt 

_    %r 
*— 1+    «' 

md  mithin 

Schreibt  man  f  für  ^  und  setzt 

*.='^'"^;L'r»". «.  ,=0=    (.3, 

M  ergiebt  sich  jetzt,  weil  Ao^=f(0)  sein  muss: 

Theil  X.  4 


L. 
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A-)=AO)+^Cr^)+i^,Cr+VO'+-j  (14) 

Hätte  man  dagegen 

Z  ~'  X 


gesetzt^  8o  wurde  man  zu  dem  Resultate 

a:>l 

gekommen  j^ein.    Es  ist  demnach  für 

;     ■■■• 

y:=f{x)  von  2r=0bi8  0^=1, 


(15) 


!l 


-<i) 


von  ar=l  bis  ar=:»; 


und  die  Curve,  deren  Gleichung  (16)  ist^  besteht  demnach  ivieder  j 
aus  zwei  Linien  von  verschiedener  Natur  *).  i 

Man  konnte  noch  fragen  ^  ob  sieh  nicht  ein  dritter  analytisdier    < 
Ausdruck   finden   liesse^    der  von   selbst  entweder   in  f{x)   oder 

/*(  —  J  übergeht >  jcnacbdem  x<^l  oder  >1  ist  und  4er  dann  gaMi 
iifei  Allgemeinen  den  Werth   von  y  darstellte  und  die  Untenchfli»  \ 
düng' von  o:  >  1  dberUiissig  machte.    Diess  lässt  sich  auf  folgeinida    \ 

Weise  erreichen.    Nach  einem  bekannten  Theoreme  ist  der  Werth 
des  Integrales 

'•^sina^cos/J^ 


/ 


Q  * 

IL  Vi  Q 


dir  aSj3  ,  a=j3  ,  a</?. 
Bilden  wir  nun  den  Ausdruck 


.     -,  ,  /**8i|i^eos^  j^  ,    VI  \  /^^slnjr^cos^  ,^ 


')  Beispiele  hierya  knqn  iiinn  ejeh  leleht  in  MengQ  verschaffen,  da 
es  ^iele  Funktionen  /X^x)  ^iebt,  für  welche  die  Bestimmung  von  Kn  kei- 
nen  Schwierigkeiten  antcrliegt,    z.  B.  /{x)=zx^  {ffi  gan«  ond  poeitiv). 
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worin  X  als  coDistaiit  für  die  Integration    nach  O  angesehen  wird^ 

TT 

SO  ist  für  l>ar  das  erste  Integral  =o*  ^^^  zweite  =0»    folglich 

TL 

femer  för  :r=:I  jedes  der  Integrale  =t>  mithin 

J^=f/a)+fAi)=|/Ki). 

und  für  ar>l   das  erste  Integral  =0>  das  zweite  =^>  ^Iso 

2 
Eis  stellt  daher  der  Ausdruck —JIC  in  jedem  Falle  den  Werth  von 

m  dar,  und  demnach  ist  fSr  die  nach  Formel  (13)  bestimmten 
Werthe  von  K 

=«u^*Uo  —^ — ^^^fy^jjo  — ^ — ^. 

■od  diess  gilt  f^r  alle  x  von  :r=0  bis  ar=  od.  Der  reelle  Gewinn 
bc»  dieser  Form  besteht  darin  ^  daSs  die  Distinictionen  hinsichtlich 
dies  X  wegfallen,  was  oft  die  Rechiinng  abkürzt.  Wollte  man 
z.  B.  den  Werth  des  Integrales 


S^n  yF{x)dx, 


wo  F  eine  lieliebige  Funktion  bezeichnet,  entwickeln,  so  würde 
man,  um  sich  der  Formeln  (16)  und  (17)  bedienen  zu  können, 
erst  schreiben  müssen 

S==J^\jFix)dx+J'J'  yF(x)dx, 

und  dann  im  ersten  Integrale  y=f(x)  und  im  zweiten  y=fl  —  ß 

setzen ;  unter  Anwendung  der  Formel  (18)  dagegen  ist  eine  solche 
Zerspaltung  von  S  nicht  nuthig,  indem  man  für  y  unmittelbar  die 
rechte  Seite  der  Gleichung  (18)  substituirt  und  damit  i$  in  ein 
Doppelintegral  verwandelt. 

Zum  Schlüsse  noch  ein  Stückchen  Polemik.  Die  vorigen  Un- 
temichangen  zeigen  nämlich  vollständig  die  Nichtigkeit  der 
sogenannten  syntaktischen  oder  allgemein  analytischen 

4* 
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Bedeutung  der  unendlichen  Reihen,  wie  sie  namentlich 
von  Ohm  und  seinen  Schillern  verfochten  wird.  C«äbe  man  z.  ß. 
einem  solchen  Herrn  die  Sunimining  der  Reihe 

*■" 2  •  l  +  .r«  +  2 . 4  V,l ^xO  '^ 2 .4  6 Li  +  .rV    *""  * 

auf,  so  wurde  er  sagen:  nichts  leichter  als  das,  wir  schreiben  die 
Reihe  in  der  Form 

und  wenden  das  Binomialtheoreni  auf  jede  der  einzelnen  Potenzen   «i 
von  .r^  an;    diess  gieht 

y  =  2-2.r(l— ar«  +  j:*- a?«  +  ....) 

+  ,T^  (2ar)3  (l  -  3a:« + 6a:^  — . ...) 

\ 

m 

und  zwar  ganz  allgemein  richtig  ßir  alle  x.     Denn  so  ii^ge  x    '. 
nicht  zu  emer  Zahl  spezialisirt  wird,  ist  ja  in  der  Gleichung 

(l+:r«)~«=:l-J:r«+^^^jii^ar*-....  (19) 

X  nur  „der  Trfiger  der  Operationen *'  *),  allgemein  analytisches 
Symbol  u.  s.  w.  Die  Zusammenziehung  derjenigen  Glieder,  die 
gleiche  Potenzen  von  x  enthalten,  giebt  nun  y^=^x  und  folglich 
ist  ganz  allgemein 

1        2a:-  \     r    2x   '\^  -^ 

^=2T+^+2:4Lr+^J  +  ••        (^*> 

Die  Unrichtigkeit  hiervon  zeigt  sich  aber  sogleich,  wenn  man 

1  ^1 

—  ßr  o:  setzt,  denn  man  erhält  x  =  —,  und  das  ist  syntaktisch  an- 

X  X 

geheuer  falsch  und  nur  fflr  x=\  richtig,  so  dass  also  am  Ende 
gar  keine  Reihensummining,  sondern  nur  a?  =  l  herauskommt. 


*)  Mir  fälle  bei  diciem  Oh  mischen  Stichworte  allemal  das  früher 
an  deutschen  Ildfen  cxivtirende  Institut  der  Prugeljnng^n  ein,  auch  er- 
innert es  mich  an  jene  chinesischen  Proletarier,  die  davon  leben,  dant 
sie  die  Anderen  xi^erkannten  Bambnshiebe  sich  aufkahlen   lassen. 
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Anderen,  die  eine  GleichMng  zwischen  Funktion  und 
Reihe  mir  dann  gelten  lassen ,  wenn  iebstere  convergirt,  würden 
Mm  so  verfahren.  Die  Formel  (19)  setzt  voraus,  dass  a:<l  sei, 
weil  sonst  die  Reihe  divergirt  und  mit  (1  -f  a:^)-^  dann  nicht  mehr 
idenUsch  ist.  Wir  fuhren  also  die  ganze  vorige  Rechnung  nur 
■it  der  Bedingung  jr  <  i  und  behaupten  daher  auch  das  Enclresul- 
tat  9=^  oder  cfie  Gleichung  (20)  nur  fiir  .r<l.  Ist  dagegen 
f  >!•  so  schreiben  wir 


1^ 

X 


1+ 


Q' 


fOr 


X 


i+x 


2' 


•etieD  — =§,  wo  nun  $<1  ist»  und  nehmen  die  ganze  Rechnung 
jetzt  mit  der  Gleichung 

?/-2    1^.^  +  2. 4V,1  +  |*>'  ^" 
h  Bexog  auf  |  so  vor,  <vie  vorbin  in  Bezug  auf  x.    Es  findet  sich 
dnn  y=i,  d.  h.  v=— ,  und  so  gelangen  wir  genau  zu  demselben 

Esdresoitate  wie  frfiher.  —  Die  Anzahl  solcher  Beispiele  lässt 
och  übrigens  leicht  vermehren,  und  sie  zeigen  immer  wieder,  dass 
divergente  Reihen  den  Funktionen«  aus  denen  sie  entwickelt  wur- 
den,  nieht  gleich  zu  setzen  sind.  Um  aber -solche  Beispiele  zu 
ketBeo,  muss  man  sich  im  Gebiete  des  Calciils  etwas  umgesehen 
Mid  sich  namentlich  mit  diskontinuirlichen  Funktionen  beschäftigt 
jbhen.  Wer  weiter  nichts  will,  als  Funktionen  wie«*',  sin o: etc., 
ii  Reihen  verwandeln,  langt  freilich  mit  jeder  noch  so  miserabe* 
hl,  ja  sogar  mit  gar  keiner  Ansicht  aus;  geht  man  .iber  ein  paar 
Sdüntte  weiter,  so  lernt  man  bald  das  Genihrlichc  solcher  .ingeb- 
U  «nsemeinen  Theorien  kennen ;  versteigt  man  sich  endlich  in 
CcflendeD,  wo  es  nur  einen  einzigen  Weg,  den  man  sich  erst 
«mt  brechen  muss,  und  also  auch  keine  Controlle  (;iebt«  so 
Ult  man  die  Nothwendigkeit  solcher  Methoden,  welche  die  Garan- 
fc  der  Sicherheit  in  sich  selbst  tragen.  Dicss  ist  auch  ganz  ein- 
bdi  der  Grund,  warum  alle  die  Männer,  welche  in  neuerer  Zeit 
iit  Wissenschaft  materiell  erweitert  haben,  sich  zu  den  haupt- 
ilcUich  von  Cauchy  und  Lejeune  Diriclilet  vertretenen  An- 
richten bekennen. 
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Veber  die  cylindrischen  KanalflIlclieiL 


I 


YoD  dem    .  i 

Herrn  Doctor  J.  Di  enger,  j 

Lehrer  der  Mathematik  und  Physik  an  der  höheren  Bnrgerschale  sa        ] 

Sinsheim  bei  Heidelberg.  i 

■] 

Wenn  eine  geschlossene  Fläche  oder  Korper  sich  so  bciregt,  I 

dass  einer  ihrer  Punkte  auf  einer  bestimmten  Kurve  sich  bewegt^  ] 

80  ist  die  umhüllende  Fläche  aller  der  successiven  Lagen,  welcn^  ; 

die  bewegliche  FIdche  einnimmt,    eine  Ka  pal  fläche.      FOr  d«a  ] 

Fall,  dass  die  bewegliche  Fläche  eine  Kugerfläche  Ton  koBstanton  | 

Halbmesser  ist,  deren  Mittelpunkt  auf  einer  gegebenen  Kurve  sich  ; 

bewegt,   nennen  wir  die  entsichende  K.inalflitche  eine  cvfindrische.  : 

^\1r  stellen  uns  nun  im  Folgenden  die  Aufgabe,  den  Ffächen-  und  ! 
den  Rauminhalt  dieser  letztern  Gattung  zu  bestimmen. 

I. 

Eine  Kugel  vom  Halbmesser  r' bewegt  sich  so,  dass  ihr  Mit- 
telpunkt auf  einem  Kreise  bleibt ,  dessen  Gleibhung  ist 

welches  ist  die  Gleichung  der  beschriebenen  Kanalfläche? 

Bezeichnet  a  die  Abscisse  eines  bestimmten  Punktes  des  fes*    i 

ten  Kreises,  so  ist  das  dazu  gehörige  y=^Ar^ ^  —  o^  und  die 
Gleichung  der  Kugclfläche,  wenn  ihr  jlitcelpunkt  in  diesem  Paukte 
sich  befindet,  ist " 


Differenzirt  man  diese  Gleichung  nach  a,    so  ergiebt  sich: 


a 


oder  \ 

±ay=xVW^^.  (2)  j 

Eliminirt  man  nun  a  zwischen  der  Gleichung  (1)  und  (i)^    so  er- 
giebt sich  als  Gleichung  der  verlangten  Kanalfläche: 
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(a;2  +  3^H  i*  +  Ä«-ra)«=4Ä*(a:«  +  y^.  (3) 

Vrle  aian  leicht  findet»  ifird  diese  Flache  von  einer  Ebene, 
die  dnrch  den  Anfangspunkt  der  Coordiiiaten  geht  und  auf  der 
Ebene  der  xy  senicrecht  «teht,  in  einem  Kreise  geschnitten,  des- 
MB  Halbmesser  r  ist,  was  klar  ist,  da  offenbar  die  vorliegende, 
durch  die  Gleichung  (3)  ausgedrückte  Fläche  auch  entsteht,  wenn 
en  Kreis  vom  Halbmesser  r,  dessen  Ebene  senkrecht  steht  anf 
der  Ebene  des  festofi  Kreises,  sich  so  bewegt  j  dass  sein  Mittel- 
pndct  den  Umfang  des  festen  Kreises  durchläuft ,  oder  dass  er 
■cfa  um  die  Axe  der  z  dreht  in  der  Entfernung  R. 

Sachen  wir  nun  den  Flächeninhalt  der  betrachteten  Kanal- 
kche  zu  bestimmen. 

Sei  in  Taf.  I.  Fig.  8.  CD  ein  Viertelskreis,  dessen  Mittel- 
fnki  G  und  dessen  Halbmesser  DG=r  ist:  ferner  sei  AO  senk* 
ncht  anf  GA  und  AG=^R;  EF  ein  Element  des  Kreises,  des- 
•m  Gleichung 


a^-Ji 


y*  +  ar*  =  r 

soll.  Dieser  Viertelskreis  drehe  sich  um  AOy  so  beschreibt 
hm  Element  EF,  das  man  alfl  geradlinig  betrachten  kann,  eine 
EtgelUcbe,  deren  Inhalt 

=  « .  EF.  (MF'\^  NE)  =  n .  V(r/ar)«+(rfy)«.  {Jl—x\R-x\dx) 

^    I  =  %_  'iS  demnach  ist  die  Fläche,    welche 
dvdi  den  Viertelskreis  CD  beschrieben  wird: 


'S: 


Vr«-ar« 


WIre  der  Viertelskreis  nach  Aussen,  statt  nach  Innen  gewendet, 
fknde  sich  fiir  die  beschriebene  Fläche: 

t/o    V r«- x« 

Die  betrmchtete.  KAnalfläche  ist  aber  offenbar  gleich  der  doppelten 
dieser  zwei  Flächen,  d.  h.  gleich 

iRrn^, 


legt   man   also   diesen  Cyl 
■aUiche  bildet,   so  dehnt  sich  seine  eine  Seite  um  eben  so 
1  aus,  aLs  die  andere  zusammengedruckt  whrd. 

/ 
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Den  Rauminhalt  erhftit  man  auf  ähnliche  Weise.  Der  von  NEFM 
eweugte  Körper  hat  einen  diirchj.iV».(ilfF*  +  ilfF.ÄE  + JWS«). 
ausgednfckten    Inhalt.      Dieser    ist    nun    gleich    ndy  (R  —  x)* 

= A^  ;  somit  hat  der  von  ODCÄ  erzeugte  Korper  den 

Inhalt: 


2r»» 


Iift  der  Viertelskreis  nach  Aussen  gesendet«  so  erhalt  man  für  deo 
entsprechenden  erzeugten  Raum: 

Der  Rauminhalt  des  cylindrischen  Kanals  ist  aber  gleich  dem 
doppelten  Unterschiede  dieser  beiden  Körper ,  also  gleich 

2;8«Är«, 

d.  h.  gleich  dem  Kubikinhalte   des  vorhin  erwähnten  senkrechten 
Cylinders. 

U. 

Die  vorstehenden  Resultate  können  nun  leicht  verallgemeinert 
werden.    Sei 

die  Gleichung  einer    ebenen  Kurve ,    auf  der  sich  der  Mittelpunkt 
der  beweglichen  Kugel  bewegt,  so  ist  die  Gleichung  dieser  letztem' 

(a:_a)«+(y-/-(«))«+j«=r«, 
und  wenn  man  a  zwischen  dieser  Gleichung  und 

eliminirt,  so  erhält  man  die  Gleichung  der  gesuchten  cylindrischen 
Kanalfläcbe. 

Diese  ist  offenbar  die  nämliche,  als  die  Fläche,  welche  ein 
Kreis  vom  Halbmesser  r  beschreiben  wCirde,  dessen  Mittelpunkt 
auf  der  gegebenen  Kurve  sich  bewegt  und  dessen  Ebene  senkredit 
steht  auf  der  Ebene  der  Kurve. 

Um  die  Oberfläche  dieser  Kanalfläche  zu  bestimmen,  verfah- 
ren wir  auf  folgende  Art. 

Denken  wir  uns  im  Anfangspunkte  der  Goordinaten  die  Axe 
der  :  errichtet,  so  kann  man  sich  vorstellen,  der  bewegliche 
Kreis  drehe  sich  um  diese  Axe.  Betrachten  wir  (vorhergehende 
Figur)  den  Punkt  F,  so  bleibt  för  ihn  MF  nicht  konstant,  wie  In 
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L»  soodeni  es  Sndert  sich ,  je  nach  der  Grestalt  der  festen  Kurve ; 
Jsdoch  kann  man  fär  einen  unendlich  kleinen  Winkel  d^,  um  den 
dA  der  Kreis  dreht,  MF  als  konstant  annehmen ,  wie  auch  die 
Butfenmog  aller  Punkte  des  bewefflichen  Kreises  von  der  Axe 
AO.   Die  durch  solche  Drehung  beschriebene  Oberfläche  ist  nach  I. : 

woiD  p  die  veränderliche  Län^e  von  AG  bedeutet.  Da  p  fiir  die 
«endlich  kleine  Drehung  d^  konstant  bleibt,  so  ist  Qd^p::zzdsf 
wen  dg  das  Element  der  festen  Kurve  bezeichnet.  Bewegt  sich 
abe  der  Mittelpunkt  der  beweglichen  Kugel  durch!  die  Länge  's 
der  festen  Kurve,  so  ist  der  Inhalt  der  dadurch  erzeugten  Kanal- 
Ikhe: 


X 


irnds=i^2rn,s. 


L  b.  gleich  der  Oberfläche  eines  senkrechten  Cylinders  von  glei- 
cher Weite,  dessen  Hohe  gleich  der  Länge  der  Mittellinie  ist 

Ganz  eben  so  findet  man,    dass  der  Kubikinhalt  des  Kanals 
ffidtk  ist  dem  Kubikinhalte  des  eben  erwähnten  Cyluiders. 

Sei  z.  B.  die  Ellipse,  deren  Gleichung 

lit  die  leitende,  feste  Kurve  (Mittellinie),  so  ist,  wenn  man  die  ganze 
KanaUäche  betrachtet,  die  Länge  der  Mittellinie: 


/=4ay  2V:j^€2cosV^> 


J-- ^   welches  Integral  man  durch  die  elliptischen 

Fhoktionen,  oder  durch  die  sehr  convergirende  Reihe 

/=2«41  -(iO«-l CoO -<1^6^0"-J 

mdrficken  kann.    Der  Flächen-  und  Rauminhalt  der  Kanalfläobc 
tbd  nun: 

2rnl  und  r^nL 
Aaf  ähnliche  Weise  verföhrt  man  in  andern  Fallen. 


III. 

Endlieii  sei  die  leitende  Kurve  eine  krumme  Linie  doppelter 
tauBoi^,  deren  Gleichungen  sind: 
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«o  erhält  man  die  Gleichung  der  entsteheoden  KanalflSche,  wtna 
iiiaui  a  elinuuirt  zwischen 

und 

d^-o+(y-A«))r(a)  +  (=-^(«))/^(a)=0. 

Ist  ds  das  Element  der  leitenden  Kune,  so  kann  man  dieses 
afe  eben  betrachten,  woraus  nach  II.  folgt,  dass  die  Elemente  der 
Oberfläche  und  des  Ranminhaltes  resp.  sind: 

2rTcds  und  r^itds, 

woraus  durch  Integration  leicht  folgt,  dass  sowohl  OberflSche,  als 
Uauminhalt  bezflglich  gleich  sind  Umfläche  und  Kubikinhalt  eines 
senkrechten  Cylinders  von  gleicher  Weite»  dessen  Hohe  gleich 
der  Lfinge  der  leitenden  Kurve. 

Die  oben  hergeleiteten  Formeln  hätten  sich  auch  ans  dem 
Ciiuldinschen  Theoreme  entviickeln  lassen;  da  jedoch  die  Kanal- 
flächen häufiff  vorhanden  sind,  so  ist  es  nicht  vergebene  Mfibe, 
die  betreffenden  Aufgaben  ohne  Anwendung  dieses  xheorenis  zu 
lösen,  zumal  die  vorliegende  Entwickelung  sich  leaeht  ganz  elemen- 
tar darstellen  lässt. 


eber  eine  Klasse  g^eo  metrisch  er  SäCze, 
leren  Beweii^e  auf  keinen  Cirössenbe- 
i1imniun»;en  bentlien,  nebst  einer  cie- 
nentaren  Konstruktion  des  M  ittel- 
punktcs  des  einfachen  Hyperboloids. 

Herrn  Fr.  Seydowhz, 

Uberlchrar  ftiii  GjmiiMiiiiiii  tu  Heiligenaladt. 


INe  «iw  ilei»  Herrn  UcrauM^elier  in  dieeeni  Theil«  iles  Archiv« 
•S.  Ji'J. /.ur  ''\  ritlictinpheii    AiilliisUng    rorgelegte   Aufsube*)  i>cli<lrl 
.  I  licile  ilertit-ixneltie.  dessen  >Sülze  nicht  atis  Cirussen- 
~<>nilern  eiuzi^  und  allein  aua  der  Oeßnitinn  der  ge- 
i'l    der  Ebene  Hiei'seH,    und  welcher  dieses  seines 
l1ji:ii  Charakters  wegen  und  besonders  desehalb,  weil 
iwueitien  Figuren  und  Figureoheziehungen ,  tvelche  Gegen- 
l(uantitaliven  lletrachtunj;  ivcrden  Bollen ,  dieser  letzteren 
und  bereits  vorhandene  aberliefert,    den   Anfani!;  des  pe- 
8yi>l(>ine8  der  Geometrie  bilden  sollte.    Wenn  ii'Ii  nämlich 
sehr  irre,    so   besH'hf   die  letzlere  aus    drei   wesentlich   von 
ider  Hewdiiedene»  und  zu^l^ch  einander  voraussetzenden  Ilaiipl- 
£0,  in  denen  sieh  der  wisscnschnfllichc  Gedanke  auf  ähnliche 
wie  «loM  i<ich  entH'ickelnde  Beivusstsein  überhaupt,   durch 
'~~    der  AnftHmnung    und  der   Reflexion  hinditrch  zum  be- 
Wbuen  hin  beueitt.     Der  erst«  dieser  Thelle   —  die 
der  reinen   Lnge  —  ist  der  so  eben  angedeutete; 
—    die  Geometrie  der  Gestalt  und  Grösse  —  hui 
ifrrten  Gebilde  hinsichtlich  ihrer  Linien-,  Winkel-,  Flüchen- 
irlleheu  Grrmse   xu  vergleichen  und  insbesondere  durch 
lg  ihrxT  metrischen   Beziehungen,    von  den  besonderen 
Ifpenieluereu  mifstelgcud.  die  allgentelnen  metrischen  Ge- 


*}    Pic    Rriurhl«    ßpriiit« 


I   diu    DnrdiiohniltiUnia    dvritiiigen    »wRi 
"      '  "      ""  ilni  liüiilvn  m'geliHnim  Curnikii 


ii  doi»j<nifffn  funblf  der  eiiMn  ((«gcliüiwii  Gprailiiit.  in 
1,1're  *Mi  der  Vctbioduuitifbono  de*  gegcbouan  funhtv« 
),-vgab«HM  Gefaden  geaclinittru  wlfd. 
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setze  zu  erforschen,  welche  dann  dem  dritten  Theile  —  der  Geo- 
metrie der  Grosse  und  Ls^ge  -^  als  iVmcipien  dienen,  um  die 
Gesamnitheit  der  geometrischen  Wahrheiten  als  wohlgegliederten 
Organismus  darzustellen.  —  Von  diesen  dreien  ist  der  erste  Theil 
der  his  jetzt  noch  iini  wenigsten  ausgebildete ,  so  dass  es  scheinen 
kann,  als  oh  derselbe  ausser  einigen  weniiren,  in  den  Lehrbüchern 
zerstreut  liegenden  Sätzchen  welter  nichts  als  eine  Reihe  von 
Definitionen  enthalte.  Gewiss  aber  würde  derselbe  einen  grosseren 
Inhalt  und  grössere  Selbstständigkeit  gewonnen  haben,  wenn  man 
die  in  den  lihri^en  Theilen  durch  die  Natur  der  Sache  gebotene 
Maxime,  die  Erscheinungen  des  vollen  Uaumes  auA  denen  der 
Ebene,  und  nicht  umgekehrt,  abzuleiten,  nicht  auch  auf  jenen  über- 
tragen hfitte.  Denn  hier  gerade  zeigt  es  sich,  dass  man  ]daniriie- 
t^ische  Sätze,  welche  bisher  mittels  vieler  Proportionen  hergeleitet 
wurden,  durch  eine  einfache  stereonietrische  Betrachtiing  erhält 
und  so  gewissermassen  Friiclite  mit  blosser  Hand  erfasst,  au  denen 
man  nicht  ohne  Leiter  und  Brechhaken  zu  gelangen  glaubte.  Das 
Folgende  mag  als  Beweis  dieser  Behauptung  dienen. 


L 

Wenn  drei  Gerade  A,By  C  im  liaume  paarweise  drei  Punkte 
(endlich  oder  unendlich  entfernt)  gemein  hauen,  und  eine  vierte 
Gerade  D  hat  mit  zweien  derselben,  z.  B.  mit  A  und  B^  zwei 
neue  Puukte  gemein,  so  hat  dieselbe  auch  mit  der  dritten,  C, 
einen  Punkt  gemein. 

Beweis.  Denn  hätte  D  mit  C  keinen  Punkt  gemein,  8o 
würde  man,  wegen  der  völligen  Einerleiheit  der  rechten  und  der 
linken  Seite  der  Figur,  mit  demselben  Rechte  behaupten  krmnen, 
dass  die  Gerade  D  links,  als  dass  sie  rechts  von  der  Geraden  C 
ahwichc. 

2. 

Denkt  man  sich  einen  Punkt  S  mit  sämmtlichen  Punkten  einer 
Geraden  A  im  Räume  durch  gerade  Linien  a,  6,  r,  r/...  verbun- 
den, so  bilden  die  letzteren  eine  Fläche  C^;  ist  nun  iV  irgend  eine 
neue  Gerade,  welche  mit  @  zwei  Punkte  a,  B  gemein  hat,  so 
gehen  von  iS  nach  diesen  letzteren  zwei  jener  Linien,  a,  6,  c,  ^...^ 
z.  B.  a  und  b;  da  nun  Ay  a,  h  paarweise  drei  Punkte,  also  auch 
A^  mit  A  einen  Punkt  gemein  hat,  und  da,  wenn  k  irgend  eine 
andere  der  Linien  a,  h,  e,  d...  ist,  die  geraden  Ay  a,  k  paar- 
weise drei  Punkte,  die  N  aber  mit  A  unil  a  zwei  Punkte,  also 
auch  N  mit  k  einen  Punkt  gemein  hat,  so  hat  iV  mit  sämmtlichen 
Linien  a.  ^,  r,  d,.,  einen  Punkt  gemein  und  liegt  demnach  ganx 
in  der  Fläche  (^.  Eine  solche  Fläche,  in  welcher  alle 
Punkte  einer  Geraden  liegen,  sobald  dieselbe  irgend 
zwei  Punkte  der  ersteren  verbindet,  heisst  eine  Ebene. 

Aus  1.  und  2.  wird  nun  bewiesen,  dass  zwei  Gerade  in  der 
Ebene  —  eine  Gerade  und  eine  Ebene  im  Räume  —  endlich  zwei 
Ebenen  im  Räume ,  allemal  bezüglich  einen  Punkt  oder  eine  Gerade 
(endlich  oder  unendlich  entfernt)  gemein  haben. 
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Dm  beliebige  Ebenen  im  Räume  haben  entweder  nur  einen 
Ponkt  oder  eine  gerade  Linie  (endlich  oder  unendlich  entfernt) 
gemein. 

Beweis.  Denn  hat  die  Ebene  B  \\\\t  A  die  Gerade  AB,  und 
wX  der  Ebene  C  die  Gerade  CB  gemein,  »o  haben  die  in  B  lie- 
gtndeD  Geraden  AB  und  CB  einen  Punkt  s  gemein  oder  fallen 
mammen;  im  ersten  Falle  haben  alle  drei  Ebenen  den  Punkt  i, 
kl  nreiten  eine  gerade  Linie  gemein. 

4. 

Gehen  in  Taf.  II.  Fig.  1.  drei  beliebige  Gerade  im  Räume  durch 
iberiei  Punkt  S,  und  werden  auf  jeder  zwei  Punkte  a,  a;  //,/?: 
Ci  7  beliebig  angenommen^  so  lassen  sich  diese  letzteren  paarweise 
dirth  zwOllT  neue  Gerade  ab,  aß,  aß,  ab;  bc,  ßy,  by,  ßc;  ca,  ya, 
c«,  70,  und  drei  zu  drei^  ausser  Sab,  Sbc^  Sca,  diircti  acht  neue 
Ebenen  abc,  aßy,  aby,  aßc,  abc,  aßy,  aßc,  aby  yerbinden.  Ist 
m  der  Reihe  nach 

ai bc  und  ßy, 

«1  • 

der  Punkt  J  ^  ^^^  Durchschnitt  der  Ge- 

ßi  raden       .... 

ci 

n 

*•  Begen  der  Reihe  nach  die  drei  Punkte 

«1,  A|,  ^i abc  und  aßy, 

^»ßif  fi abc    „    aßy, 

\  im  Durchschnitte  der  Ebenen 

I      4f^>ri fl/^c  >,  «&y> 

»i»ßi»Ci aby    „    aßc; 

ilio  in  vier  neuen  Geraden ,  und  da  diese  paarweise  sechs  Punkte 
fMein  haben,  so  liegen  dieselben  in  einer  und  derselben  neuen 
beneiir. 

5. 

Sind  nun  abc  und  aßy  irgend  zwei  Ebenen  im  Räume,  welche 
rti  den  Strahlen  eines  räumlichen  StrahlbGschels  S  bezüglich  in 
Jen  Punhten  a,  a;  b,  ß;  c,  y;  d,  d...  geschnitten  werden,  und 
Mtzt  man  in  der  vorhergebenden  Betrachtung  <f ,  d  an  die   Stelle 

,  ^m  €f  y,  80  erhält  man  eine  Ebene  IH,  welche  gleich  der  vorigen 
im  Dorchschnitt  der  Ebenen  abc   und  aßy  und  ausserdem  auch 

l  im  Dorchschnitt  der  (Geraden  aß  und  ab  enthält;  beide  Ebenen 
IT  Uleo  also  zusammen.    Hieraus  folgt : 

.    Werden  zwei  Ebenen  von  den  Strahlen  eines  räuni- 
Hcken  Strahlbiischels  bezüglich  in  den  Punktenpaaren 


by 

99 

ßc. 

ca 

J» 

y«» 

ctt 

99 

y«* 

ab 

^9 

^ß' 

aß 

» 

ab; 
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a,  by  c,  rf...  und  a,  ß,  y,  ä...  geschnitten,  und  je  zwei 
dieser  Punktenpaare»  wie  a  und  ßy  b  und  a,  wechsels- 
weise  durch  zwei  Gerade  verbunden,  so  liegen  die 
Dnrchschnittspunkte  je  zweier  solcher  Geraden  alle  in 
einundderselben  Ebene,  welche  auch  die  Durchschnitts« 
linie  jener  beiden  ersten  Ebenen  enthält 

6. 

Aufgabe.    Wenn  zwei  Ebenen  abc  und  aBy^  deren  Durch- 
schnittslinie  ausser  dem  Bereich  der  Zeichnung  liegt,  beliebifc  ge-  ' 
geben  sind,  durch  einen  beliebig  gegebenen  Punkt  Vj  eine  Ebene 
zu  legen,  welche,   gehurig  verlängert,  nach  jener  Durchschnitts- 
linie  gehen  würde. 

Auflösung.  Man  leg;e  durch  den  Punkt  yi  zwei.  Gerade  mß 
und  ab,  welche  die  geg.  Ebeuen  bezüglich  in  den  Punkten  a,  ß 
und  u,  b  schneiden;  ziehe  sodann  die  Geraden  ab  iipd  uß^  und 
aus  dem  Durchschnitte  S  der  letzteren  eine  dritte  cy,  welche  die 
beiden  Ebenen  in  c  und  y  schneidet.  Jetzt  ziehe  man  noch  aj 
und  ac,  die  sich  in  ß^,  und  by  und  ßd  die  sich  in  Uy  schneiden; 
so  hat  die  durch  die  drei  Punkte  a^,  ßn  y^  gehende  Ebene  die 
verlangte  Eigenschaft. 

7. 

Es  seien  in  Taf.  II.  Fig.  2.  abc  und  Oi  bi  Cx  zwei  in  einerlei 
Ebene  liegende  Dreiecke ,  deren  Ecken  paarweise  auf  drei  Strahlen 
aai,  bb^,  cci  eines  Punktes  s  liegen;  durch  den  Punkt  i  werde 
eine  beliebige  Gerade  Ss  in  den  Kaum  gezogen,  und  zwei  belie- 
bige Punkte  S,  Si  der  letzteren,  jener  mit  den  Ecken  des  Drei- 
ecKS  abc  durch  die  Geraden  Sa,  Sb ,  Sc,  dieser  mit  denen  von 
Ol  bi  C|  durch  Si  a^,  si  bt,  Si  Cj  verbunden.  Diess  vorausgesetzt, 
so  schneiden  sich  Sa  und  Sitti  in  einem'  Punkte  a;  Sb  und  jr.£^ 
in  ^;  Sc  und  SiCi  in  v;  ferner  schneiden  sich  die  drei  Geraden 
ab,  Oibi,  aß  in  einerlei  Punkte  /i  der  DurchäschiiittsRnie  der 
Ebenen   abc  und  aßy;  die   drei   Geraden  bc,  bjCi,  ßy  in  einerlei 


a|6|  in  einerlei  gerader  Linie. 

Gehen  in  einer  Ebene  die  drei  Geraden,  welche  di^ 
Ecken  zweier  Dreiecke  paarweise  verbinden,  durch 
einerlei  Punkt,  so  liegen  die  drei  Durehschnittspunkte 
der  entsprechenden  Seitenpaare  in  einerlei  gerader 
Linie. 

& 

In  einer  Ebene  (Taf.  II.  Fig.  3.)  werden  zwei  beliebige  Gerade 
A,  Ax  vött  drei  Strahlen  eines  Sh^ahlbüschels  s  bezüglich  in  den 
Punktenpaaren  a,  b,  c  und  a^,  6|,  c^  geschnitten;  zieht  mau  noch 
die  Geraden  ab^  und  bai,  die  sich  in  y\  cbi  und  bci,  die  sich  in 
«schneiden,  so  liegen  die  Ecken  a,  6i,  c  und  a^,  b,  C|  der  Drei- 
ecke abiC  und  aibci  auf  drei  in  s  convergirenden  Geraden;  also 
liegen  die  Punkte  a,  y,  ß,  m  denen  sich  die  entsprechenden  Seiten- 
paare  schneiden .  in  emer  geraden  Linie.    Hieraus  folgt : 


Wertl«n  zwttl  tiorad»  «iner  Ivbt-n«  van  ilen  Sirnfileri 
tls*ft  StrnhlbaschalM  In  <i«n  1*0  iikl*ii  paarten  a.  6,  c,  rf... 
ind  «, ,  Ai  ,  i'i ,  rf, ...  (toachiiitteii,  nn<l  J«  BWß)  diesei  fnarc 
ki^chsplNWfisv  durch  xwei  ii«ii«  <:«rnile,  ».  B.  ab,  und 
•^t.  if^rbuniii-n.  «oliugen  dit;  l>urch>«rhiiittMpiiiiLtt!  nlUr 
dieser  npueii  Üeradcn  In  eitier  niiO  rlerHelbttn  g<>radvri 
Lili«.  wi^lrhr!  aarh  den  Dnrrlmfliiiitl  der  1>(i1il«ii  ersten 
fiet»4(>u  eotliAlL 

HlFr<)iM   eri{obea   sicli   nuu    äbnJiche   Aurgnl>«iii  wie  aus  11., 
ir^txrU  -   iior.'l,   fini-ii  gegcl>«iieii  TuiiLl  eiimt  t^liene  in  detsvltien 
'  r  /.ieb€u,  wolchü  nach  dum  (uuaser  dem  Berekh  der 

rillen)  ÜucrbschnitU  xnviut  at^v^iviivti  tier;id«n^ebe; 
'  <  -esebenen  Purailflen  dunlt  cidku  gugulienen  Punkt 
■■•■  iifiie  PflrBlIeli:  r.ti  xithni;  fudlirh  :  l>u[i:b  üiiion 
■  t  ili?8  Raumes  t-iiic  <;eradu  ku  ziehen,  wel'he  Diuli 
I  lU-m  Bereich  df>r  Zeichnung  [iegi.'nHcn)  l>Rrc)is(?hnilt<! 
1  l-iLTadeu  und  einer  ^eii;eb(;nen  l^beiie  gerichtet  sct- 

y. 

Uuri-h  Aeu  in  7,  entivicWle»  Safcc.    ivekher  gidi  nuf  di^  bt~ 

ml«-  Weise    fi'it    t'ijiiircn    viin  mehr    »Seiten  erweitern  ISsfil,    iat 

m  die  imtcr  dt-iu  >iHtueii   der    Cull incutiim  bekuniite    iteKicbnnit 

Ffgomi.  uftd    durvh   diu   Annahm«  eines  unendli<;h  entrernltm 

1    und  de«  l'arallelianiUH   der  Seitnn  sind  xu^teieb  die  h<^ 

^Fllle  der  AtHmdlt,   Aebnlivlikeit,  Uleirhhcit,  .Synimelri« 

IS  R«««txl.     Sache  des    xwelten  Tbniles  ist  es  iinn, 

1  Hediu};tingcn  dieser  Beizlehuncen  xit  erfofsclien  und 

jSCre  nachzuweisen ,   inividern   zwei  belielirg  gegebene  Fi- 

i  eine  dieser  Beslefaungen  treten  können. 


10. 

£•  wrieii  im  Hnuuu!  dfni  einander  nicht  schneidende  Gerade 
^11  ^  Rf-'Keben.  und  durch  eiue  der^icUten,  z.  B.  dun-h  At, 
nu  \t»i>^  Fibüncn  a.  ß,  y,  h..,  gelegt,  Helchu  die  beiden  tui- 
0  ueriden  .1,  .-li  bezfi^lich  iti  den  Pnnkteii|vinren  a,  ti,t,  b... 
*  l|.  fe, ,  [, ,  b, ...  fi'hneideii ;  eu  ii^erden  die  ^'l■^bindunß$)lnteD 
l|.i,  r.  t/..-  dieser  Piiiikten|iaarc,  iveil  in  den  Ebenen  u, /j.  y,  d... 
räd,  Buvb  die  (iKrade  A.^  in  (endlich  oder  »nendlich  entlornlen) 
ikicn  Oj,  (<2.  <«■  >2.><  treffen  mästien.  Die  liesainrntheit  der 
«deu  a.fi.f.n...,  dv reu  jede  alsu  die  drei  (leruden  A,  /t,,  A^ 
cheüdet.  bildet  eine  sielig  Kusammenhänicende  Flliche,  welche 
^liidacblef  udet  einlaches  Hy  |ierb  olnid  (t^urface  gauche, 
iHHoide  k  unc  Da)>]ie)  genannt  ivird.  Dieselbe  >vird  »ui^h  da- 
_  efseuitt.  daiw  man  ^.'inimlliiJie  Punkte  tu,  Iv.  (31  bn--*  der 
l.tJmcfen  .!<  mit  den  beiden  amlen-Ti,  A  nml  .-I, .  dnrcb  Eb.-tien- 
i  p,;  j3,  ßx.  y,  y,;  6.  ö,...  lerhindet  j  die  Uurchncbnitts- 
er  Ebenen pojire  sind  mit  dun  vurizcn  a,  b,  c,  '/.--  Iden- 
I  nSeubar  ISnat  ateh  durch  jeden  Punkt  einer  der  Geraden 
[«taiDiir  nur  <üne  einzige  Gerade  ziehen,  welche  allen 
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Afimerkuoff.  Das  einfaciie  Hyperboloid  (und  sein  besonderer 
FalU  das  •  hyperbolische  Paraboioid)  ist  eine  Zwittergestalt  von 
Ebene  und  durchaus  knimmlinichter  Fläche»  und  ein  eben  so  wich- 
tiges Hülfsmittei  zur  Entwicklung  geometrischer  Eigenschaften ,  als 
die  Ebene.  Seine  Stellung  im  ersten  T heile  der  deometrie  wiirde 
es  vollkommen  verdienen,  wenn,  was  ich  nicht  (lir  unmöglich  haHe, 
ohne  Hülfe  metrischer  Beziehungen  sich  beweissen  Hesse,  daaa 
eine  jede  Gerade,  welche  dreien  der  Geraden  a,  b,  c,  d..,  be« 
gegnet,  sSmmtlichcn  begegnen  müsse,  und  demnach  das  einfache 
Hyperboloid  aus  zwei  Scfaaaren  unendlich  vieler,  einander  nicht 
sciineidender  Geraden  bestehe,  welche  sich  gegenseitig  durchsetzen. 
-Mittels  projektivischer  Eigenschaften,  welche  im  Grunde  auf  der 
Proportionalität  der  Seiten  ähnlicher  Dreiecke  beruhen,  ist  die 
Existenz  jener  zweiten  Schaar  von  Geraden  so,  wie  folgt,  ditf- 
gethan  worden. 

Da  zwei  Gerade  Ay  A^  (Taf.n.Fig.4.)  in  Ansehung  der  Punkten- 
paare a,  b,  c,  b...  und  a^,  (j,  Ci,  bj...,  in  denen  sie  von  den 
Ebenen  a,  6,  y,  i,..  eines  Ebenenbüschels  A^  geschnitten  werden, 
projektiviscn  sind,  so  sind  auch  drei  Gerade  A^  A^,  A^in  An- 
sehung der  Punkte  a ,  6,  c,  b...;  a^,  6i,  q,  b^...;  (u,  o«,  Cs,  b^...»  " 
in  denen  sie  von  den  Geraden  a,  6,  c,  r/...  geschnitten  weraenp 
paarweise  projektivisch.  Dasselbe  gilt  nun  auch  von  drei  Geraden 
a,  6,  c  in  Ansehung  der  Punkte  a,  a^,  02,  ^3...;  6,b|,^,  B|*..; 
c,  Ci»  C2,  C3...,  in  denen  sie  von  Ay  Ai,  A^y  A^...  geschnitlmi 
werden.  Denkt  man  sich  nun  durch  einen  beliebigen  Punkt  03  der 
einen  Geraden  a  eine  Geracfe  A„f  gelegt,  welche  die  b  und  eine 
beliebige  vierte,  von  A,  At,  A^  geschnittene  Gerade  d  in  den 
Punkten  b^  und  b^^  schneidet,  so  miisseu  die  Punkte  i^  und  t^. 
sich  vereinigen ,  weil  sowohl  ' 

«   («>    Äl>    flt>   Ä3-.0   =   ^   (^»   W»    ^»   ^»•••)» 

als  auch 

a  (a,  a^,  o^,  fts*")  ^  ^'  (^»  'i>  ^>  'wO 
ist. 

Folglich  fallen  auch  A^  und  A„,  zusammen ,  d.  h.  A^^  schneidet 
nicht  nur  die  a,  6,  c,  sondern  auch  jede  beliebige  vierte  fl  der 
Schaar  von  Geraden  a,  b,  c,  d,... 


65 


Veber  den  Mlttelpnnkt  des  einfachen 

Hyperboloids. 


Der  Herr  Prof.  Steiner  hat  im  ersten  Tlieilc  seiiies  Werks 
(iU.  d.  ^eom.  Gestalten)  fulgeiiden  Satz  aufgestellt,  dessen  Be- 
ireis erst  im  dritten  Bande  edulgen  soll : 

Alle  Ebenen,  welche  sich  durch  die  verschiedenen 
hare  paralleler  Geraden  eines  einfachen  Hyperboloids 
leffen  lassen,  schneiden  einander  in  einem  und  dem'- 
lelben  Punkte^  nämlich  im  Mittelpunkte  des  Hvuer- 
boloids.  '  ' 

Der  Beweis  desselben  lüsst  sich  ohne  die  Theorie  der  bar- 
■«isehen  Pole  und  Polaren  liihrcn;  er  beruht  nämlich  auf  toN 
gadem  Elenicntarsatzo  : 

Sind  die  Gegenseiten  eines  windschiefen  Sechsecks 
m  Ranme  paarweise  parallel,  f^o  gehen  die  drei  Haupt- 
diagonalen  desselben  durch  einerlei  Punkt,  welcher  aer 
Mittelpunkt  einer  jeden  dieser  Diagonalen  ist. 

Beweis.  Um  zuvorderst  die  Realität  eines  solchen  Sechs- 
ecks darzuthun,  denke  man  sich  (Taf.  H.  Fig.  5)  vier  belie)»ige 
Ptakte  a,  b,  c,  b  im  Räume  durch  die  Geraden  ai,  tc,  cb  ver- 
kmdeD,  und  durch  den  ersten  a  mit  cb,  durch  den  letzten  b  mit 
ofe  zwei  Parallelen  af  und  b(  von  unbestimmter  Länue  gezogen, 
sodann  durch  die  Gerade  af  eine  mit  6c  parallele  Kbone,  und 
doTch  den  Punkt  c,  in  welchem  diese  Ebene  die  bc  trifft,  mit  b( 
•ine  parallele  Linie  cf  gelegt:  so  muss  letztere  die  af  in  einem 
Punkte  f  schneiden,  und  es  ist  abcbefa  ein  windschiefes  Sechs- 
eck mit  drei  parallelen  Seitenpaaren. 

Die  drei  Ebenen  abbe,  bcef,  cbfa,  in  denen  die  drei  Paar 
Pivallelen  liecen,  schneiden  sich  paarweise,  nämlich  abbe  und 
icef  in  der  Geraden  6e;  bcef  und  cbfa  in  cf;  cbfa  und  abbe  in 
■^,  d.  h.  in  den  Hauptdiagonalen  des  Sechsecks  abcbefa;  also 
fdien  diese  letzteren  durch  einerlei  Punkt  s.     Ferner  verhält  sich 

«a:^b  =  «b  :^e=5C :  ^f=«b  :  ja, 


Theil  X. 


G 


66 

d.  h. 


w.  z.  b.  w. 


Es  seien  nun  A,  Ai^  A^  irgend  drei  zu  einerlei  Schaar  ee* 
hurige  Geraden  eines  einfachen  Hyperboloids,  und  a,  b,  c  die- 
jenigen Geraden  der  anderen  Schaar,  welche  bezuglich  nach  den 
unendlich  entfernten  Punkten  von  A,  A^,  A^  gehen  d.  h.  mit  leti- 
tefen  parallel  sind;  so  muss  a  die  Ai^  A^  in  zwei  Punkten  b»  c; 
b  die  A^,  A  m  zwei  Punkten,  b,  e;  und  c  die  ^,  At  in  zwei 
Punkten  f,  a  schneiden^  und  es  entsteht  so  ein  windschiefes  Sechs- 
eck a(cbefa>  in  welchem  die  Gegenseiten  ^c  und  ef,  be  und  o^ 
af  und  cb  oder  a  und  A,  b  und  Ay ,  c  und  A^  parallel  sind.  Nack 
dem  vorigen  Satze  gehen  also  die  Durchschnittslinien  ab,  be,  cf 
der  drei  Ebenen,  welche  durch  die  Parallelen  a,  A\  b,  Aii  c,  A^ 

"  h  einerm 
'ertauadift 
der- 
selben Schaar,  und  ist  tl  die  ihr  parallele  Gerade  der  anderen 
Schaar,  so  änderen  sich  hierdurch  nur  die  Punkte  a,  c,  b,  f,  nicht 
aber  b.und  e,  und  folglich  auch  nicht  der  Mittelpunkt  s  der  Haii|ir 
diagonalen  des  neuen  Sechsecks«  Folglich  geht  auch  die  daii^ 
d,  A^  bestimmte  Ebene  und  ebenso  alle  übrigen  dergleichen  Ebeqep 
durch  den  Punkt  s.  —  Endlich  treffe  ein  beliebiger  Strahl  vöa  $ 
das  Hyperboloid  in  den  Punkten  m  und  n;  so  gehen  durch  m,  11 
zwei  Gerade  ilf,  N  des  Hyperboloids  ^  welche  zu  einerlei  Schaar 
geboren;  und  sind  m,  n  oie  mit  M,  N  parallelen  Geraden  der 
anderen  Schaar,  so  schneidet  m  die  N  in  einem  Punkte  n^ ,  nni 
n  die  M  in  einem  Punkte  m«,  und  es  muss  die  Gerade  nti  n|^ 
als  Durchv«chnittslinie  der  durch  M  und  7/1,  N  und  n  bestimmten 
Ebenen,  durch  den  Punkt  s  gehen  und  in  ihm  gehälftet  werden. 
Da  nun  die  Geraden  M,  N  per  hypothesin  einander  nicht  schneidea 
noch  parallel  sind,  die  Punkte  m,  tt,  m^,  n^ ,  s  aber  nach  dem  so 
eben  Gesagten  in  einer  Ebene  liegen  inüssen,  so  fallen  die  Piinkta 
m  und  m^,  n  und  n^  zusammen;  es  ist  also  5m  =  5n  und  somit  s 
der  Mittelpunkt  des  Hyperboloids. 

w.  z.  b.  \v. 

Aus  diesem  Satze  ergiebt  sich  nun  folgende  buchst  einfache 
Konstruktion  des  Mittelpunktes  eines  einfachen  Hyperboloids : 

Sind  A,  Ai ,  A^  irgend  drei  zu  einerlei  Schaar  ge- 
hörige Gerade  eines  einfachen  Hyperboloids;  lest  mam 
durch  Irgend  eine  derselben,  z.  B.  durch  ^,  zweiEDeueft 
u,  9,  welche  beziiglich  mit  A,  Ai  parallel  sind  und  die 
Ai,  A  in  den  Punkten  mi,  n  schneiden,  verbindet  diese 
Punkte  mit  einander  durch  eine  Gerade  und  bestimiat 
den  Mittelpunkt  der  Strecke  mi  n,  so  ist  letzterer  d.#r 
Mittelpunkt  des  Hyperboloids. 
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VI. 

Veber  eine  besondere  Oattnngr  alge- 
braischer Funktionen. 

m 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  O.  Schlö  milch 

an  der  Univertität  zu  Jena. 


Die  Cntersuchiiogen  über  die  Anziehungen  der  Sphäroide  und 
#e  Gestalt  der  Planeten  ftihren,  wie  man  seit  lange  weiss ^  auf 
•Sm  besondere  Art  algebraischer  Funktionen,  welche  äusserst 
■iikiirfirdige  Eigenschahen  besitzen^  u.  A.  die,  dass  sich  jede 
^Mcbige  Funktion  durch  eine  unendliche  Reihe  derselben  darstel- 
In  liiiist  Da  der  Entwickelnngen  über  diesen  interesscanten 
«CeitenstaDd  sehr  verschiedene  an  sehr  verschiedenen  Orten 
(Greuels  Journal,  Savans  etrangers,  Legendre:  Exorcices  de  cal- 
ol  iBteffral  etc.)  gegeben  worden  sind ,  welche  bald  auf  diese, 
Ul  anijene  Weise  zum  Ziele  gelangen,  so  ist  es  vielleicht  nicht 
ttcrlüssig ,  hier  eine  kurze  una  einfache  Darstellung  der  haupt- 
tfthDciisten  Punkte  jener  Theorie  mitzutheilen. 

Wendet  man  das  Theorem  von  Mac  Laurin  auf  die  Funktion 


Ms  «o  ist  klar,   dass  man  für  dieselbe  eine  Reihe  von  der  Form 

I+V1Z+  ü^or«  +  U^x^  +  .... 

Mbartituiren  kann,  worin  üi,  Uz'»  U2,"-  gewisse,  nur  von  u  und 
8vm  Index  aiihängige  Coeflizienten  bedeuten,  von  denen  der  fite 
Avch  die  Formel 

.    btstinmt   winL     Hierin   liegt  die  Definition   der  eigenthümlichen 
^  il^braieK'hen  Funktion  von  u,  welche  das  Thema  unserer  Betrach- 
Ingen  ausmachen  soll. 

Zunächst  ist  nun    zu    bemerken,    dass   man  diese   Definition 
dadurch  wesentlich  vereinfachen  kann,    dass  man  die  in  ihr  ange- 
Jarteten    Rechnungsoperationen    ausfährt,     was    nach    den^  Ent- 
jickelungen,    welche  im  8tcn  Theile  des  Archivs  Seite  357.  und 
1-  weiter    gegeben    worden    sind,     nirht    die    mindeste    Schwierig- 

r 

l 
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keit  hat.     Setzt  man   nämlich   in   der  Formel  (8)  das.  a=  — Sm» 
6=1,  fi=— 4  und  zuletzt  x=:Oi  so  wird 

ö;  =  (^K(n-4)«(2ti)*'-(«-l),  («-l)»-i  C2u)«— « 

+  (n— 2)a  («  —  I)«-,  (2«)«»-«  - .-.  ] 
oder 

t?«  =«0  (»i-i)-  2"«"  -  (n- 1),  (n-5)»^»  2—«  W^. 

+  (n-2)a(n-.i)»-82»-4«»-*-....  j    ^  ^ 


Dieser   Ausdruck    ist    aber   einer    bedeutenden  Reduktion   föhig. 
Setzen  wir  nämlich  in  dem  allgemeinen  Glied«  der  Reihe  rechts 

(»  —P)pin  -  ^-)»-p  2»-%  «—* 

filr  die  darin  Torkommendeo   Binomialkoeffizienten   ihre  WertiM 
nach  der  Formel 

m(m — l)(m— 2)....(«— «f  1) 
•"•  = 1:2:3.7:^ ' 

so  geht  dasselbe  Aber  in 

1             („-p)(n~p-  l)(»-p-^2)....(n-2p  + 1) 
äJ^»-  «' 1.4.3....P 


(2«— 2p^l)  (2n—2p-Z)....6 .3.1  tf-» 
^  1.2.3....(n— ^)  "2—?' 


Hier  ist  nun 


]  .  2,. ..(11— 7;)  =  -7 TT 7 f-iT 

^      '^^      n(ii — l)....(n— /i+l) 
1 _^w(n — l)....(n— jg-fl)    1.2.3..../; 


1.2.... (n — p)  1.2.3....^  1.2.3 n 

_      1.2.3....P 
-"'*  1.2.3....«' 

und,  wenn  man  diess  substttuirt,  so  wird  jener  Ausdruck 


X  (2ii— 2p-l)  (2ii~2/>-3)....  3 . 1 .  tt^«? , 

wobei  wir  noch  den  Faktor 

(n~2/?)(n--2/i->l)....2.1 
(n— 2p)(n-^2p-1)....2.1 


«9 


wollen.    Wir  erhalten  dann 

:1.2-3....(n'— 2p. 

Dirch  Tertheilnn^  der  n  —  »in  2*-p  enthaltenen  Zweien  auf  die 
■— p  Faktoren  1.2....(n— p)  wird  jetzt 

^ .  J-^  •^'  ^  •  6....(2?i— 2/>) .  1 .3.J5..,.  (2m— 2p--l)i£«-^ 


:  i.2.3....  (it — 2p), 


ii. 


1        »y       1.2.3,.,.(2w-^2p) 
¥'T:%Za'    1.2..,.(n-2p)    "     '*. 

=  5rTi3i(2»-^)(2n-2p-l)....(«-2p+l).iiptt»-«^ 
Her  Werft  von  Vn  gestaltet  sich  jetzt  wie  folgt : 

^"=2rr2l^t2n(2n— l)(2n-2)....(«+l)«ot£« 

-  Ctnr-i)  (2n-3)....(?i-l)  iti  w«-» 


+  (2n— 4)  (2ii— 6) ....  (n-3)  n^u 


w«l8r  man  sehr  kurz  schreiben  kann: 


^]. 


(3) 


wenn  man  (tc*— 1)"  nach  dem  Binoniialtheoreme  entwickelt 
mnid  differenzirt,  so  findet  man  auf  der  Stelle  die  vorher  in 
Klaminer  stehende  Reihe.  Die  so  eben  entwickelte  Gleichung, 
man  auch  in  der  Form  / 


Un  = 


2.4.6....(2n)^<^'~^)'' 


(4) 


dhntellen  kann,  und  die  auf  anderem  Wege  zuerst  von  Jacob i  be- 
wurde (Crelle*s  Journal  Bd.  2.  S.  224.),  kann  als  die  Fun- 
lentaleigenschfift  der  Funktion  Vn  gelten,  und  in  der  That 
«B  sich  ihre  anderen  Eigenschaßen  mit  Leichtigkeit  daraus  ab- 
Mlefi«  Zu  den  wichtigsten  derselben  gehr»rt  die,  dass  der  Werth 
Integrales 


/:: 


UmUnBu 


Null  ist,   so  lange  m  von  n   verschieden  bleibt,    dagegen 


I 
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:=  ^    ,  I  liir  m=ii.     Man  gelaugt  hierzu   mittelst  ,der  folgenden 
einfachen  Betrachtung. 

Es  sei  nach  einer  sehr  gewöhnlichen  Bezeichnung 

-^=g,(«)(u).-^=t|;'"H«);  V    • 

80  ist  bei  unbestimmter  Integration 

ftpim)  (ii)  ^(Ji)  ^^)  Qu  =  g)("»)  (u)/i(;<«)(tt)  du 

— /<p(m+ 1 )  (u)  att/i);(»)  (tl)8« 
oder  auch 

=  9)(«)  (w)  i/;(»-l)  (tl)  -^/g)('»+i)(tt)  lf;(»- 1)  (tt)  Sl4.  1 

Verschwindet  nun  if;CA-i)(u)  sowohl  für  n=:a  als  u^b,  so  folgt '''j 
hieraus 

/*  '  /**  ■ 

Auf  der  rechten  Seite  kann  man    dieselbe  Reduktion  wieder  Tor«  ' 
nehmen  und  findet  unter  der  Bedingung^  dass  if;("'-i)  (u)  und  ^^^''^(u) 
für  ti=a  und  u=b  verschwinden: 

(p'm)  (u) ^in)  (,4)  du=^  I       <p(»»+«)  {u)  t(;(«^«) (tc)  311.  , 

Man  übersieht  leicht  den  Fortgang  dieser  Betrachtung;  untar 
der  Rücksicht,  dass  tf/t**— ")(u)=if;(tt)  ist,  gelangt  man  nämlich  xu 
dem  8atze:  verschwinden  die  Funktionen  Tj;t*-5(M),  ^(»-^it), .... 
tf;'\u),  V(^)>  '(f^C^)  sämmtlich  für  u=:a  und  u=6,  so  ist  '     • 

/h  pb 

g)("»)  (m)V")  (tt)8M=  (—i)^/     g)^'"^  "J  (w)  t/;(M)  du. 

Diesen  Satz  kennen  wir  auf  die  Formen 

9>(w)=(a«-l)»,  -(;(u)  =  (aa--l)"  ' 

anwenden,  indem  man  sich  sehr  leicht  überzeugen  wird,  dass  die  ^ 
Funktion  ^(u)  nebst  ihren  Differenzialquotienten  bis  zum  (n — f)teii^' 
inclus.  sich  ftir  a= — I  und  ft=4-I  annulUrt.    Es  wird  so  '*' 

und  wir  stellen  daher  den  Satz  auf: 


*"Cti. 
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(3) 

Vm  VnCU 

''i.4.6!...(2«,)-2.4.<k...C2.)<-^)/-V<'''-^>"-^'"^""^-»> 

Das  Integral  rechts  bedarf  noch  einer  kleinen  Unifonniing,  Ent- 
wickelt mmu  nämlich  mittelst  des  Taylorschen  Satzes  f(u  -f  /<)  in 
•ine  nach  Potenzen  von  h  fortgehende  Reihe  för  /*(*«)  =  (m«—!)'», 
•o  wird 

hier  ist 


^                     ^            8'-^(«'-l)'"  ^. 

'*"^'-1.2....(w-r) SJ?=^^      ■  ^'^ 

8itit  man  in  der  obigen  Gleichung  — r—  für  A,  »o  erhält  man 

M*— 1  »S  — 1 

[(«+~Ä-^)«-l]-=l+^.  — JT  + 


■ed  Uer  icommt  rechts  o.  A.  auch  das  Glied 


M'^y 


vor;    beiderseitige  Multiplikation  mit  A^"*  giebt 

[(Äi«+it«-l)«-Ä«J'» 

=  k^  +  («•— 1)^1**"-»  +  ....  +  («'  -!)•+'•  ^m+rA'*''^  +. . 

Dm  links  in  der  Klammer  Befindliche  ist  aber  nichts  Anderes  als 

■ 

folglich  wird  durch  Diviston  mit  (tfi — 1)«*: 

Ke  Bake  Seite  ist  nun  mit  der  von  (6)  identisch ;    folglich  müssen 
rechts  die  Coeflizienten  gleicher  Potenzen   von  A  dieselben 
;   daraus  folgt 


ler  venn5ge  der  durch  No.  (7)  festgestellten  Hedeutung  der  Coeli- 
dNlteo  A: 
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wobei  iiatiirlich  imroer  r^m  sein   muss.      Diese  schon   an 

sehr  interessante  Beziehung  dient  nns  auch  zur  Reduktion  de«  In- 
tegrales  in  (6),  wenn  wir  r^=n  und 

setzen.    Es  wird  dann 

(H) 


/ 


+  1 

Um  UnOU 
—  1 


_  (-  0" 1.2....(iiH-n)  Z^+i  |>,^/„t_|waM 

-  2.4....(2w).2.4....C>n)  '  l,%,..{m^n)J ^y^   i/— -^w      i;   c». 

und  diese  Gleichung  wird  durch  die  Bedingung  u  ^  tn    nicht    be* 

schränkt,    weil  es  hei  der  Symmetrie  der  linken  Seite  immer  fril 
steht  mit  n  den  kleinsten  der  Indices  m  und  n  zu  bezeichnen. 

Für  das  Integral  rechts  in  (8)  sind  nun  zwei  Fälle  zu  unter-  . 
scheiden y  ob  nämlich  m^n  oder  ift=n  ist  Im  ersten  giebt  db- 
unbestimmte  Integration 

und  diess  aiinuHirt  sich  sowohl  fiir  tf=z  -f- 1  als  ii=  —  I ,  wie  fibw- 
haupt 

sobald  q  <  m  ist.  •  Es  wird  denmach 


/- 


I7m  I7n8?i=0  fflr  mN«, 

d.  h.  fiir  ein  von  n  verschiedenes  m  (nach  der  vorhin  semachtea 
Bemerkung).    Für  /ii=:n  dagegen  geht  das  Integral  auf  der  rvch^  > 
ten  Seite  von  (8)  über  in 

und  der  Werth  desselben  ist 

^^~*^  '3.5.7 (2»  +  l)' 

wie  man   leicht  durch   eine  Reduktionsformel  oder   nittebt  dar 
Gamroafunktionen   findet.     Beriicksicbtigt  man   ferner,    dan  «Da- 
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Fmktnrielle  t.2....(m — '»)  ffir  m=n  die  Einheit  bedeutet,  so  wird 


r. 


'  ü,  VnSu 

—  l 


1  1.2....(2n)       2. 4^6... .(2m)     ._ 


■"S*.  4«.  (?....  (2»)»'         1         '3.5.7 C-i»  +  i)       2»  + 1' 

damit  ist  gezeigt,  dass 

/_      17»  Un=0,  fär  »«^« 


2j^,  für  «.=« 


(9) 


ivird.      Hiervon  lässt  sich  sogleich    die  folgende   interessante  An- 
"^eadong  machen.    Sei  f(u)  eine  beliebige  Funktion  von  u  und 

Cof   Ci,    Q,....  unbestimmte  CoefQzienten  bedeuten,   so  kann 
I  Cm  auf  folgende  einfache  Weise  bestimmen.    Man  muitiplizire 
ganse  Gleichung  mit  Undu  und  integrire  hierauf  zwischen  den 
'  GtfiueD  «= — 1,  tc=4-l,  so  wird 

••••  +  Cii/  UnünBu-i-.,, 

Mit  Ausnahme  des  d  enthaltenden   Gliedes   sind   hier  alle  Inte- 
grale Ton  der  Form 

/        ümündn,  m^n 
«ad  folglich  sämmtlich  =0;    es  bleibt  nur 

woraus  sich  der  Werth  von  d  findet,   nämlich 

G,  =  ^^y_^    f(u)UnBu.  (10) 

Bat  man  hiernach  die  Coeflizienten  C  bestimmt,  so  ist 

r(u)=Co-^C^U^+C\U^  +  ...,  (U) 

Iso  J£do  beliebige  Funktion  durch  die  algebraischen  Funktionen 
7g  y  t7fl,....  ansdrflckbar. 
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E«  mag  fibrigens  noch  bemerkt  werden,  daM  diese  AMeiliag«,  j 
der  Formeln  (10)  und  (11)  zwar  kurz  und  heorktiscb,    aber,    wie« 
der  heuriati^che  Gedankengang  oft,    nichts  weniger  als  strenjn  iet, 
da  man  die  Bedingungen   nicht  erfahrt,    an  welche  die  Gfiltigkeit 
der  Gleichung  (11)  geknOpfl  sein  kann.     Eine  strengere   BegrOn* 
düng  erhält  man  dadurch ,   dass  man  die  Reihe  j 


Q,  +  CiUi  +  C^U^  +  ...  +  CnVn, 


IJelber  die  INlTerenziation  unendlicher 

Reihen. 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  O.  Schlomilch 

an  der  Univertität  zu  Jena. 


Schon  Abel  hat  darauf  aufmerksam  gemacht,  dass  der  Dilfo- 
renzialquotlent  von  der  Summe  einer  unenmichen  lleihe  niteht  immer 
der  Summe  der  Differenzialquotienten  der  einzefarien  Glieder  gleich 
gesetzt  werden   darf*),    er  hat  aber  den  Grund   dieser  am  den 


*)  So  gilt  I.  B.  die  Gleichung 

—  \i(2'^2coMX)  =z  \  cofl;r4-  i coeSx 4  |co«Sjr-|-  ^.. 

gani  unbeetritten  für  alle  reellen  X;  Mollte  man  aber  differeniiren ,  •• 
würde 

J  rot  ijr = flin  x  4- flin  2J: -1- flin  ar -f- .^. 

herauskommen,  was  wenigsten«  qua  Gleichung  unrichtig  ift;  für  jr  =  0 
erhielte  iaan  i.  E.  od  sO^  was  selbst  synUktische  Genie^s  aar  icMrer 
werden  .,  deuten ''  können. 


I 

in  welcher  die  Coeffizienten  mittelst  der  Formel  (10)  bestImBt  , 
sind,  siimmirt,  darauf  m  ins  Unendliche  wachsen  Ulsst,  and  die 
Granze  bestimmt,  welcher  sich  der  gefundene  Aasdmok  uShert  \ 
In  sehr  eleeanter  und  allgemeiner  Weise  hat  in  Grelles  Journal  | 
Herr  Prof.  licjeune  Dirichlet  diesen  Gedanken  ausgef&hrt  nod  ] 
es  kann  bei  der  Vollendung,  welche  der  scharfsinnige  Geometer 
seiner  Arbeit  gegeben  hat,  hier  nur  eine  Verweisung  auf  dieseUbe 
statt  finden. 


f  ^ 
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en  Blick  «ehr  befremdlich  tmaseheiideu  Erscbeinuiis  nicht  an- 

en.    Dies«  zu  thun  ist  der  Zweck  der  folgenden  Zeilen. 
Em  sei  die  Summe  einer  ngliedrigen  lieihe' 

l-\x)=f{x,  1)  +  /(.r ,  2) +....  +  f(x,n)  (1) 

en,  so  hat  man 

i  ~  ö 

.  f(x+S,2)-f(x.2) 

+ 3 


f(x  +  8,n)-f(x,n) 

+ 3 


Knn  ist  aber  nach  der  Definition  des  Differenzialqnotienten  <p'(a) 
=  Liiin ^  ■,  und  folgiich  kann  man  immer 

<p(ar+£)-^(a:) 

,    wo  <  eine  GrCsse  bezeichnet,   die  mit  ö  gleichzeitig  bis 
GrSnze  Nul)  iibnimmt    Es  folgt  jetzt 

wo  f|>  im,,.'. tu  gewisse  mit  ö  gleichzeitig  bis  zur  Gränze  Null  ab- 
■dunende  Grossen  sind.  Durch  Uehergang  zur  Gränze  ffir  unend- 
Bch  aJbnehmende  d  wird  jetzt 

F^(ir)=r(a:,l)+A.r,2)+....+/V.'»)      j      ^2) 
+  Lira[6x  +  fa  +  f3 +  —  +  «ii]-  ' 

Hier  sind  nun  die  zwei  Fälle  zu  unterscheiden,  ob  nämlich  n 
«ia«  endliche  coastante,  oder  eine  unendlich  wachsende  Zahl  ist. 
Da«s  im  ersten  Falle 

Lim  [fi  +  «a  +  ••••  1"  ^«1  =  0 

laiy  erhellt  sehr  leicht  auf  folgende  Weise.   Es  möge  c'  die  grüsste, 
,    I*  dM  kleinste  untar  den  Grössen  C|,  f^,....  Sn  bedeuten,  so  ist 

^i+fa+«s  + ••••  +  «« 

<nf'  und  >w«''. 

Um  ab€r  jede  der  Grossen  C|,  f«,....  unbesränzt  abnimmt,  so 
ist  dieas  auch  mit  e'  und  ^'  der  FaiU  und  da  »ei  diesem  Prozesse 
n  constaiit  bleibt»  so  bat  man  gleichzeitig 
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Lim(«f')=0.  Llm(nO=50; 
woraus  sogleich 

folgt,  und  jetzt  ergiebt  sich  aus  No.  (2) 

In  einer  endlichen  Reihe    darf  man    also  beiderseits  Glied  filr 
Glied  differenziren,  ohne  die  Gleichheit  beider  Seiten  zu  stOren. 

Ganz  anders  aber  verhält  sich  die  Sache ,  wenn  n  ins  Unend* 
liehe  wächst  oder  die  Reihe  eine   unendliche  ist.     Obschon  auch 
hier  die  Grossen  £},    c^»*-*  ^^  ^^^  Gleichung  (2)  der  Gränze  Null   ^ 
zueilen  y    so  kann  doch  die  Summe   einer  unendlichen  Menge  tob    ; 
ihnen  sehr  beträchtlich  ausfallen.    Wäre  z.  B.  BiZ=:B^=^B^..„f  wo* 
Rbr  wir  Mos  i  schreiben  wollen,  so  wurde  1 

Pia:,n)=f(x,l)  +  r(x,2)  +  ....  +  r(x,n) 

+  Lim  (ne) 


folgen  y  wo  nun  e  unbegränzt  ab-,  dagegen  n»  wegen  der  UneoA 
lichkeit  der  Reihe >  unoegränzt  zunimmt,  folglich  Lim(ne)  gegev 
einen  angebbaren  Werth   J  als  Gränze  convergiren  kann«     Ma; 


sieht  hieraus,  dass  es  Fälle  geben  wird,  in  welchen  eine  Glei- 
chung wie 

F(a:)=f(x,i)i^(x,2)i-fix,3)  +  ....  in  Int        (4) 

eine  Consequenz  von  der  Form    . 

F'(x)''J=f'(x,l)  +  f\x,2)  +  .„.  in  Int  (5) 

nach  sich  zieht»  so  dass  es  also  unter  Umständen  nicht  erlaubt 
ist,  aus  Mo.  (4)  schliessen  zu  wollen: 

F'(x)=r(x,l)+f'(x,2)+....  in  int 

Man  kann  dieses  Resultat  auf  folgende  Weise  etwas  prSgnaa- 
ter  und  anschaulicher  darstellen.    Es  sei 

F(x)  =  2f(x,n),  (6) 

wo  das  Summenzeichen  bedeuten  soll,    dass  n=l,    2,   3, m 

setzen  Ist  und  die  so  entstehenden  Glieder  zu  summiren  sind. 
Bezeichnen  wir  femer  die  Differenziation  in  Besag  auf:r  mit  einem 
blosen  D,  so  dass  also  flberhaupt^ 

V 

ist,  so  folgt  aus  der  Gleichung  (6)  ganz  unzweifelhaft 
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.  DF(x)  =  D£f(a:,n),  (7) 

irciiii  iwei  Funktionen  identisch  sind,  müssen  offenbar  auch 
in  Kferenzialquotienten  zusammenfallen.  Dabei  darf  man  jedoch 
fieStellon^  von  D  und  £  nicht  übersehen ,  es  wird  nfinilich  zu- 
tritsommirt  und  nach  geschehener  Summirung  differenzirt  Da- 
gegen ist  es  nicht  immer  erlaubt  >  die  Reihenfolge  dieser  Operatio- 
omiukehren  und  zu  schreiben 

DF(a^)  =  HDfix.n),  (8) 

«•jedes  einzelne  Glied  erst  differenzirt  und  nachher  Alles  sum- 
■M  wird.    Mit  einem  Worte  also:   wer  aus  der  Gleichung 

l\x)  =  Zf{x,n) 

weiteres  die  folgende  ableiten  will: 

DF{x)=ZDf(a:,n),  ^ 

•eCit  stillschweigend  voraus,  dass  immer 

DZf{.ryn)z=^EDf{x,n) 


9   kehrt  also  willkOhrlich  die  Reihenfolge  der  Operationen  um. 

Man  sieht  hieraus,  dass  es  immer  noch  einer  besonderen  Un- 
iUBg  bedarf,  um  entscheiden  zu  können,  ob  die  durch  Dif- 
ferenxiation  einer  ursprOn^lichen^  Summenformel  entstandene  neue 
Gktdmng  auch  wirklich  richtig  ist,  oder  nicht,  was  aber  in  den 
Fällen  keine  besonderen  Schwierigkeiten  hat. 


ITelier  den  29.  Satz  des  XI.  Bacbs  der 

Elemente  des  EncUdes. 

Von  dem 

Herrn  Dr.  Joh.  Jos*  Ign.  Hoffmann, 

I.  Bajer.  Hofratho,   Director  dec  Ljcenmt  so  Atchaflenborg,  etc. 


L    Dieser  28.  Satz  des  XI.  Buchs  ist  folgender:  Wenn  ein 
ralielopipedum  von  diner  Ebene  durch  die  Diagona- 
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leu  zweier  gegeuiiberliegeaden  Seitenflächen  darch- 
schnitten  wird,  so  wird  es  hierdurch  halbirt.  •—  Es  werde 
das  Paralleiopipedum  AB  (Taf.  111.  Fig.  1.)  von  einer  Ebene  duck 
die  Diagonalen  CF  und  DE  durchschnitten,  so  ist  es  hierdnrck 
halbirt. 

Der  Beweis   ist   (nach   meiner  Ausgabe  der  georaetrisd«. 
Bücher  der  Elemente  des  Euclides.    Mainz.  1829.  _gr.  8.    8.  lOS^ 


dieser :    Da  hier  A  CGF^!^  CBF  (1. 34.  S.\  und  A  DAE?Q\DHE, 

und  da  femer  die  Parallelogramme  CA  und  BE  (XI.  24.  S.)  und  _. 
GE  und  Cil  einander  gleich  sind,  auch  die  Durchschnittsebe&e  ^ 
CFED  beiden  Körpern  i^emein  ist,  so  muss  auch  das  Prism 
CGFDAE  dem  Prisma  CFBDEII  gleich  sein  (XL  10.  Erkl.) 

2.  Diese  als  Beweisgrund  citirte  10.  Erklänmg  lautet  fnach 
obiger  Ausj^abe  S.  143.)  fofgendergestalt :  Gleiche  und  ähnliche 
Körper  smd  jene,  die  von  gleich  vielen,  gleichen  und  ähnlichen 
Ebenen  eingeschlossen  werden. 

3.  Da  man  aber  unter  gleichen  und  ähnlichen,  d.  h.  unter  < 
congruenteu  Körpern  nur  jene  versteht,  welche,  wenn  sie  ge- 
hörig in  einander  gestellt  werden ,  einen  einzigen  KSrper 
bilden,  so  enthält  diese  10.  Erklärung  eigentlich  eine  Behaup- 
tung, welche  bewiesen  werden  mü«tste.  Allein  diese  Behaup* 
tung  selbst  ist  nicht  alljgemein  wahr.  Denn  wenn  das  schiele 
Paralleiopipedum  AB  (Tut  111.  Fi^.  2.)  durch  den  Diagonalschnitt 
CEilG  m  die  zwei  schiefen  dreieckigen  Prismen  AEVFHG  und 
ECDHGB  getheilt  wird,  so  sind  beide  (wie  man  leicht  findet) 
zwar  von  gleich  vielen  gleichen  und  ähnlichen  Ebenen  umsclilos- 
sen;    allein   sie   können  doch  nicht  zur   gegenseitigen  Deckung 

gebracht  werden.     Dennoch  ist  ein   flberzciigender  Beweis  tfber 
ie  Gleichheit  ihrer  Körperräume  erforderlich,  welchen  Euclides 
nicht  gegeben  hatte. 

4.  Zwei  der  vorziiglichsten  altern  Conimentatorcn  der  Ele- 
mente, Christoph  Clavius  und  Robert  Simsen,  hatten  sich 
bemüht,  diese  Liicke  auszufüllen;  allein  sie  erreichten  das  vor- 
gesteckte Ziel  nicht.  ,  Auch  die  meisten  neueren  Schriftsteller, 
Deutsche  und  Franzosen,  haben  dieses  Mangelhafte  nicht  ergänzt. 
Seihst  der  durch  Herausgabe  und  Erläuterung  der  alten  Greoroeter 
so  rühmlich  bekannte  Peyrard  befriediget  hier  nicht  vollkommen. 
Die  Beweise,  welche  man  bei  Karsten  und  Legendre  findet» 
entsprechen  zwar  der  geometrischen  Strenge ;  scheinen  aber 
nicht  elementar  genug,  um  an  die  Stelle  des  28.  Satzes  im 
XL  Buche  der  Ekmente  gesetzt  zu  werden. 

5.  Die  Mittheilung  einiger  leicht  verständlichen,  streneen 
Beweise  dieses  so  wichtigen  Lehrsatzes  wird  demnach  den  Lieb- 
habern des  geometrischen  Studiums  erfreulich  sein.      Ehe  diesel- 


naie  itu  aer  tTrunmiacne  tun  mm  in  einerlei  CiUene  liege. 
Denn  nur  in  diesem  Falle  ist  ein  DingonaUchnitt  durch  £CGIf 
möglich.  Der  Cirund  hievon  ist  folgender.  Da  ACGF  ein  Paral- 
lelogramm ist,  so  muss  AF  mit  CG,  und  da  auch  AEHF  du 
solches  ist,   so  muss  AF  mit   £//  parallel  sein.     Demnach  slsd 


h  dt«  Lblen  CO  und  EH  mileinuntlcr  parallW  f!l.  S.  M.  li.). 
'b  m  iot  auch  CG=EH.     ?o\^\kU  muss  £f:Y.7l  ein  l'aralle- 

I  aei  /Itf  (Tar,  IIL  Fig.  iJ.)  rlna  Begeben*  Parallolopiiie- 
CFier  Uineonuliirliiiitt,  s»  cntfiteneri  ilie  hettlen  »clitefcn 
Prl«m«n  ABCEFG  und  VOBCHF     Wir  «ollen  jenes 
Itvre,  dickes  iliig  vordrrr  (in  Bexiit;  auf  d'io  Ansicht  tin- 
chuuni;)  neiiii«Ti.    Wird  nun  das  vordere  Prisma  von  dem 
'i[i«dum  aetr«iuit.  dusseIhe  t  im  seit  ehrt,  d.  h-  seine  Olier- 
(inindllüclie   und  Nciiie  (■riiminächc  zur  UherflSrhe  ße- 
>,  d.iM  nun  f.'BH,  in  der  verlüngerten  Linie  FE  und  in 
Ob«  E(i  cnTirllfirlRn  Kbene  EF(i ,    die  La^e  von  chd  urhiflt, 
'  siclll  gfIfUic    di«  Lag»  dieties    unigeb ehrten   dreieekijien  Pris- 


7.  Vcrgldcht  man  nun  die  Prismen  AßCOFE  und  Ohfdfif 
ül  «iiMtndpr,  etil  er;:tflien  sich  Tollende  Kesnitale: 

m)  A  AfB  ^  \  EtiF  e^  A  *tß  JS  A  c'"/-  Ferner  ixt 
WÜF^lM-fff. -AtGE^Aßd  uiid  AItFE^.!/A(tc.  IMese« 
•ia«t:  bvide  Prismen  sind  von  t;lei('h  vielen,  gleich  und  ühnK- 
Imw  Nriirnllüchmi  vitigesthlossen. 

r  Vi-iRuni;  der  Keiti^tielienen  ABFE  und  CBFG  Act 

!-:nen  ßCGH  und  BCUF  gleich  ist,  so  niuss  auch 

ri'-r  beiilvii  Ebenen  der  Nei[;u(ii;  der  Ebeuon  hr/td 

1  li  Mfin,    Auf  ribnliebe  Weise  ist  der  NiMj{iitif;Bwinliel 

nt     (:i.-n,-i,    ISAF.F    iiiiri    Clf/V    ji^iiPm   der    Rboiipii  //A'^i;  und 

krfA,    und    der  iNelümiijH winket    iler    Ebenen   BCGF  und  ACGE 

wem  drr  F.l.mi'n  .^/Ttc  nnd  A//.(/  gleich. 

c)  Fi^iter  i^t  l<:lcfat  ta  erkennen ,  dass  jede  der  Seilen  IIa  i:hen 
WFE.  CKFG  nnd  CAEG  mit  Avt  »bermicho  ABC  und  mit  d«t 
irandOädii^  EEG  Aie  nämlichen  Winkel  bildet,  ivelche  jede  der 
itcnflrti-hrn  Agcri,  f^A  und  ßd(,  mit  der  Oberfläche  %/'  und 
I  tler  (irundlMche  dct)  erzeuget. 

tAuch    wird    Jeder    der    scfhs  Krirperwinkel ,    »elchit   dao 
iediigr  PrUiua  euthSit,    mit    deiu  homidogen   de»  nndern 

'äiHlia'*  aua  ulcichvielen  und  gleich  grossen  «bencn  Winkeln  );e- 
Udvt.  Der  K'irueriiinkel  bei  C  uinl  x.  B.  »ie  jener  hei  f  m- 
rei  ebeuen  Winkeln  ACB=h(a>  BCG  ^.iß  nml  ACG_^Aß 
nbildcL  KljRH  dtexes  gilt  von  Jedem  andern  Paa 
I^VD  Witikcl. 

H.     Ctigeuchli-t  nun  beide  Prismen  in  Congruenz  ihrer  Sdten- 

then,   in  di-r  Nel^^ing  derselben   saivohl  nnier  sich,   aU  gegen 

»«!•    lind    UkerQliehen,    und    cndlitdi    auch    in   der  Gros»«  und 

U    der  ihr»    KlriierMliikel    bildenden   ebenen  Winkeln  ilbcrein- 

Rnen,    xn    decken    sie    sich  dennoch   nicht.      Worin   litji;t  der 

■lienir    Almi^igbung    bei     «niielfacher    Uebereiiistininiung V 

Kngc    kann    einzig    nnd    alWn    ilncch    die    Anschauung 

lRt*l  «vrrdvn.      Denn  wer  die  Dreiecke  ACB  und    /ii/f  auf- 

Ik  betraclilet ,    «iebt  nun  m>gleii-h,  dttsa  die  Seiten  AB  und 

l|i:k«Ichl    ihrer  Luge  flberoinslimm«n ,    die  Linien  AC  und 

~  t  /tr  und  fff  aber  eine  rernchiedonn  Lage  haben,    Mau 


Jedem  anilern  Paare   dieser  bomo- 


kanu  »ie  in  Bezug  mif  gB  die  syiumetriecbe  iien 

litnDt   saglelclt,    (laset  auch    die    i;o"'i«i>   Ureivcku  ACß  1 
eine    symmetrische    Lage    iiaiie».      Aul'   Kl<-i<^c    ^•*'  — 
EGF  und  f/Ar  svniMietnxi^li  liegende  Ureipcl<e  und  die  KAnfl 
und  hd,  CG  uni  fit,   BF  und  i/r  »ynimetrisL-lie  Llni«!).     F^ 
tet  mnn  da»  f;itnEe  Prisitta  Af'BFOE  und  fifhdUc,  so  bnlL 
I    licli  beide  Kfiriier,    in  Bezug  auf  Ihre  Oberllüchcn,  oder  Iit!| 
auf  ihre  Urunillläütii:n ,    eino   syi" metrische  l.ai;e  ^«gvn  •' 
und    künnen    daher    füglich     ayramelrische    KTirper 
Verden. 

fl.  Eine  Ijenondere  Aulinerkeiimktiil  verdienen  ahedtlit- 
I  logen  KOrperwinkcl.  Betruchlet  ninn  z.  B.  diese  Winkel  liei 
vnd  hui  f,  so  ist  ■i.viat  jeder  von  drei  ebenen  Winkeln  ttiiiHi-htiMe 
seil,  welche  iiuurHeise  gleiili  srnd;  allein  nenn  der  Winkel  At'li 
den  Winkel  afk  80  deuüet,  das:.  C  m  f.  VA  liin«.-  /'.;  und  CB 
tengs  ß  föllt,  sn  decket  der  Wiukel  ACG  den  Winlic!  sß  m 
wenig,  als  der  Winkel  BVG  den  Winkel  A/T*.  «eil  die  Seiteiv- 
flfichen,  worin  die^^e  Winkel  liefen,  gegen  die  Dreiecke  AVH  itail 

2fh  eine  verechiedene  (man  kann  sagen  eine  »yminetrisilii!)  Lage 
aben.  Dnber  kann  denn  der  Kür{)ern'inkel  bei'  C  den  K'irpur^b^ 
kel  hei  f  nicht  decken.  Aus  gleichem  (iritnde  wird  keiner  da 
fibrigen  Kürpeminkel  bei  A,  B,  F,  G  und  /:.'  mit  dem  i4im  homa- 
logen  Ki>r[ierwinkel  hei  h,  <f,  c,  b  und  (/  »»  zusaninienralk'n ,  da««., 
«ie  sich  deckten.  Diese  Eigenth  Umüch  keil  der  Kitqteminkt^ 
beider  Prismen  hatte  sonolil  ('luvlus  ak  Hiihert  SlinatiU' 
ersehen.      Denn  sunst  hätten  Beide  das  güniilicli'-  Iniirmn- 

:rf allen  dieeer  Winkel,  und  niil  dieaem  uuch  die  ( >i n.   <  .  r 

irper  8ell>s(,  nicht  behaupten  können,  da  dieser  IjiIl. 
Klarheit  der  Anschauung  gerndexii  vvidersii riebt.  W  i 
wichtii;  aeigt  eich  hierdurch  die  scharfe  Bildung  der  Ai^  -  ii murMj«- 
krart  tör  dns  Studium  der  (ieometrie?  und  wie  unetitbchrlb 
nicht  eine  geometrische  Anschauungslehre  als  Propr 
KVf  eigeollichen  geometrischen  Wisecnscnaftslehre? 

10.  Hieraus  entspringt  nun  der  Begriff  von  den  symnL 
■  eben  Knrjicrn,  der,  soviel  wir  wissen,  zuerst  ron  deaJ 
I  «Asischen  Geonietern  in  die  üeometrie  elngeltilirt  wordmiL 
1  Legendre  sogt  (in  seinen  EUmens  de  Geometrie,  avec  des^ 
f  fcic  (fdilion.  A  Paris.  180-2.  S.  üXi.):  Sy n)nielri«clie  4 
I  per  werde  ich  jene  nennen,  welche  auf  beiden  Meilen  ehiq 
'  Dieinschaniichen  (jmndflliche  dergestalt  cunstruirl  sind,  dariL 
I  Verbindungslinien  Kwischen  dien  Scheiteln  ähnlich  lieg^der.l 
I  perwinkel  auf  dieser  Grundfliichti  (oder  ihrer  Verlängerung)! 
I  ^cht  stehen. 

Zur   Erläuterung   dieser  Erklärung  sei   nitc  (Taf.  MI.  Fig 
l  ein  beliebiges  Dreieck   und  d   ein  ausserhalb  dessen  Ebene^ 
I  Bomniener   Punkt.     Von   d  gicbt  es  ein  Loth   auf  die   Ebenff^ 
I  welches  entweder  in  dieselbe,   oder  ausserhalb  deTi«elh<(A| 
Ifiire  VerlÜDgerung,    trifft.     IFier    sei  dns  Lcl:t(e  der  Fall  t 
P  dieses    Lnth.      Macht    man    nun    ftf^df  und    xiebl     " 
I  Linien  nd ,  bd,  cd,  ferner  nv,  %,  vi/,   so  entstehen  znei  dl 
I  tige  Pyramiden  alifd  und  norn,    welche  «ine  iiyriuneiriHehe 
I  kAen  ond  deasbulb  symmetrische  Pyramiden  heissen.  - 


IS; 


B  Art  Inuen  eich  ^mtnctrierhe  dreieckige  Primnu^ii.  symmf- 
•  ['.irLitl.-l«|ii|iotlvfi  u.  9.  r.  iriinslriiirpii. 

"     .   i\Jn!    Iiolil    ündcn,    Haan    die.    iiiif  dieso  Weise 

1-11.  syiiimetrlsclien    Kiir|jer  in  |(leich  tiele,  luiifrni- 

'-'■■n  rinevucMofnpn  »in^,   das»   ivHe«  Paar  homnlo- 

i'ti  fjleidi*^  NeisiiiJii    hat,    und    dasa    alle    lnmioloRe 

.__    vod    gk'irli  vii-l*!!  und    gleiifa    grnesen  elienni  VViii- 

•chlAnxen  sind.      Uiesrn    hier  ^veitHiuli^  auseiimnder  kii 

Wetct  di*  Kürze  deti  Knunir«.     Aher  selbst  der  Annin- 

i  i'w»f  BeHeiae  leklil  NclltNt    Itiulün   küiinen.      Es  Nlimiiit 

r  dir  trklüriiiis  lU-r  Kyminelrischeii  Kürzer  nncli  Legcndru 

1  d«  iiiiBfrigen  (»)  illierein. 

12,     \Va»j  ruTi  die  Eiif*tühiitt(t  symmetrii-rheT  Prismen  lietrifft, 

>  kuui  III3II  dii^oelbe   auf  fiilfrirnde   leichtverstäudliche  Art  nniih- 

eiArn.     lluii  nehme  in  einer  m'nebencii  Kticnc   die  ifüradc  Liuie 

KA(Tar.  III.  Vm.  Z).  iü  il.r  i,k  =  Aß.   und  beschreibe  die  con- 

■    »ICO  Hreiecte  p/A    und  At  H   s.i,    dü«s  uf=BC,    hf=AC 

An.     Aur  ft/Ä  iiüU  ßCI  errielite    man  nun  die  bd  :=  AK,   in 

«Ihigrn  (der  L»ge    naeh  viillkß)irliefi«n)    Ebene   liegend,    unter 

,rlien    «cblefeii    ^eigiingsivlnkclii  .     iiehun^   (li  r=  iji- -z^ hd    und 

allel  mit   Arf;     ebenso    CG —- HF  =z  AE  parullel  "mit   AE,  »nA 

_  •  die  ^'erbil>dul>^6linicn  cJ,    f/6,    //c  und  FE.  EU,  Gf.    so 

txtphert  ifie  briileri  svinmetrlm-hen    drcieeki^en   Prismen  nßiV'r 

i  ItCAEfil'.     Setzt'iuan  sie  cehüris  xuttummeu,  so  Idlifen  fie 

j.P«r«IIrI<.piiwd.tm  A/I. 

k   Nachdem  nun  Le^cndre  (a.  a.  0.)  gezeigt  bat,    duss 

^'— EtriMbcn  Kiirpcr   in  der  Con^ruens    ihrer   hei teuflfi eben, 

kIdguDi;   );ei^  eil  einander  und    in   der  Gleiebheit   der   ihre 

jllk«l    birdenden   elK-nen  WlnLel    libercinstiminen.    Hfßt  er 

bOu  peut  ennidure,  i|ne  deux  {loly^dres  syininätrii|ne8  snni 

""lUils  ne  jniisscnt  ^tre  superjinses :    Cat  i)  n'y  n  d'iiuire 

Uns  les    deux    solides,    que   celle   da  la   piisilion  des 

bqnall«  nVel  point  essentielle  ä  In  grandeur  de  ccs  minies 

^•br  nun  diese  Aeuascrunuen  sind,  so  »enic  Lünnen  sie 
,~4itA  der  ayinnielriecben  Knrjier  geometrisch  uisisen- 
^^_^  branden.  Dieses  rcthllc  auch  dorscharrsinni^te  l.e- 
lk4fC-  Denn  m  bat  tn  den  Notes  eur  les  El^itiens  de  (leiiine- 
Bitle  ^  II-  Seite  'Mi3.  a.  (.  einen  strengen  Beiveis  über  die 
tchltrit  der  nym metrischen  Körper   gfgt^ben. 

_Pa  sieh  dieser  IJeweis  von  Lcaeirdre  durch  Originali- 
titidliebkeit  auszeichnet  und  die  Rleinens  de  (leoiu^trie 
I  immer  noch  nicht  so  nilgemein  bekannt  sind  ,  wiesic 
j^KO  theileii  Mir  ihn  hier,  ivenigstensderGedunkenrotire  nach, 
r  JMtTntt'rksiiini)  Leser  wird  itie  niisrührlichen  lieweise  wohl 
~ilidcu  und  sich  die  passenden   /eiehnuni;en  dazu    teicht 

nn  ninn  aus  der  .Spitse  eines  ftleichselienkliehen 

..■■>    l'.licne    ein  l.oth    errichtet   nnd    solches    r.a 

'  '■'■•••■    ifleieh   KroHs    nimmt,    auch  von  jedem 

;.    dieses  gleichscheukliciien  Dreiecks  eine 

iii   Endpunkte  dieser  beiden  Lothe  sieht. 

.iu;irkige  Pyramiden,    welche  sieh  decken. 
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II.  8atz.  Wenn  man  uus  dem  Aliltt>l|wnl(le  dea  um  tia  tfft- 
gebeites  Dreieck  xn  hedchntbenAeii  Kreises  luil  de«  Üreledu 
El'ene  eiu  Lnlh  erriclilet,  dasselhb  niieh  lieiden  Seiten  de«  Ure'i- 
«ckä  gleich  grotu«  macht,  und  jeden  Endpunkt  dieser  zwei  Luthe 
mit  jedem  der  driti  Winkelpuiiktedos  Üreier.ks  durch  gerade  Liaieil 
verbindet,  so  entKtolien  zwei  symmetriuclio  Pytaiiiideii  vou  gleicher 
jGrOsHe. 

Denn  jede  dieser  Pyramiden  zerfüllt  in  drei  uudere  von  )^eicli- 
Bcheaklichen  Grundflächen  ^wie  die  im  I.  kSalze),  tvelche  tiaar- 
neise  conj^ruent  sind.     Folglich  sind  auch  ihre  Summen  gleiiAi. 

lU.  Sütz.  Um  jede  dreiseitige  Pvntmide  kunti  eine  Kugd 
beschrieben  werden,  deren  Fläche  durefi  die  Seh  eitel  punkte  ihrer 
vier  Kiirpenvinkel  geht. 

Wenn  mau  um  eine  der  dreieckigen  Seitenflächen  der  gcee- 
l'tienen  Pyramide  einen  Kreis  huachreihi,  aus  dessen  Mitleftiiinkte 
I  auf  denselben  ein  Loth  errichtet,  so  ist  jeder  Punkt  diene«  Lothes 
I  von  jedem  Winkelpunkte  des  Dreiecks  gleiclnveil  enll'crnl,  nntl  es 
^  komnil  nur  darauf  an,  diesen  Punkt  so  zu  wählen ,  doss  auch 
«eine  F.ntfiirnun);  von  der  Spitze  der  Pyramide  eben  diese  GrSsse 
erhält,  was  man  leicht  durcn  Construction    linden  kann. 

^.   Satz.     Zirei    symmetrische    dreiseitige    PjTaraiden    sind 
I  gleich  am  Kürpertnhalte. 

Wrnn  man  um  jede  derselben  eine  Kugel  beschreibt,  so  sind 
'  Ihre  Halbmesser  voii  gleicher  Grosse.  Fallen  mm  die  Mittelpunkte 
}  dieser  Kugeln  in  die  Pvramiden,  so  Rille  man  aus  ihnen  auf  jede 
f  ihrer  ScitenfliLcben  ein  Loth,  und  ziehe  nach  jeder  \Vinkels[(it2e 
^  der  Pyramiden  eine  gerade  Linie,  so  entstehen  In  jeder  Pyramide 
»ier  kleinere,  welche  (nach  [l,  Satz)  paarweise  gleich  sind.  Folg* 
'  Bch  sind  auch  ihre  Summen,  d.  h.  die  symmetrischen  Pjrumlifei) 
r  rinander  gleich. 

V.  Satz,  Zwei  symmetrische  Prismen  sind  glei*.'h  um  Kör- 
per räume. 

Denn   man   sieht   leicht,    dass  sich  jede  /.ivei  symmetrische 

Prismen  in   eine   |;leiche  Anzahl    von   symmetrischen  dreieckigen 

I   Pyramiden    zertheilen    lassen.      Da  nun  dies«  [Taanicise  einiuider 

gteirh  sind  (nach  IV.  Satz),  so  sind  es  auch   die  gegebenen  syn- 

metrischen  prismatischen  Körper. 

Anmerkung.  Wenn  im  II.  Satze  der  Alittelpnnkt  des  Ulli 
das  Dreieck  zu  beschreibenden  Kreises  ausserhalb  dieses  Dr^- 
eeks;  oder  in  dem  )V.  Satze  der  Itliftelpiinkt  der  um  die  Pyrami- 
den zu  beschreibenden  Kugeln  ausserhalb  der  Pyramiden  ßM, 
^ao  Ist  es  leicht,   die  Beweise  auf  ähnliche  Art  zu  fuhren. 

15.  So  berriedigend  nun  auch  dieser  Beweis  ist,  so  iDLas 
•  man  doch  gestehen,  dass  er  (besonders  bei  näherer  AiislVlbniRg) 
'  wf  elementarische  Kürze  keinen  Anspruch  machen  kann.  Ek 
mir  daher  der  Mühe  «crth,  einen  so  höchst  « ichlipeii  SaU 
^  der  iSteroometrie;  das  Theorem  von  dem  Diagonalschnf  tte 
tchlel'en  Paral  lelopi  pedums,  so  kurz  und  brindig  zu 
len,  als  dieses  nur  immer  von  einer  ähnlichen  BchauptOl^ 
der  KSr[>er'^hre  gefordert  werden  kann.    Dan  hierüber  ersunnenen 


I  htttt^  It-h  bnrella  v«r  biijcrr  Zait  tier  vormaligen  l>«parie- 

2C-M-IU.  hilft  »lor  W.  \V.  und  K.  K.  In  iHainit   (wekhe  miuh 

':,     iiK^  «un  Beilrilt   a\s  nusivlirli,i;es  Mtt^l)<^il  beehrte) 

<  lirin  xiige^eudot,  und  die  Hiathemaliache  Sci-tion 

II  halte  RiriiieDiimti'lFiitigutsherrledlgend  erkaiiiit. 

I       :>-!  ••ffentlich  mit  der  Bemerkung  bei,  ilaMS  sie  sehr 

u(.  ilu-  Stelle  des  28.  Satze»  im  \l.  Buche  der  Elemente 

.  irlitlrti  Rueetzt    werden  und  so  die  Lücke  ergliiaen  kann. 

die  la  ilem  BeweiHe  dieses  wiclitigeu  Lehrsatzes  herrseht. 

tTaS.  Ifl.  Fig.  S.)  abedef'gh  das  i^egebene  schiefe 
I  lind  iidhe  dessen  Diagonalebenc,  so  ist  zu  he- 
-  I'riemn  acdher/  gleich  sei  dem  Prisma  nhdkff. 
-  (</  tu  /,  errichte  Im  in  der  Ehcne  ch  und  li  in  der 
;i'bt  uuf  el  und  ziehe  hn,  tto  sind  cg,  tte  und  dk 
[«eliene  (7m  meiikrecht  (El.  \l.  4.  und  H.).  Wird 
P^)whli*re  Pariillelopi[iediiHi  ah  durch  das  über  im  verlJln- 
UecL  lim  durchsclinitten ,  sn  entiK]iringt  daa  Kechleik 
Ft^onufdio  vier  Seilenflächen  dieses  Parullel«pineduiii9  lolh- 
i  «Ittben  a:i-  M.  ^■)- 

I  verlän^jere  uian  die  cg,  ai;  bf  und  Ah  über  _//,  e,  f  und  A, 

*■  ^^eJ,  ea^ai,  fo~6i  und  Aq=:din  ist.  \u'<i  ziehe  die 

(slluieu  ftn,  no.    ot/  und  i/p,    so  nird  »ogn  ein  Recht- 

t  iani  Rechtecke  i/iml  cangrueut    ist  (tl.  \l.    10.   4. 

i  nleht  UI3II  leicht,  das»  mm  ein  senkrechtes  Parid- 

1  ig  entstanden  ist,  ivelihes  durch  den  Dia  gönn  I  seh  ititt 

anrel  congraetite   dreieckige  Prismen  limnnp  und  ihnqon 

«rdeD  kann,    und  dans  Vier   Körper  catfind  dem  KGr])er 

BÄntil  der  Ki)q>er  adbhm  dem   Kr>r[)er  rA/'oqn  vollkummen 

Kot  Ol  ist. 


entstehen  nun  folgende  Sciilfisse: 

Knrpcr  acdilm^  Kiir\ict  eyhiipq. 

Ki'irpcr  Hmeifh  =  KRrper  Umegh, 
Ktitf  ^T  aedeffh  =  Kürper  iloiti)!^,  d.  h. 
Pri«nw  ardfgk  =  Prittmii  Umtipr/  No.  I. 
1^  DHtcleMien  )■!  auch  : 

KilTpcr  Arf«Afni^  Kllqier  fhrofjn. 

Körper  liiitifhe  ~  Klrper  kmifht, 
Knrii«r  hilafhi:=sKH'cYvc  Itmiaqn,  d.  h> 
Prisma  Af/u/A«=  Prisma  /duingn  Nu.  II. 

~.  Mch  dem  Eruiescneii,  Prisaia  ilmiipij  :=  Pnmn»  hnio^ 
kMtii»  auch  (nach  Nu.  L  und  II.)  Prisma  »vdt-gh  =  Prisma 

I  di«  jwif  den  Sflitcntlächcn  des  gegebeneu  «chieren  Pa- 
.rimw  lolbrccht  alBhende  I^urchschnltta-E hefte  Ukm  mit 
t  \»Aa  in  die  <irundllUcho  rgfif  ciiitroff»    aullte,    eu  darf 


84  ^^ 

man  nur  «las  gegebene  Purüluln]ii|>eiliim  alrarhulb  iieilli  iiinl  unler' 
halb  fghfxaa  die  Grüssn  Akt  Seit«  (/t-  ein-  oiler  mebrniiil  vttttiin- 
gern,  tvu  denn  Jor  nSüiiltulie  Uewem  (geführt  werticn  kann. 

17.  In  Krankrcicii  hüben  die  Elemente  des  Emlitles  an 
Peyrurd  (Itibliothekur  der  pulytecfiuiot^Iien  Sibule  zn  Paris)  einen 
selir  ibätigen  ücbursotzer  und  getrhicbten  Heraux^cber  uefuiiden. 
Seine  Sdirin  fiilirt  lUn. Titel:  Lea  El^nienn  de  Geometrie  li'Kuclide' 
traduilti  litt^ralcnient,  et  siiivis  d'uti  Trnite  du  ('orde,  du  Oyliodre, 
liii  CAne  et  de  la  Sii)i6re:  de  lu  mesure  des  Surfai-es  et  des 
Scliiics:  avec  des  Nulcs.  Pur  P,  Peyrard.  A  Piin«.  iN04.  XV. 
und  576.  S.  8.  mit  ä  Kuprertafelu.  Sie  enthält  eine  wuhlgeralhene 
würtliche  Uebersetzong  der  sechs  ersten  Biifher,  liebst  den 
elirten  und  Kwtlirten  der  Elemente.  In  dem  Supplemente 
(S.  447— 5r>8)  hat  Peyrard  die  von  EtiL'lideii  nicht  aiifiKe- 
nommenen  Stitze  vom  Kreise,  Cytinder,  Kegel,  loii  der  Kugel, 
vom  Ausmessen  der  OberflÜrheu  und  der  Körper,  mich  den  Gmnd- 
sHtzen  des  Archimedes.  aber  nat-b  Enelides  Metbnde  ab^«- 
liandelt.  Die  Noten  endlich  (S.  Ki!)— !S75)  enthalten  Erklärungen 
QbcT  einige  dunkle  Stellen  der  Elemente,  und  vorzüglich  eine 
Kritik  ueuea  Kotiert  Sim^on  in  Iletiig  auf  die  X.  Erkl.'inmg 
des  XIT  Ouehs. 

18.  Uicse  Kritik  betrifft  fürs  Erste  eine  Bebanptnng  von 
Robert  Simsan:  die  X.  Erklärung  des  XI.  Buchs  der  Kle- 
menle  8ci  nicht  allffenieiii  wahr,  indem  es  in  der  Tfaat  Kilr- 
.per  gidie,  welche,  obgleich  von  gleich  vielen,  gleich  und  öbniicheii 
SeitenüSi'hen  umschlossen,  dennoch  »eder  congriient.  norh  blo« 
fdeicli  an  Kiirpetratime  seien.  Diese  Behauptung  beiveiset  Itobett 
Simson  durch  :&tvei  Kürpcr,  welche  entstehen,  wenn  man  In  der 
tirundaäche  einer  dreiteiligen  Pyramide  einen  ivillkährlichen. 
Punkt  amiiDimt,  durch  ihn  ein  beriebiges  Loth  in  dem  Innern 
der  Pyramide  darauf  errichtet,  ditssellie  eben  so  weit  zur  andern 
Seite  der  Grundfläche  verlängert,    und  nun   von  jedem  Endpunkt« 

l>  dieser  Loihe  drei  gerade  Linien  nach  den  drei  AVinkclpunkteu  der 
~    Grundlliicbe  ziehet.     Man  sieht  leicht,  dass  die  sich  hierdurch  bil- 
denden zwei  Kiirper,  von  tvelchen  der  eine  vier  ausw.'lrtsgehende, 
der  andere  aber  drei  auswärts-  und  einen  einwärtsgehen  den  Kttr- 
perH-inkel  hat,  von  gleich  vielen,  gleiuh  und  ähnlichen  Seileuflitcben 
eingeschlossen  werden,   ohne  dass  solche  weder  an  Grösse,  noeh 
I  an  Gestalt  übereinstimmen.    Da  nun  dieses  unwidersprechlich 
[  irahr  ist,  so  müssen  wir  Robert  Slmson's  Aeussenine  als  voll- 
'i'lioinmen  begründet  ansehen,  und  die  X.  Erklärung  des  XI.  Buch« 
f  bt  somit  nicht  liestlniniteenng  ausgedrückt.     Peyrard  sagt  xww: 
„Ist  es  nicht  einleuchtend,  dass  FTuclides  nur  von  solchen  KCr- 

Sern  sprach,  welche  keine  einwärts  gehende  Winkel  haben?" 
jleln  hier  ist  nicht  die  Rede  von  dem  Sinne,  welchen  Encli- 
[  des  mit  seinen  Worten  verlmndeii  haben  mag,  sondern  von  dem 
L^inne,  welchen  man  mit  klar  ausgesprochneu  Wurten«  verbinden 
kjDüss.  Und  darin  hat  Robert  Simsen  offenbar  Recht.  Was 
L«onst  noch  gegen  diese  X.  Erklärung  zu  bemerken  ist,  ward« 
(veits  oben  (3.)  auseii 

19.    Fürs 
L  UnzulängUche  i 


idergesetzt, 

weite  entgeht  dem  scbitrri-inmgen  Peyrard  dM'' • 
dem  Üeweise  von    Robert  Simson  nicht.      Er 
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_    _l  mit  »•■•lil.  «LuM  .IpT  .Will.  tin<IXL.8fttE  de»  Xl.  Buch»;. 
IT  hU  ndi  .Irr  IN.  oiidlV.Sat«  dva  XII.  Uuchs  Act  Elemente 
ViMM  MVirdiernd    ilnruFthsn  sei ,    so  lange  die  (rugÜche  Be)iau|i- 

Ab«T  trie  vfirhält  steh  Peyraril  in  dieser  schnierigorj 
Er  aldll  drei  Luhrelilze  aiifj  M-eiche  mit  den  von 
ifl^inison  aaiüßcsprochen«!!  im  Wesentlichpii  einerlei  sind. 
ir«ilcn  LithntaUe  lieniprkt  vr  Hiii^tt  rldilii; ,  dann  rhM  |lio 
Mien  Krtr]uTwinkrt  nicht  iniincr  deckten,  sondern  his- 
_.  «vmmt^trisclte  erschiejien.  Aber  nun  lieisst  es; 
n  wMiesse  ich,  dass  die  Oon^niens  zweier  Kfirner- 
lirvlehe  von  drei  elinnen,  einzeln  cennmnien,  gleicnen 
jin^vnchlosjDcn  sind,  nicht  Statt  finde,  nenn,  nachdem 
|f  jCleithe  ebene  Winkel  dert^elben  in  einander  gelebt  hat, 
■  andern  Winliel  nic-bt  nach  den  nfini liehen  Seiten 
e):«n.  In  diesem  Falle  mnas  niun  aieh  nUo  beunCigcn.  zu 
■iuAS  7«ei  Krir|ienvinl(el,  deren  jeder  von  ilrei  ebenen 
Ib.  welche  {inmneise  einander  gleich  sind,  LebiMet  wird, 
hdl  unter  sich  gleich  sind,  weil  ihre  hcstinnncnden 
naAe.  d.  fa.  ihre  ebenen  Winkel  und  ihre  Keigun^cn, 
llaicbe  (»rTrsso  haben." 

ai.  Peyrard  hat  hierdurch  wohl  Robert  Simsnns  üe- 
e,  dass  sich  die  rraslkdien  Könierivinkel  deckten,  bericb- 
illein.  dass  er  jene  Küriterninkrl  gleiche  nennt,  ivclche 
it  al«  ctin^uenl  erscheinen,  ist  ße»en  die  Natur  der  fSacbe, 
HelbHt  peaen  den  Sprach geb raneli ,  da  solche  Köriierwlnkel 
"FoM  Kymmelrisehc  heissen.  Man  soll  nie  von  alltiemein 
,nit1e»  Be^riffiibefttinimutigeD  abweichen.  Alle  Geometer  ver- 
aber  unter  Glciciibeit  die  Uebereinstimmun^  in  der 
unter  Aehnlirhkcit  t'eberein£timun)n<r  in  der  (ieetult, 
C'oucrnenz  die  Uebereinst immune  in  (Iri'sse  und  (ie- 
*Rb.  Nach  diesem  ere'rcbt  sich  so^leieb,  dnss  die  frai;- 
jterMlnkel  weder  gleiche,  noch  ähnliche,  noch  con- 

l^enunnl  trerden  dilrfen.     Sie  sind  nSmIich    znm  Theil 

:b,   zum   Theil   öhnlich.    und   folglich   nicht   vollkommen 

hutllmiiiend.      Ilie    Benennung:     symmetrische    Ktlrjier* 

,))l  ist  «ob!  flle  scbicklichsle.    Wie  durfte  sie  also  Pejjrnrd 

lewien,  da  er  sich  selbst  des  Ausdrucks:    symmetrische 

bedienet  ? 


dritte   Lehrsatz 


ist 


lirtlich    Auf 


ingitel.    dass   die 
;onalscholtte  deH 
entstellen,  gleich  und  iihnlich  seien, 
con[;riient  erscheinen.     Hier,  bemerkt 
begnügen,    zu  sasen,    dass  diese  Kllr- 
^klb  gleich  und  ähnlich  seien,  weil  ihre  bestimmenden 

^eiweilifi  vollkonunen  gleich  sind. 
_       '  PriifuDK    dlewer  Ansieht  nifissen   wir  it(n<ere  vorigen 

S[«n  (Ül)  «iedcrholen.  Es  ist  fürs  Erste  pegen  den 
nradigehrauch ,  zttei  Kiirper  gleich  und  ühnlich  ta  neu- 
l«M  doch  nicht  cnngruent  sind,  und  nofür  Peyrard 
I  Ausdmck:   »yntmctriitdie  Körper  gubmiicht     Aber  für« 
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ZCireite  kann  noch    weniger  aus  einer  solchen   Gleichlidt  mid' 
Aehnitchkeit  die  UeiiereiDstimmunf^  in  der  Grösse  beider  K9fp«r:^ 
abgeleitet  werden«    Diese  ist  Tielmehr  gar  nicht  scharf  bewieMlL^ 
Da  Peyrard  selbst  (a.  a.  O.  8.  564.)  aof  die,  der  Geometrie  TOttT* 
Legendre  beigefügten  Noten  verweiset  (33  u.  f.)j   so  ist  es  um 
so  aufralleiider/  wie  ein    so  strenger  Geonieter  sich  hier  di^Msea' 
Mangel  an  Schärfe  erlauben  konpte.    Er  hätte  zum  wenigsfen  die' 
Beweise  von  Legendre  (14)  seinem  Vortrage  eioverletbeo  sollen« 

24.  Da  der  Satz  von  der  Gleichheit  der  zwei  dreleddgeil' 
Prismen,  welche  durch  den  Diagonalschnitt  eines  schiefen  Paral*  . 
lelopipedums  entstehen,  in  den  meisten  Coropendien  der  Elemeii«  ] 
targeometrie  nur  hOch;i$t  unbefriedigend  erwiesen  wird,  so  ist  «^  '. 
zweckmässig,  hier  noch  den  strengen  Beweis  eines  altem,  jedem' 
deutschen  Geometer  rühmlichst  bekannten  Schriftstellers,  dei- 
gründlichen  Karsten,  beizubringen.  Man  mOgte  8ich  wunderta^J  ^\ 
dass  diese  sinnreich  ausgedachte  Demonstration  nicht  hSufif^er  hl'  ] 
späteren  Schriften  aufgenommen  worden  ist;  allein  wabrscheinlid^:  '\ 
hat  man  sie  nicht  liir  elementar  genug  gehalten,  um  solche  den 
ersten  Anlangern  mitzutheilen.  In  der  That  scheint  sie  äudi 
deiL  unserigcn  (16.)  in  dieser  Hinsicht  nachzustehen. 

25.  Um  diesen  Beweis  von  Karsten  (Lehrbegriff  der  Mathe- 
matik, Geometrie,  §.  343.)  kennen  zu  lernen,  thellen  wir  ihn  hier 
in  einer«  fasslicheren  Form  mit. 

Wenn  AS  (Taf.  III.  Fiff.  6.)  das  gegebene  schiefe  Paralldo-, 
pipedum,  GCMQ  aber  der  Diagonalschnitt  ist,  und  man  legtdufd 
die  Mitte  E   und   O   der   Grundflächen    AI  und  KS  die    Ebene 
HßLR  parallel  mit  GAKQ,    und  die  Ebene  FDNP  parallel   mit. 
ACMKf  so  entstehen  vier  Parallelopipedcn:    JO,  FR^  BN  und 
ESy  welche  unter  sich  congruent  sind,  und  deren  jedes  }  des  ge* 
gebenen  ist.    Zwei  von  diesen  Purallelopipeden  theilet  der  Diago- 
nalschnitt GCMQ  nicht;    zwei  andere  aber  werden   durch   ihn  in 
zwei  dreieckige  Prismen  getheilt.      .lene   sollen   die   äusseren», 
diese  die  mittleren  Parallelopipeden,   die  aus  letzten   ent-' 
stehenden    dreieckigen    Prismen    aber    die    mittleren    Prismen 
heissen. 

Wird  nun  jedes  der  mittleren  Parallelopipeden,  wie  das  gege- 
bene, in  vier  kleine  Parallelopipeden  getheilt,  so  entstehen  In 
jedem  wieder  vier  congruente  Parallelopipeden,  zwei  mittlere 
und  zwei  äussere,  oeren  jedes  tV  des  gegebenen  ist.  Jeden 
dieser  mittleren  könnte  nun  wieder  so  getheilt  werden,  und  man 
würde  in  jedem  vier  congruente  Parallelopipeden  erhalten ,  deren, 
jedes  ^  des  gegebenen  wöre.  Diese  Tneilung  aber  kann,  wltt- 
man  leicht  sieht,  ins  Unendliche  fortgesetzt  werden. 

^  Da  nun  hei  jeder  Thellung  die  Summe  der  äusseren  Paralle- 
lopipeden die  Hälfte  des  gegen enen  beträgt,  und  somit  von  lets- 
terem  die  Hälfte,  von  dieser  Hälfte  wiederum  die  Hälfte  u.  n.  f. 
ohne  Ende  hin  weggenommen  werden  kann,  so  muss  der  unter- 
schied zwischen  der  Samme  aller  äusseren  Parallelopitfi^^ 
den  und  dem  gegebenen  einmal  kleiner  als  jede  aneebliehd 
GrCsse  werden.  (Elem.  X.  B.  1.  S. ).  Allein  der  Unterschied  der" 
grosseren  Prismen  GCS  und  GCa  kann  nnr  in  dem  Unterschiede^ 


■illlercü  Prismen  liegen.    Oa.  duh  diese  mittleren  Prismen 
:   kbiiift    "I*   i'-^'c    nngeHlteh«    GrCsse    werden   können , 


1    ü'Hk        ^. 

■  mich  ihr  X'nte'r schied  in  d< 

Irdifi  ■trT'sscrcn  Prismen   GCS 


-rl.  lt. 


AlaaKSQ  verkleinern.    Ua- 
_       .  id  GCK  um  einen  Unter- 

'B«hinli.-n.    der    kleiner    als- jede    angebliche  Grösse  ist, 
Prismen  sind  gleich. 

Bi'i  (lern  DiiTelidenken  dieser  sinnreichen  Oenionstratioir 
folgenden  Heneis  gefunden,  welcher,  wi«  es  mir«choint, 
I.  I.  -:,.,.  „„,[  FasMlH-hkeit  emjirehlen  mitgte. 

i-rkie«  Priuma  fiCS  (Taf.  DI.  Flg.  6.)  besteht  aus 
P.i rillt elopipediim  ES,    trelehcs  J   des  ^gebenen 

<'i  Husseni  Pariilleltmineden.  welche  zusammen /.., 

:    aus  vier  anssern,     welche  msammen  ^^,    d.  h. 

tt  acht  änssern,  vvelebe  zusammen  g*,.,  d.  b.  ^ 
mbwül.  und  «o  fort  ohne  Ende.  Die  Summe  aller  dte- 
.  I  Prismen  (sie  hnissn  S)  liililet  nUo,  in  Bezn^  auf  das 
ilpedoiD  .'4^=1,  eine  unendliche  Reihe  von  der  Form: 

IL     Aus  der  Arithmetik  ist  aber   bekannt,    daHs,    wenn  a  dai* 
I  GBcd.  c  dl»  Espunent  und  <S  die  Nuinme  einer  unendlichen 

B«ibe  iMMtliilckt,  der  Werth  von  S^t sei     Daher  ist,     ffir 


S= 


-=|— ix*- 


III.  Aul  aleiche  Weise  ist  ab.ir  auch  rlie  Summe  aller  an*- 
'liipiitedcn  im  dteiecki>;en  Prisma  fiVK  =  i/I.S',  weil 
i>i  \V  cefinideneu  aus  cleichvielen  und  ^c^iviseiliR 
_^  .  II  (iliedern  beklebt  Folglich  ist  Prisma  (iVS^i*t'\»mix 
Ä'=lPAri4lleli>(ii)iedum  AS. 

W- B-    Der  hier  (in  Iß.)  iiegehiuic  direete  Beweis  des  Lehr- 


tcbkrit  mit  geometrischer  Strenuc  voreinifit.     Er  ist  fol- 


»bat  t 

fwwui  (T«riir  Fie^   7.)  ABCtiEFVIl  A&s  gegebene 

■rallelnpiiiedum  und  BltllF  der  Uia^iinidscbnitt  in  dem- 

mII  bewiesen  werden,    dass  das  schiefe  dreieckige 

"V  dem    schiefen   dreierltiaen   Prisma  IlDCFlfti 

firDswe  sein  kann,    ohne  auf  eir)cn  Witlersprucb 

iloher  aas  der  Annahme  dieser  Ungleichheit  her- 

lu  Man  lece  durch  AD  (wobei,  der  Einftcbhcit  wegen,  die 
Vnnkr*  OAE  und  .4»//alt>  rechte  aiigcnommeii  sind)  eine  Ebene, 
'  wfhrhc  Ulf  ffr<;M,)Hirecht  siebt,  so  bildet  dieser  Durchschnitt 
III  ADhJ,  uuf  dessen  Ehune  die  Seilenkanlen 
r;  »erikrecht  sind.  Wird  mm  ebenso  durch  /Y.' 
-cbrnc  lothrcchl  auf  A  EHD  celcet .  ■"  entsteht 
in  Fr.Mh,  welche«  dem  Par;iIle!ograinme  .4/>AV 
auf  »rtrlipra  iJic  Kantcnlinicn    /„<.     /l/fl.    FH, 


4 

4 


8,S 


OC  clieiiralU  senkrecht  sinil.    Itentiiiieli  liililet  skh  im  Inn«  

ffchiefen  P.iralleliimueilttms  AliVÜEl'GU  e\\\  senkrechtes  PatdL. 

fcpi{)edltln  AJKDLh'dM,  ivelches  diir<;li  die  DiagoDalflbene  DJFJH 
die  beiden  volHcommea  <:on);ru«nteii  dr(!iei:ki);eu  PrismeB 
'  AliJLMF  und  DJKiaFG  gi-th«ili  wird,  wie  A\e»M  aus  TaT.  III. 
[  Fig.  I.  Iiervorgclil.  indem  das  vordere  dreieckige  Prisma  dvrt^e- 
I  >4tUl  in  dai«  hintere  gestellt  werden  kann,  dass  beide  nur  ein 
>  einziges  bilden. 

c.  Diis  schiefe  dreieckise  Prisma  {Taf.  III.  Fic.  7.)  AOBEHF 
[  Jiesteht  daher   aus  dem   senkrechten  Prisma  AOJL.VF,    aus  der 

'  jreiseitieen  Pyniinlde,  dureti  Griuidflüchti  das  Dreieck  ADJ  und 
llfiren  Spitze  in  B  ist ,  und  aus  der  vierseiligen  Pyramide ,  deren 
Gruntinäche  da«  Parallelogramm  L3t/IE  and  .leren  Si.itKe  in  F 
Eegl.  ^  Ebcnsn  bt^steht  das  «i^hiele  dreieckige  Prisma  IlDt'FtW 
BUS  dem  senkrechten  Prisma  DJKMFG,  aus  der  viereckigen 
\  Pyramide,  deren  Griindflltchc  BCKJ  und  deren  ^iiitze  ü  ist,  und 
t  aus  der  dreiseitigen  Pyramide,  deren  Basis  das  Ureieek  FHG 
und  deren  Spitze  in  ^W  ist.  Man  überzeugt  sich  leicht,  dass  £9 
ebengenannten  beiden  viereckigen,  so  wie  auch  die  itwei  dreiael- 
igen~ Pyramiden  keine  congruente,  wohl  aber  symmetrische 
8.)  Kiirper  seien. 

d.  Sollten  nun  diese  beiden  schiefen  dreieckigen  Prismen 
ADBEUF  und  DBCHFG  (welche  mit  P  imd  Q  bejielchnet  wer- 
den sollen)  an  Grüsse  verschieden  sein,  so  kann  dieser  Unter- 
schied  (da   beide  die  einander    coiigruenten   dreieckigen   Prismen 

'  als  Itestandibeil  gemein  haben)  nnr  in  der  Verschiedenheit 
der  Kürpersumnien  AOJB  f  LEHMF  und  FGH.V  +  KCBJD 
begründet  sein. 

e.  Ware  nun  (hypothetisch  angenommen)  /' >  Q,  so  acttrs 
man  P—  Q^d,  und  es  ist  klar,  ilass  nunmehr  iP — >2Q  =  2i:I, 
3P-3Q=3rf  und  überhaupt  nP—nQ  =  nd  sein  mflsste.  Wenn 
aber  geseigl  werden  kann,  dass  bei  P — Q,  bei  IP—lfi,  hei 
ZP-iQ,  und,  im  Allgemeinen,  bei  nP-nQ  stets  eine  und  die- 
selbige  Differenz  stattfinden  müsste.  wenn  bei  P — Q  irgend 
eine  Differenz  bestände,  so  ist  diesi's  nur  dadurch  müglicb,  dasc 
diese  Differenz  ^0  ist,  d.  h.  dass  P^Q  sein  muss. 

f.  Denkt  mnn  sich  die  Seitenkanlen  EA,  FB.  HO,  GC 
fiber  A.  B,  D,  C  an  verlHngert,  bis  An  (welche  man  in  einer 
Zeichnung  wirklich   ;(iehen  kann)  =£^,    BI>  =  FB,    Dd  =  HD, 

I  Cc=6FCist,  verbindet  die  Endpunkte  n,  b,  d,  c  durch  rier  ge- 
rade Linien  und  betrachtet  den  Ulagnnalschnitt  dhFB .  so  ist 
ItUr,  dass  in  dem  schiefen  Parallelöpipedum  abcdKFGH  swei 
schiefe  dreieckige  Prl.snien  entstehen,  von  welchen  aftdKFH 
=  {ABOFFH  und  d(>cnFG=},DBCHFG  ist.  Wird  nun  durch 
ad  eine  mit  AJKD  parallele  Ebene  gelegt,  so  entsieht  ein  Vier- 
eck aiitl,  welches  mit  abrd  einen  Kilrper  nbcdt/c  beslimmt,  der 
dem  Körper  ABCDJK  vollkominen  cnngruenl  Ist,    nnd  die  oben 

Sin  c)  bemerkten  Theile  dieser  Kiirpcr  bilden  den  Ueherschasa 
1er  beiden  grossen  schielen  dreieckigen  Prismen  {'IP  vmA'iQ)  Qtter 
'  die  zwei  in  ihrem  Innern  entstehenden  congruenten  dreiecki- 
gen Prismen.  Eestäiide  nun  zwischen  P  und  Q  .eine  Differena 
=rf,   so  musste  hier  bei  2P  und  IQ  eine  Differenz  ='M  statt- 
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fhi:  Da  aber  auch  bei  nP  und  tiQ  (wie  die  fortgesetzte  Con- 
■Baa  der  ffleichvielfach  grussern  schiefen  dreieckigen 
bnaa  P  und  Q  deutlich  zeiget)  diese  Differenz  zn-ischen  P 
l'Q  aie  grosser  M-ird,  so  kann  zwischen  P  und  Q  gar  kein 
Mnehied  bestehen ,  d.  h.  es  muss  P=0  sein. 

WSre  der  Winkel  ADH  ein  stumpfer,  so  würde  durch  D 
Boe  gelegt,    auf  welcher  die  vier  Seitenkanten  DHy  AE^ 
l^CG  lothrecht  stehen,   und  der  Beweis  wäre  der  nämliche, 
'*^^  auch    durch  F  eine  Durchschnittsebene   gelegt    würde, 
!abeo  diese  Kanten  senkrecht  sind. 

Der  allgemeine  Satz,  worauf  sich  dieser  indirecte  Beweis 
ist  demnach    folgender:    Wenn  zwei  Grossen  P  und  Q, 

ben  man  nicht  weiss,    ob  sie  einander  gleich  oder  un- 

1^  sind,  gegeben  werden,  uud  man  kann  übcjrzeugend  bcwei- 
«•jIms»  wenn  zwischen  ihnen  ein  Unterschied  stattfände,  eben- 
flÄlbe  auch  bei  Ihren  Doppelten,  Dreifachen  und  überhaupt 
■mi  nfaehen  stattfinden  müsste,  so  muss  nothwendig  auch 
bQ  aein. 

L  In  der  früher  erschienenen  Abhandlung :  Der  28.  Satz  des 
Buchs  der  Elemente  des  Euciides  u.  s.  w.  S.  4.  mit 
r  Steintafel  .(40  Kr.)»  ist  sowohl  das  Geschichtliche,  als  das 
lache  dieses  Satzes  ausftihrlicher  dargestellt  worden« 


*- 


«4i 


i. 


m 
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I  ■  ■ 


Heber  zwei  Knrren,  die  von  der  Klllpse,  ^ 
aligreleitet  sind.   Bereclinimgr  der  tob 
densellieii  nmscliiosseneii  Flftclie. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  J.  Dienger,  ' 

■  Lehrer  an  der  höheren  Bürger«chale  zu  Sintheim  bei  Heidelberg. 


$.  1. 

Sei 

i 

die  Gleichung  einer  Ellipse,  (x' ,  y')  ein  Punkt  derselben.  Auf  diesen  ; 
JPuukt  ziehe  man  vom  Mittelpunkte  einen  Radius  vector  und  Tei>  ^ 
längere  diesen  um  die  Grösse  h.    Die  Gleichung  des  Rad.  vect«    \ 

ist  y  =^-7  X,  und  die  Koordinaten  des  Endpunktes  (des  yerlängerteA    i 

Rad.  V.) :  o:'  +^ ,  y'  +  ^ ,  wo  r'  =  Vx'^+y«.    In  diesem  End- 

r  r 

punkte  errichte  man  eine  Senkrechte  auf  den  Rad.  v. ,  so   ist  die    | 

Gleichung  dieser  Linie:  j 


,_(^+«)=-^(._^--i).  „, 


Das,    was   bisher   mit   einem    einzigen    Rad.  vect.   Torgenommea 
wurde,  nehme  man  mit  allen  vor,  und  suche  sodann  die  GleicbaiM( 
der  Kurve,  die  von  allep  den  auf  den  verschiedenen  Rad.   vect  ;, 
senkrecht  stehenden  Greraden  berührt  wird.    Zu  diesem  Ende  moM 
man  die  Gleichung  (1),    welche  auch  so  dargestellt  werden  kaont 


yy 


'  +xx'  =  x'^+y'^+h\rx'^+y'^,  0) 


nach  x'  differenziren ,  indem  man  y'  als  Funktion  von  y,  bedingt  i; 
durch  die  Gleichung  j 

x'^  ,  v'*      , 

^  +  1^=1,  (2) 

ansieht .  und  zwischen  der  erhaltenen  Differenzialgleichung  und  der 
Gleichung  (I),  .r'  und  y'  eliminiren.    Nun  giebt  (1)  : 
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3rJ«;+^=2y+2yg  + 


<.'  +y  %) 


mmd  am  (2)  folgt : 

dx'       ««y 

Ifct  mü  diesen  Wertb  in  (3),  so  erhält  man : 
»'- 
/i^y »-  **jr'y=2(ii»  -b*)x'y'+  A(a«  -  6»)  ^^^       -.    (4) 


f -.' 


V^^ 


y 


■mnirt  man  nun  aus  (I),  (2),  (4)  die  Grössen  a^,  y»  so  erhält 
■■  die  Gleichung  der  gesucnten  Kurve. 

Hieraus  folgt: 

2aVg+6aar^a~&Vg    ,  ha:' 

^~        ay^  +  b^a:'^         ""  +  V^'2  qp^/2  ' 

Diese   Gleichungen   geben   fTir  jeden  Punkt    {x'  ^y')   der  Ei- 
den ents]»rechenden^  Punkt  der  gesuchten  Kurve  an. 


Blan  setze  io  (5)  a:'=acos  (p,  j/  =  bain  q>,  so  genügen  x', 
der  Gleichung  (2),  während  tp  ein  Winkel  ist,  der  in  dem  Punkte 
ist,  in  welchem  die  Axe  der  jt  die  Ellipse  schneidet;  durch 
Substitution  findet  sich: 

x=  (l  +  c*8m*9)  acoR<p-(- 


VI -e«  sin*  9 
6*— a«e«cos«^  .  ftAsin®  ^^^ 

*  = ft ""''  +  airm«sTn-^' 

«•== 2 — •     I^*'®  Gleichungen  (6),   wenn  man  in  ihnen  w 

n  0  bis  2n  gehen  lässt,  driicken  die  gesuchte  Kurve  aus.  Durch 
ppfaiatiou  von  <p  zwischen  ihnen  erhielte  man  die  Gleichung  der- 
Jißbem  in  gewöhnlichen  rechtwinklichen  Koordinaten.  Für  den  Fall 
t=0  eriiält  man  als  gesuchte  Gleichung  (siehe  Crelle's  Journal. 
IL  33.  S.  90ff.): 

|ä«(26«-a«)  ar«  +96«(2«a  -6«)y«-4(a«+Ä«)(2ft«-a*)(2a«-6«)l* 

^V'k  oiMflnn  Falle  wfirde  die  Endgleichnng  offenbar  noch  ver- 
*   Her  ausfallen;  da  es  aber  für  den  Zweck,  der  hier  verfolgt 
nicht  nothig  ist,  dieselbe  zu  haben,   s»  begnügen  wir  uns 
■en  Gleichungen  (6). 
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Die  gesocbte    Kurve,  besteht   offenbar  aus  vier  koDgraeoteo 

Theilen,  von  g)=0  h\s^9q)^=^his  tc,  (p=:it  bis  -«-»  9'='o"    ^^ 

27t,  Der  erste  dieser  Quadranten  ist  von  den  positiveo  TheUeo 
der  Ajcen^  der  x  und  y  begränzt:  er  beginnt  an  der  Axe  der  jc, 
Suchen  wir  nun  die  Flache  zwischen  der  Axe  der  x,  der  Kurve 
und  der  Ordinate  y.  Da  die  Ordinate  y  den  Quadranten  in  zwei 
Theile  theilt,  so  muss  noch  bemerkt  werden,  dass  derjenige  dieser 
beiden  Theile  gemeint  ist,  der  vom  Mittelpunkte  entfernter  ist. 

Die  Formel  für  die  Quadrirung  ist  4: /^c2a;^  je  nachdem  j?  mit 

wachsender  Fläche  zu-  oder  abnimmt.  In  unserm  Falle  ist  das 
untere  Zeichen  anzuwenden.  Da  aber  o:  und  y  als  Funktionen  voQ 
g>  gegeben  sind>  so  ist  der  Ausdruck  für  die  gesuchte  Fläche 

P9     dx  ^ 

Setzt  man  hier  die  obigen  Wertbe  (6)  von  x  und  y,  so  erhält  maq 
als  Ausdruck  des  gesuchten  Fläch  eustücks  : 

ab  I     sin  ^(p  dq)  — ^  /     sin  ^9  cos  ^  dq) 
-{-  2  abe^ I     sin  V cos *g> 89  +  06«*  /     sin^qidfp 


.  2a3|>4  p9 
-i X —  #     sm  *9  cos  *g)  oq> 


b 


«'«^  /^^  .   4         «    :5     .    Ä63  /*9'        sin«9)8g) 

"       ./o  Vd-e^sinM»"'"     Jo     V(l-e»8in»9) 

oti.,«/*^    8inVcos«y8<)D 

"^       7o  Va-e'sinV)'*'   a«y„  V(l-e«siif^ 
Nim  ist  aber : 


/. 


/ 


9  , 

sin  '989=  —  i  sin  <p  cos  9  +  i  9 , 


9  , 

8in^cos*9d9=:isin'9>cos9  — 9sing)C0S9-f  ^  9, 
o 


9  , 

sin ^989)= —  J sin '9 cos 9  ~  '  sifi 9) cos (p-y-ltp, 
o 

sin  V ^^^ ^(phq>^=z\ sin  '9 cos  V ~l~  0  s'^i^ '9 <^os T'  ""  r« sin 9 co» 9 
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g^mfl^cMApSip  =  J  em^tpcoatp  -  i^  Bin^tpcosq)  —  j\  sing)  cosfp  +  V 

/»f         sin  *y  8y E{(p,e)  g^sinycopy 

o   VU - e«siu«<py  ""    l-«'-"        (l-«*)1^1-e«sin*<p 
F{q>,e)  —  E(g>,e)         sin  y  cos  y 
~  «*  Vl-cVinV' 

y^y  sin*ycosV8y  _  jE(y,e) e'sinycosy 
0  V(l-c«sin«9p  ~  1-«^  (1— e«)  Vl--g2sin2g7 
,  (2-c«)£(y.e)  ,  c.a -g^)^(y>g)  ■  (1 -e^)sinycosy 


yy sin  *g)  3(p       F(q),e)  —  Ejtp  ,e) 
0   Vi--i!«8inV""  «* 


yV       8inV8y       _  Vt^ggsingysiny  cosy  _  2  (1+ g^)i:;(y ,  e) 
^  Vl-e«sin«9J  3e«  Se^^"^ 

+ 3?  ' 

yysinVcosyay        (2— e«)i;(y,e)       2(1  — e^F(y,e) 
o    Vl—e«sin«^    ""  3e4  '  §i* 

^__  Vi  —  e^sin  *y sin  y cosy 
3^^  ' 


wean 


E(9.e)=fJvi-e*Bin'g>Bv,F(v,e)=fJyf^^f^^- 


Ferner  ist 


Jo     1— €*sin«y        Vi  — e« 

Dilerenzirt  man  diese  Gleichung  nach  «,   und  theilt  beiderseits 
dmrth  2e,  so  er^riebt  sich 


1  sin  y  COS  y 

^    2(1— c«)     '  l— c«sin«y  ' 

Setzt  man  diese  Werthe»  so  erhält  man  das  fragliche  Fläcbenstiick. 
Um  den  Quadranten  zu  erhalten»  niuss  man  y=-^ setzen.  Der- 
jalbe  ist  also: 


u 

[Eir^.e)        (2-e«)£(|.e)     2(1-e«)F(|.e) 

-**'•    fc-^ ii + 14 


+  ;iA 


|F(|,e)-£(|,e) 


«* 


((2-e«)£(|,e)     2(l-e«)F(;,e)) 
_2ftA.«  j __i_j 

(2(l+e-)F(|,e)    2(1+^)£(|, «))       ^,^,  ^ 

# 

Mithin   der    ganze,    von   der  fraglichen  Kurve  umschlossene 
Raum: 

^( ^ )-^-J'E(-^>e)+ShbF(-^,e)+lfln.    (7) 

(Ueber  die  Herleitung  obiger  Ausdrücke  sehe  map  u.  A.  Oelle's 
Journal.  Bd.  31.  S.  25  ffT) 

§.2. 


Sei  wieder 


a:«      -'« 


die  Gleichung  einer  Ellipse,  (x' ,  y)  ein  Punkt  derselben.  Die 
Gleichung  des  Radius  vector  in  diesem  Punkte  ist  y=^Xy  und  die 
Gleichung  der  auf  seinem  Endpunkte  Senkrechten :  y  •{-  suf  =i 
ar'^fy*.  Die  Gleichung  der  Normale  Im  Punkte  {pc^  y  %f)  ist :  -«(y— y*) 

y' 
:=^(J? — x')^  die  Gleichung  der  mit  der  Normale  parallelen,  dorcli 

den  Mittelpunkt  gehenden  Geraden  also-^a?=— ^y.  Heissen  mm 

Xy  y  die  Koordinaten  des  Punktes,  in  dem  diese  letztere  Crerade 
die  so  eben  erwähnte  Senkrechte  trifft,  so  ist 
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Setzt  man  nun  jr'zzr'cos^'y  y''=ir'H\ng>* ,  so  dass 

ud  etiminirt  aus   den  drei  letzten  Gleichungen  r',  q)'  f  so  erhält 

(ci«.r2+6«ya)»±=:(a*a?a+6*y«)«  '   (8) 

^  fdi  Gleidiong  der  durch  alle  jene  Fusspunkte  gehenden  Kurve. 

M         Man   ziehe  in  einen  Punkt   (x' ,  y')   dieser  Kurve  (8)  einen 
^^  Radinsvector,  und  verlängere  denselben  um  die  Grösse  A,  so  sind 
*"    Koordinaten  seines  Endpunktes 

,  . hx'  I  ,        H 

I  aiiche  nun  die  Gleichung  der  Kurve,  die  durch  die  Endpunkte 
aller  so  verlängerten  Radien  geht  Setzt  man  x*  =ir  cos  q> »  y' 
=rain99  so  hat  man  r,  (p  zu  eliminiren  aus 

a?=rcos9  -^hQOBq>=:(X'\-h)coBfp9 
jf =r  sin  g) -f  ^  sin  9 = (r -{- A)  shd  ^f 
r»(o*cos«9)  +  6«ain«g>)83=  (o^cos^y  +  6*sinV)*- 
menna  folgt  (r+Ä)2=Ä«  +  y2,  r=Va:«+y«-A, 

x^  x^  f/*  V* 

Deaaadi  erhsh  man  als  Gleichung  der  fragiicheo  neuen  Knnre : 

«elcbe  Gleichung  fiir  A=0  in  (8)  übergeht. 

Biese  Kurve  besteht  aus  vier  kongruenten  Theilen,  so  dass 
Ai  Betrad^tuttg  eines  Quadranten  genügt  Man  setze  In  (9)ar=: 
reoa^>y=rsia9y  so  ist 


(r— *)«(a«coRV  +  6«sln  V)*  =  (ö*co»'9'  +  6*sin29)«, 

a*cos*9+  A*sin*g) 


I', 


(ä«cosV  +  6*sin«g))r 
Fflr  den  FUchenmhalt  des  Quadranten  findet  sich  : 
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n 


7t 


n 


~"2  ('*    2+^Vo  (a«cosV+6*8iDV* 


TT 

/^  (g^  cos  'y + ft^  sJD  V)*  ^ 


Setzt  man  a-=e*,  so  ist  a«cos*g>+&%inV=«*(l— Ain^), 

demnach 

n  7t 

0   (a^cos^y  +  6«sin  V)*  ~  «V  o   (l-«*siD«y)r 

iF(^,e)-£(^ 


^5 f' 


IL  ^ 

y"*  2  snySy 1    /*"2     sin^yfly 

0  (o*cos*9  +  6*8in*g7)i      «V  o  (I—c^sio  •y)! 


Ferner  ist 


n 


o  a®cos*y  +  6*8in*y       2'a6'    • 

Diiferenzirt   man  diese  Gleichung  nach   a  und  theilt  »hKil^Hm 
durch  —  2a,  so  findet  sich 

TT 

cos^cpdcp  n        \  n     \ 


J  o    (fl 


i^cosV+A^sin^y)«  ""  2  '  2a*6  ""  4 '  a'6' 

Differeni^t  man  abermals  nach  a  und  dividirt  durch  -»  4a9  so 
ergiebt  sich : 


/ 


7t 

2"  cos*g>8<p  « 


o   (a*cosV  +  **8'»n  V"16'  a*6* 
Durch  ähnliche  Verfahrungsweisen  ergiebt  sich  : 


/ 


7t 

2       cos^ysin^yfiy  ^     n       1 

0    (o*cosV  +  **8inM*  ~1«  '  ä-Ä*' 


f! 
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ihBÜteirt  naD  diese  Werthe,  so  ergiebt  sieb  fiir  den  Quadranten  r 
gante,  von  der  fraglichen  Kurve  umschlossene  FUche  ist 


,n 


-4aA£;(-2,e)  +  A»«.  (10) 

Für  A=:0  erbftit  man  bleraus 

.,-3(..^ms.^-j,    ,  (.(0 

di  Wertli  des  von  der  Kurve  (8)  umscbiossenen  Raumes. 

ftbr  «=6  gebt  die  Kurve  (9)  in  einen  Kreis  vom  Halbmesser 

Ü-irdier. 

* 

I»  -. 


The»  X. 


1»- 

:.*.■■■' 

I.       '     :      ■  ■'•■., 


.  •  •■j'ii  ;  ■■  .  'i--  \\i.t' 


j  /  • 

Veher  einige  MltiBe  der  hSheren  Aritli« 

metik« 

Von 

Herrn  Wilhelm  Mösta/ 

Lehnuptt-Candidhitefe  sa  Canel. 


Es  muss  gewiss  einem  jedea  Freunde  der  Zahlenlebre  eine 
erfreuliche  Erscheinung  sein,  wenn  in  neuerer  Zeit  immer  mehr 
ein  Band  zwischen  den  vereinzelten  Lehren  der  huhem  Arithmetik 
und  den  übrigen  Branchen  der  Mathematik  geknüpft  wird;  umso- 
mehr,  da  auf  viele  der  hierher  gehurigen  Probleme  ihrer  Natur 
nach  insbesondere  von  den  Annäherungsmethoden  der  Analysis 
gar  leicht  Anwendung  gemacht  werden  kann.  In  dieser  Beziehung 
haben  die  Forschungen  des  Herrn  Libri  (Mämoires  de  TAcad^mie 
de  Sciences,  savans  ^traiigers,  Tom.  V.)  Vortreffliches  geleistet, 
indem  durch  sie  die  Ldsung  der  Congruenzeo  von  beliebigen  Graden 
aus  einem  allgemeinen  Princip  hergeleitet,  so  wie  die  der  vom 
i.  und  2.  Grade-  durch  Formeln  gegeben  werden,  deren  Werft 
sich  in  jedem  besondern  Falle  durch  Hülfe  der  Analysis  ermitteln 
I9sst.  Hiernach  schien  es  mir  vielleicht  der  Mühe  wertb,  die 
von  Herrn  Eisenstein  (€relle  Journal  für  reine  und  ange- 
wandte Mathematik,  bd.  27.  pag.  281.)  aufgestellten  Sibse, 
von  denen  meines  Wissens  noch  keine  Beweise  gegeben  sind, 
auf  die  obige  Auflosungsmethode  der  Congruenzen  zurückzufilhren. 

Ich  schicke  die  folgenden  bekannten  Sätze  voraus. 

Ist n  eine  Primzahl,  so  sind  sämmtliche  Wurzeln  der  Gleichung 

a^-I=0 


gegeben  durch ; 


cos  /: 1- 1^— l  sin  Ä: — » 

n  n 


wo  k  alle  Werthe  0,  1,  S,...,n-1  durchläuft. 


^v 


Bildet  man  die  SoiniDe  der  nt- Potenzen  dieser  Warselo,  so 
WTC  dietdbe3=Moder=:0v  jenaehdem  m  eiii  Vielfacbes  von  n  ist, 
nicbt ;  d.  h.  mit  anderen  Worten ,  es  ist : 


-  KcosO —  +  V  ^ IsinO — )"•  +  (cos  —  +  V--1  sm — )«»  +  . . . 

+  (cos(«-l)^  +  V31sin(ii~  1)^)~ 

=  1  oder=0. 

Diese   Eigenschaft   der  Wurzeio    obiger   Gleichung  hat   nun 
Libri  zur  Bestimmung  der  Wurzeln  der  Congruenz 


q>(Xyy,2,.,)^0  (modn) 

benutzt 

Betrachtet  man  nämlich  fär  ^ 

X  die  Weitb'e'l,  i,  3...a; 
y    »        »        I5  2,  3... 6; 

I9  2,  3...C; 


9»        »> 


jM  hat  maA  nach  dem  Vorhersehenden  unmittelbar  fiir  die  Summe 
icf  Wuneln  der  vorgelegten  Congruenz  den  Ausdruck  : 

^2(*,  9,   I....)    jcO80^  +  Vi:i8iD0^)»'('.».»"") 

+  (cos  —  +  V^  sin  — )  9  ('» f >  «•••)  +  ....| 
+  (cos(ii-1)  —  +  V—lÄin(ii-l)—)f  ('»»'»•••) 

W9  09 


=~-S(ar,  ff,  i....)(co8ö |-V—lsin6—)y <*'»»»•-)» 

2*  iidi  das  Summenzeichen  flber^die  für  x,  y,  z....  aufgestellten 


i.  f 'tfi 


«od  tiberdle  Werthe  ßszOt  1,  2....,ft— 1  erstrecl 

Itedncirt  sich,  die  vorgelegte  Congruenz  auf  eine  solche  vom 
m  Grade  mit  einer  Unbekannten ,  deren  allgemeine  Form 

ax4-6sO  (modn)^ 

ist  die  Summe  ihrer  Wurzeln,  wenn  man  noch  berficksichtigt» 
IS  es  zur  Auffindung  aller  Wurzeln  der  Congruenz  geniigt,  rar 
.M  die  Werthe : 


ali 

4 


Xf  £  f  «j .  • « . 


?:iHi  betrachten,  und  man  die  Potenzen  cfei'  Sinqs  und  Cosinus  Ib 
-itfaKsche  Bdgen  verwandelt,  gegeben  durch 


if". 


f 


100 


I  irs=fli6=f9— t         I  b^ 


1  *=n6=ji-  1  .   jLx  2« 


«?| 


Nun  ist  aber : 


«*=i    ö=ff 


J?  :PC086(ar+6)  — 
*=  1  w 


(n— l)sin2e(«n+Ä-i)-  +  8Jn2(9(6-Ja)- 

28in6 


an 


rt    /aii  +  6— a\  ^  7( 

cos26r — -^^^ )jr-co826(6-a)- 


nsm6{b  —  la)  — 
n 


-j 


•       j 


daher  ist  die  Summe  der  Wurzeln  obiger  Congruenz 

• 

=  i-  i;        i;     arcosd(ax  +  ft)~=i      2?      ^ 

sin  6  — 

ft 

Sind  aundn  relative  Primzahlen»  so  hat  bekanntlich  die  Coo^  \ 
gruenz  ar+6^0  (rood  n)   nur    eine   oositive    Wurzel»    kleiner    1 

als  ft,  und  man  hat  desshalb  fiir  diese  'den  Ausdruck  \ 

'•    .  '  »•        ' 

2« 
^  «in6(6— |a)  — 

n-l      1^="-^  ^ 

*'-*  sin6 — "  ..    • 

n  .,    -- 

•I  > . 

Versteht  man  nun  unter  G{Sl)  die  nächst  kleinere  ganze  Zahl  als 
Ay  so  wollen  wir  jetzt  G\jfj)».  woiKf  und  iV  relative  Primzahlen  sind» 
SU  bestimmen  suchen.  '  , 


Hai 


«  *        • 


Ist  der  bei  der  Division  der  Zahl  M  duTch  N  Ueibende  Reet 
^«,   im  wird  G  i'w)  sofort  bekannt  sein,  wenn  o?  bekannt  ist. 


Bestnnmung  des  Werthes  von  x  bat  man  aber  nur  die  kleinste 
JkafSsung  der  Copgruenz> 

i!f-ar=0  (modiV) 

Diese  ist  aber  nach  der  obigen  Formel 

ff-l     1».»-,  ""»(*+i)y 


0^1      sin^l 


2n 

^-l      ie=N^i^'^^(^  +  *>-N 

^=1  sinS-y 


•der«  da 


2;s 

• =  6m6  -T^COtÖ^y+COSÖ— Jy- 


sind 


iV 


2     cos6     ^    =  —  1, 
6=1 


^ 


2 


l^rriV-l 


J?      8in6 
6=1 


N 


cot  6 


7E 


(1) 


Alsdaon  ergibt  sich  aber  unmittelbar  aus  der  Congruenz 

If— a:=0  (mod  N) 


(#)= 


(U) 


If— «      M 


S 


Die  Formel  L  stellt  den^kleinsten  Rest  von.  M  fiir  den  Modulito 
JTvor  und  I.  und  II.  bilden  die  beiden  ersten  am  angefahrten  Orte 
«■^fMCeUten  Sätze. 

Ich  flige  noch  folgende  Bemerkung  bei. 

^.     Sind  M  und  N  relative  Primzahlen  und  flherdies  N  eine  un- 
ppadn  Zahl»  90  genOgt,  die  Summe  zwischen  den  Grenzen  6=1 


1 

N 


•  •  «       • 


10*  : 

lind  ]^== — 3 — zn  nehmen.    Deiin  da  sSmmÜicii^  ZaUen  m,  %Mf 

3If...!,  (2V~1)  ^  nach  dem  Modulus  ilT  imgl«tche  iteste  laiM 

und  .  1    •  ':  •■.-•!;  -.'iiX 

iv+i        iv-1,    -^  ■■•"''' 

— 2 —  = 2"^""**''^' 

SO  bleibt  das  Product  der.  beiden  Functionen  unt^r  dem  Smmiefi% 
zeichen  durch  Einfflhning  der  nesativen  Werthe  von  6  angelnder^ 
und  man  hat  des«»halb  auch  fiir  den  kleinsten  Rest  von  ^ftlTdeii 
Mod.  iV  den  Ausdrack. 


Ö=:  l 


und  damit  auch 


6=^-' 


II  •    •] 


Wir  wollen  uns  jetzt  die  Aufgabe  stellen  :  ' 

*  ii 

zu  entwickeln,  wobei  wir  wieder  M  und  iV  als  relative  Primzahlen   : 
voraussetzen.     , 

Zunächst  ist  klar,  dass  man  fiSr  die  kleinste  Wurzel  der  Con* 
gruenz 

v.M-^x^O  (modiV),woü<iV 
nach  dem  Obigen  erhSit: 


^         l*=iV-i  2cJf;t«        ,,    9( 


1 1 


Setzt  man  ßir  r  nach  einander  die  Werthe : 

X,      Jy     tS.   «.•      9, 

SO  wird  man  durqh  Summation  dieset*  verscbiedet^en  -]^mej  die 
Sulnme  der  kleinsten  Reste  erhalten,  wcnche  dil^ch  DiVisieir  der  \ 
Zahlen  M,  2111 ,  ^M-^.vM  durch  iV  hervorgehen.    Bezeichnen  wb 
^iese  Summe  dufdi  iS,  60  Ist :  '         .  i     o 

Ä=:r.-rt— ro   ^         ^       smÄtf— 5Er    cotA- tk- 

piese  Reste  i^md,-k$tomtlich  von  einander  terschiedeii^  und  wenn 
<i;=:iV^l^  80  fallen  fttffbige  nSt  den  Zahlen  1;  %  3,....,/f— I, 'öbo^ 


its 


^*ibie  Stelhia^^  zijwammeiip ;  Weiiii:wir.  desshalb  die 

M  wni  Jf  1^  Telalive  PfinuuiUeo  und  Jff  wgieicbiak  «iae 
)0  ZdU   raraiifi«eteen;  üa  bt  die  Siuunie  nur  von  <yx=l 

*^  — s — «u  Debmen,  um  die  Summe  aller  von  einander  ver- 
■cbisdcnen  Reste  zu  erhalten ,  so  das^ 


2  2     a=\         *=i 


ein  A  tf  ■  mw    cot  A;  -^. 

2V  iV 


Die  angezeigt  Stthimation  nach .  c  lässt  sich  jetzt  nach  dem 
Kneip  der  doppelten  Summation  ausfuhren ;  denn  es  ist : 


S^iN-'i)-^^-^       2?       coiÄi&»7rcotA«-iEr-^- 


2 


I     *=JV-i 


iV^2 


IT 


2  sin 


1Ü&^ 

N 


I  '  ■ . 

bt  Don  üf  eine  gerade  Zabi^   so  ist  für   alle  Werthe  von  k, 
MJtnzzzlt  and  wenn  man'nocb  bedenkt»  dass  allgemein 


•o  «rgibt  sich : 


coseca?  =  tg-;2  +cota:, 


Hicniaeh  ergibt  sidi  aber  aDiniUelbar 


^»-1*     N-1         1      *=^-»        ,«,,itfw 


8     N 


Ist  aber  4f  c**^  mgerade^^Zahl,  so  zerlegen  tvir  den  Ausdruck 
■ater  dem  SuibMfiizelcben  av,  daM 


2      coaA  ^    cot*  -1^^ -jQ-i 


k=  1 


&s 


i«^-l 


=       2 

lr=l 


cotit^^coU-H!^--  ?Üi2^/ 


TT 


sin  k 


N 


ftr= 


^-1 


£      cot(2;t 


rr 


- 1)  *  Ute?*  - 1)  ig^  -  S2i(2Ä::il)^ 

^1  ^     sln(2A-l)^- 
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I 

Unter  dieser  Forni  erkennt  man  sofort,  dass  der  Werth 
Cesinos  im  ersten  Gliede  der  rechten  Seite  ft^  jeden  Weith  Fon  t, 
=±-f  i  wird,  diagegen  im  zweiton  Gliede  = — 1.  Da  mm  aUgeoMri» 

X  X 

cosec  ar = tg  g-f- cot  ,ar= cot  5" — cota:, 

so  ergibt  sich  nach  einer  einfachen  Reduction: 

*=5~^     ^,n  (     ^ ,  ilf «      casMJkn 
£     cotA-jü^  \  cotk  -jcr '' mm" 


sink 


rr 


k^^     *=^-* 


Erwägen  wir  nun,    dass 

cot  (2k -1)-^:=^  -cot^ ^ ''Jn 

und 

c«t(2A-  D^i^tg  (ilfivJ-(2*-l)^)=tg(iV:-(2*^l))^  J 
so  sehen  wir,  dass 

.      JV-i  .      JV— 1 

^i*^  c«t(2A-l)«c6t(2A-l)^=-     ^^^  cotA^tg*^. 


und  damit: 


if=^— 1        jj    /  Mit      coaMkfc 

sin  *  -yr 

=  -2    ,f,  «^otA^tgA-2^. 


SO  wie:  f 

Alsdann  resultirt  sogleich  der  3.  angefahrten  Orts  au^esteDte 
Satz: 


im 


*— 1 : 


JV—I    ■      •  •** 


_JV>-lJ!f     N-l        i*-^«8*ir 

Von  deD  vorkergehenden  Formeln  können  wir  jetzt  Anwendung  in 
der  Lehie  von  den  quadratischen  Resten  machen.  Ist  nämlich  a 
•faie  beliebige  Zahl,  p  eine  Primzahl,  so  ist  *),  wenn  wir  uns 
des  Legen  dir  eschen  Zeichens  bedienen, 

(|)=(-l)M(modp), 
wo  fi  die  Anzahl  der  Reste  der  Zahlen: 

o,  aw,  oa.,..  *--s--o, 

•ach  dem  modulus/i,  welcher  '^Ip,  bezeichnet. 

Ob  a  quadratischer  Rest  oder  JNichtrest  ist,  hängt  bekannt- 
Beh  nur  davon  ab«  ob  p  gerade  od^r  ungerade  ist»  und  unter  die- 
•er  Voraussetsun^  kann  man  setzen: 

'=<!)+ «(1)+--+ «'C^)  =*:iT«<'?>- 

Die  Zahlen  a  und  p  haben  a|l>er  dieselben  Eigenschaften  wie  die 
okigen  M  und  JV;   und  es  Ist  dessbalb : 

^     P 

!  .  axe\ 

Daher  haben  wir  den  mcrkwärdigen  Ausdruck: 

(IV.) 

^)^(-i)'.  wo  r=^  («-%«4(2p-«)-  y-^ 


*)  Qmm,  DiffväiitionM  arithmeüoM,  Secti  IV, 


'li; 
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Ans  Formet  III.  kunnen  wir  Jetzt  ohne  grosse  Milbe  ^  Alerid 
wAMiges  Tbeoreni  herleiten,  welche^  Herr  Eisenäteio.iDrdiefli- 
s^en  Bande' 'pag.  282.  aufstellt.  '      i 

Sind  nUrolich  p  und  q  zwei  ungerade  Zahlen  ohne  gemein* 
schaftlichen  Hiailer»  so  haben  wir 


istk 


k=l 


und  hieraus  durch  Addition 


9 


*       r  ..  ;'    '. 


«5'    •     ."•   -./    .^4«)a£Ü1 


tg*-  tgA- 

I 

Die  beiden  ersten   Terme  duf  der  rechten  Seite  der  Gleichung 
lassen  eith  ni^n  auf.  folgende  Welse  gebän^  .    '    ' 


■  ■ ! ,  I     ■ » : 


Daher  ist: 


I  f 


t^tzi     _    »=t:J 


x>(*i)+  rVG(A5)=£±i.i=i_(^£L- 


1   l*=i(^i)tl5A^-     *=i(t-i).tg*2p) 


tgA—         .    *     tgÄ- 


Es  ist  aher  hinlänglich  bekannt,  dass  Summationen^  von  der.Fotm 

P 
zuerst  von  Gauss  zum  Beweise  des  ReciprocitSt8gesetMi*fllr  die 


IW 


Reste  benatzt  worden  sind  und  dass  seine  Unter- 
auf  einem  von  dem  obigen  ganz  verschiedenen  Wege 
evgsbeB  kabeü'^r 


I «'  t 


P'\_P—l  q-l 

-        -2         f-' 


I 

Faiffeo  wir  diesen  Werth  in  unsere  letzte  Formel  ein,  so  ergibt  sich : 


Isl 


tg 


2» 


+  ^J  rrfe^-^'^^-^^'- 


tgA 


'  BeseidiDeii  wir  ider  Kflne  wegen 


'.1 


,1!  :. 


^i.,^fij».  w 


■l'. 


dvrcb 


I  F(q,p^^^.ßo^  Ifi^st  sicb^- diese  sonderbare  Eigenschaft  der 
Fooction  F  (ktp)  ff^it  z>vei  Variabeln,  wo  q  undp  irgend  zuei  unge- 
nde  Zahlen  cluie  l^meirischafllichen  Theiler  bedeuten«  auch  kurz 
gwen  diirch; 

qF(g,p)  +pF(p.q)=-l  (p  -  q)*. 


1      I        li     . 


)      •• 


tl    i 


l-l 


I  • 


ire]biilQri^itf|[^l»e|i  l||r  il^chi^ier. 


/  Hill 


t,..'J 


Von  dem 

Herrn  Doctor   J.    Dienger, 

Ifdumr  an  der  hdheren  Bifargertehiile  sti  Sltaffcelm  bei  Heidelberg. 


'Setzt  man 


;  I 


1 1  .      ,   1 1  ■    ' ' '  I      ; 


.   .  *' 


(1 — aar) (l—abx)  (1 — ab'^a:) .«..  in  inf. 


^ ; 


*)  Kbesdaielbit. 
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sojrt. 


)t     i 


6"-2V3l*'"3l2''"5    122^7  '12»  +  9    ß*""*  "J 
+  "7"^^*'^3'49  +  5  VW  ^7V49y  +9  MV  "■••^^* 


Man  denke  sich  auf  einer  Ebene  eine  Senkrechte  errichtet; 
um  den  Fusspnnkt  derselben  als  Mittelpunkt  ziehe  man  in  der 
Ebene  eine  Ellipse,  deren  Halbaxen  a,  o  seien.  Man  nehme  nun 
eine  gerade  Linie  und  in  ihr  zwei  feste  Endpunkte,  deren  Ent» 
femung  e  sei  (d.  h.  konstant  ist);  den  einen  jEndpunkt  lasse  min 
auf  der  Ellipse  sich  bewegen,  während  der  andere  immer  auf  der 
Senkrechten  bleibt;  so  ist  die  Gleichung  der  durch  diese  Bewe- 
gung erzeugten  Oberfläche: 


n 


j=sina:-f  isinär-f  i^inS^-f  ...»  in  inf. 
für  a:>0  und  <;s. 


Wenn  man  in  allen  Punkten  einer  Parabel  Tangenten  zieht 
und  voii/^rei^apunkte  anf  eine  jede  .eine  SenkrecUe  ^t^^so 
trifft  etne  jede  dieser  Senkrechten  die  zu  ihr  eehSrige  Tangente 
in  einem  Funkte,  der  in  einer  geraden  Linie  liegt,  welche  '* 
Parabel  an  ihrer  Spitze  berührt. 


Wenn   man   in   dem   Dreieck  ABC   in  der  Seite  AC  einen 

Punkt  D  annimmt,  so  dass  AD=z—AC,  und  in  £C  einen  Pankt 

et 

BC 
E,  so  dass  BE^=. — ,  femer  die  Linien  AEy  BD  ziehi^  so  schnei- 
den sich  diese  tetztern  rechtwinklich ,  wenn 

AC^+BC^={2a^-2a+l)AB^. 
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Lefft  man  durch  einen  senkrechten  Zylinder  mit  kreisfiirmiger 
Basis  me  Ebene  schief  gegen  diese»  so  ist  der  Durchschnitt 
aine  Elfipae.  Soll  nun  diese  Ellipse  die  Fläche  p  umschliessen, 
ao  hat  man  die  genannte  schiefe  Ebene  so  zu  legen: 

Mao  ziehe  in  der  Basis  einen  Durchmesser;  an  seinem  einen 
Eadponkte    errichte  man   eine  Senkrechte  auf  die  Basis,   deren 

LSnce  =  —  V  «*— r*jr»,   wenn  r  der  Halbmesser  der  Basis  ist. 

Des  Eodpnnkt  dieser  Senkrechten  Verbinde  man  mit  dem  andern 
Endpunkte  des  Durchmessers,  durch  den  man,  in  der  Basis,  eine 
Senkrechte  auf  den  Durchmesser  zieht.  Legt  man  nun  durch 
jleae  letztere  Senkrechte  und  durch  die  so  eben  gezogene  Linie 
(nach  dem  Bndpunkte  der  ersten  Senkrechten)  eine  Ebene,  so 
fldbneidet  diese  den  Zylinder  in  der  verlangten  Ellipse. 


Es  ist  immer  /        '.  ,^   a\3  «oendlich  gross,  wenn/'(ar)  eine 
güie  Funktion  von  x  ist. 


jr, 


^      1^    -..  o       sin((l — a)-o) 


Ftr  0=1  folgt  daraus   /       |  ,     .    ^^^^sTT*  ^^'^^  bekannt. 


I    ■ 


Ueber  die  Summe    ^    ^  (axv+bxwY. 


Setzt  man  in 


(«?+  4y)'=  a^x^ + rar-^af'^  by  +  ^  ^"^  ^  af^x^^VY^ 


Ar  jf  die  Werthe  Xyy  x^9.*..Xm»  so  ergiebt  sich  durch  Sümmirung: 
"(«H-6j:»)'= mir«'  +raf-*&r^*  St  +  -^^^j^o^War^««» 

+  ....  •\-IF  St7 

wenn  man^  wie  gewöhnlich^ 

ar/+Äi»  +  ^* 4"  •..•  +  arm» ^  Ät 


.fielml  man  hierin  abermals  «=Xi,  x%^..>»xm  und  summirt,  so 
•q^bt  «ich 


Nimmt  man  die  Summe  im  ersten  (iliede  so ,  dass  man  deir  l^all 
hmuei  auBSchliesst,  in  dem  e^ie  nirtl,  so  Tmdet  sich:  '     i 

,,..1  TT'(oi,+4j^.)'=.»a'S,+ra'-i6S,S^ 

'':■"  """ 

+  rii'6^>S,S^.  i'S,-(o  +  6)'S,. 

Ans  dieser  Gleichung  folgt  für  a^6^1: 


rt'-l) ("t+O 


*       Der  xweite  Tlieil  hört  auf  mit  l 

'("—•) (-j-J    ,  ' 

7 — fr —  St~i  &+1,  Jenachdem  r  gerad«  oder  ungerade 

ist 

Eiaen  ähnlichen  Satz  leitet  man  ab  ßir  a^— 6=1- 

Bekanntlich  kadn 'man  ^,  ä^,....iSr  dnrch  die  Koeffizienten 
der  Gldchnng 

:r"  +  «,ar"-J+(i,a:»;-«  +  ....  +  o™=0, 

wenn  ihre  Wureeln  ^i> ':rs,....,XM  sind,   ausdrScben,   vennittelBt 
der  I^orfifelns  .  i     ,.■'.,:■    v.   liil 

&  +  «»«r^  +  fl,,Sr-»+  .-.,..+r(i^,=0. 

Ist  r>in,  so  ist  or  und  fiberhaupt  alle  Koeffizienten  d*',mr 
diei]Eltim.«'gI^bMaUni;^tzen,  nnde«  wiM  die  letst«'der  bWgen 
Gleichpogen;  ■■  ■'"  '"'' 
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«       .      '.  '.       ■     .  ' 

•'  ■  ■  ■...■■'.■    .^ 

.  Dl  «Uc  Gleiditing 

a:*  +  a.«*^* +  ....+ Arn  3^0 

ymuslXiifty  80  sind  also  Ot,.... am  bekannt,  mithin  auch  Sij,...Sr, 
mi  Mmit  kann  die  obige  Doppel^umme  berechnet  werden. 


Von  dem 

Henm  Professor  Dr.  O.  Schlo  milch 

an  der  Univenität  sa  Jena. 


LXast  sich  auf  elementarem  Wege  die  Richtigkeit  der  Gleichung 

1.1.1.  .1 

r+2tar +w 

1       1    ^i   .       .1 

worm  flk,  if4>...»  wie  gewöhnlich  die  Binomialkofffizienten  bedeu- 
tni,  nachweisen  T 


Bne  der  interessantesten  Curven  höherer  Grade  ist  diejenige, 
wdcbe  durch  die  Gleichung 

•  (7)'+(f)'+(iMI)'=V      ;. 

dwakterisirt  wird.  Sie  besteht  aus  vier  Zweigen  und  kann  anter 
ÜMttinden  ganz  in. einem  endlichen  Räume  enthalten  sein.  Die 
Ikebe  eines  Quadranten  von  ihr  ist 

vd  Kall  im  Gegenfalle.  Man  wanscht  eine  Diskussion  jener 
CUehang  snd  Begründung  der  angeCQhrten  Quadratur^ 


(Bne   Corve   sei   auf  rechtwmkliche  Coordinaten   bezogen  ^), 
01f=;r,  MP=zifi  im  Punkte  P  sei  an  dieselbe  ebe  Tangente 


'1  ■ 

tl  *)   Die  eatifrecheade  Figur  wird  man  dich  sehr  leicht  telbit  eat- 
•shi  kSmen. 


./ 


ii 


ST  gelegt,  «elclie  ilie  Ab«<:i«senach8c  in  S  ächiieiil<!n  mGee. 
Zwischen  den  beiden  Winkeln  MOP^w  um)  HtSP=o  wird  naa 
immer  eine  gewisse  Relation  statt  Jinilen ,  die  (Qr  jeile  Ourve  eine 
besondere  ist;  kennt  man  aber  umgekehrt  diese  Relation,  so 
muss  aich  daraus  die  (ileicbung  der  Curve  bestimmen  lacsen; 
man  soll  nun  eino  allgemeine  Methode  angehen,  mittelst 
ans  der  G leihung 


i'ederzeit  die   unbekannte  Gleichung 
:ann.    Für  /Im)  — [fit  ßndel  niiin  x. 


■  Curve  aligeleilel  ' 


wobei  r  eitie   willkfi lirliche  ('onstante   beieicbnet,   : 
der  Curve,  und  die  letztere  Ist  demnach  ein  Krvis. 
her  sehen  liess. 
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i  8  c  e  1 1  e  n. 


Steiiilreil's    Pa»«sagen-Prisma. 
(Aus  C.  L.  I.  Liltrnw'N  Kiilcnüir  für  alle  SIÜikIc  1H47.)   ' 

Plüssl   hat  dem    Passagen -Prisma  die  hier   mit  den  | 
Dimensionen  der  Wirklichkeit  orsicbtLche  Gestalt  g«i>eben. 
Tat.  II.  Fig.  fi.) 

Das  Prisma  n  liegt  mit    seinen    Kanten    Tür   mittlere  1 
naheiiu  der  W' etlaxe  parallel .  und  destell  ItelWinnsUHcbe  at«! 
Meridiane  oder  demjenigen  Vertikalkrftise,  in  welchem  man  a 
obacliten  beabsichtigt.    l)as  drei-  bis   viermal  vergrEtssemde  ] 
röhr  A  bewegt  sich  mitteist  des  BfJeels  r  in  der  Refiexionot' 
des  Prisma  auf  und  ab.    Zugleich  isi  diene  Reflexionseben«  j 
lel  zur  Sfiule  d,    welche  wieHer  senkrecht   miT  der  oberen  t 
des  Gestelles  e  berestigt  wird ,    so  dass  das  HoriKontalatelleti] 
«er  Fläche  e  sorort  auch   dem  Prismo  die  richtige  l^a  . 
Richtung  ertheilt;    zu  diesem  BebuTe  ist  das  eine  der Kteideq  1 
eben  f  auf  der  Ocularseite  <\es  Instrimieutes  zum  Hüber-  und^ 
derschrauben  eingerichtet.     In  der  anderen,    auf  jene  erst 
lendifculären  Richtung  wird  A&n  Instrument  Euerxt  durch  Vei 
Jen  auf  den  FOsschen  f  rectilicrrt,    und,    wenn  auf  diese  A 

riwünscbte  Lage  liereits  heiliiulig  hergestellt  ist,  werden  i 
asschen  in  das  dazu  bestimmte  Piedeslul  unveränderlich  fl 
Iwten  oder  sonst  lixirt,  uud  die  mm  noch  oütliige  Correctiair| 
telst  der  Schräubchen  ff,  die  einander  entgegen  wirken,  ber^ 
■tellii^t.  Die  Bilder  sind  bei  der  Vollkommenheil,  durch  » 
sieb  alle  Arbeiten  des  Herrn  Pliissl  auszeichnen,  ausseru^ 
lieh  rein ,  und  Ihre  Berührung  mtt  grosser  Sicheriieit  i 
ten.  Der  Preis  des  Instmm entchens  ist  der  dos  Dipleldüsl 
25  fl.  C.  M. 


c; 


xm. 

Leiter  das  Klekironder  Alten  und  die 

praktische  Bedeutung  alterthiimlicher 

TVatiimii^senscIiafl,  nainenflioli  der 

symbolischen  Hieroglyphe,  liir  die 

neuere  Zeit. 


Herrn  Professor  Dr.  J.  S.  C.  Schweigger 

an  der  rnivcrtilät  *u  Hallo. 
Fartaetxung  von  Buna  L\.  S.  121—148. 


UI.    Ccbvr  die  pratitUcIie  Bedeutung  des  bisher 

Dur^«legleii. 
Wer  dun  MilKCthnilk^  mit  AulmurkHamkeil  geleseii  hat,  sieht 
fB|leicb .  dsH«  eu  sii^h  wirklich  hier  nicht  blua  handelt«  vom  Elek- 
iHi  der  Ailf;n.  Da»  Dargelegte  ist  vielmehr  gan«  jeeeii^net  mit 
IcüebunK  aitf  ditr  Myslerlen  und  die  damit  Kusammenhlinitende 
Einri  und  Powie  des  Alterthiiniüi,  siii  deren  Muster liildenr  fnrt- 
uDsere  Sdiulen  auTliiick^n.  neue  Gesich  top  unkte  darzu- 
Ich»  sehr  verschieden  MinJ  von  den  bisher  nllein  geltend 
,  I  Alwkhteii.  Denn  wir  A.then  (Note  19),  dnss  wenig- 
\ftm  Myvtrrien  (nordber  bei  den  sntnothraciAchcn  nnr  «tue 
m    Allerlhum)   uffenbnr   von    natunviciaenRchaf^lieher  Be- 

^  waren  nnd  mit  hymboliachert  HierDgIvphen  vorhistorischer 

itH  (Änm.  zu  IL  !).  und  Nute  '£i}  >:usnmnienhingen.     Diese   sym- 

"     '         'Iicri>sli,T>hen  (analog   der  geometrischen   Zeichen- 

bivlrn  durch  ihren  streng  wisseiiseharilichen  Charakter 

l*n  der  Arinrfne  dar,    welcher  mit  Sicherheit  leitet  durch 

Mtw  Fnbelbhyrinlh.      Dug^Ken,    wenn    man  bisher  hei 

Ihflmlich'-n  Studien  allein  «it-h    verlless   auf  die  schril't- 

r#i,^rtl-.r"" "r, ,    lind  sogar,    im  Sinne  der  graniniatiNchen 

'"^en  7u    müssen  ginnbfe,    was  rilthselbaft 

i'm)'«  gernüKoJ  gesprochen  Bar:    «i>  mus«- 

.11«  flberj!eug.'n  (Nnie  3.  6.  12.  23  und  24), 

I..  ..._.i  L'clj«rfieferuiigeD  in  allen  mysteriösen  Hin 


ataSSS^ 


Cm    (deaeit,    wie    allgemein    zugegeben    niril.    ili«  «11 
nnst   aiicl    Poesie   sich    atiHchlosit)    ^at    keine    HIrkenntniMiHiiielle 
Bind.    Was  voQ  ilem  in  den  Mystorienkreic  hlneinifezogenen  blek- 
llon  und  von  der  aur  Veracldeienin)!  der  Art  »eiiiea    VorkoiiiineiM 
ibin  angereihten   Fiibeliiiaitse  geäugt  ivnrde.    du»    vermehrte    Mos 
I  die  Ben'eige  liür  diesen  ISatz,    der    »tehon  früher  durch  eine  Iteihe 
[von  Thatttuehen  nurhe^enieKen  nur  in    meiner    Denkschrift   zur 
kSiculari'eier  der  Universität  Kriangen,  weit- h  e  luimlünd  lieb 
.  banilelt  vnni  Verhältnisse  ii  »turn  iMsenM-hul'tlichvr  Myste- 
n  Kur    Litteratur  de;*  Aherthmiies.      Je   (liirchgreifendcr 
aber  die    Bedeutung  ist  jen«i  'tii^ier  r.n    »enig  lieiicbteten   nlter- 
thiliulifhen ,    von  deii  Myeterlen  iinttgegungeiieij    Üehchrniikiitig  der 
8chriltH|iriiche,     desto    mehr    ist   e»  agtldlend,    ikkxs  liitiher  J<ein« 
Mmif'e  nns«rer  Litterftturzeittiiigert ,    ifli«rlmn|>l    kpiite    ZvItiW^Ä. 

Kgf««8  ihre  2sU,  sich  eii^elastieii  wtt  Priüing  iW  >Meb«> 
her  mag  es  nun  gut  sein,  einige  Wnrte  vnii  dein  rDrldauern- 
den  EinliasB«  in  sprechen,  wciclien  wac  Mysterie«  ile«  Altrr- 
thuTiM  mit  ihrer  HiernglyphcnsDraebe  (icb  mujuc  »ieht  diu  |)hnne- 
tische,  nelcher  alleiii  man  gcn'oniit  ist  Aiilincrk.samkrit  zu  itchenLen) 
noch  auf  die  neuere  uod  neue><te  Zeit  haben  Und  diixu  fordert 
nich  der  Charakter  der  vorliegend  eii ,  die  höhern  Lchranstalteo 
und  namentlich  die  Bedürfnisse  der  gelehrten  |ihilid(Ji;ii<rhen  iSchu- 
leii  nnscrs  Vaterlandes  Kitnächst  ins  Auge  fussenden  mutheiBD tisch 
phyAikb^scben    Zeilscbriüt    noch    gans    besonders  auf. 

1.     Nur    einen  Blick  darf  man  Hcrfcn  auf   die    Geschichte 

der  Malhemitik,  un  steh  zufiberseugen,  daas  Plato  und  srine 

Schule  uiidi  in  mathematischer  Beziehung  einen  bedeutenden  Ruf 

habe,    und    zwur  durch  Lehren,    wovon    nichts    vorkoniml    in   d«n 

Platonischen  fSctiriflen ,  welche  vielmehr  zu  denen  gehurten,  uurtiber 

er,    nach    seiner  Wisdrilc Wichen  Bvblilnmg,    nie  schreiben  witllte. 

eben  ivell    sie    akroamatisch    (nach    dein  Ausdrucke  der  Mynte- 

rien),    d.  h.  uur   zur   luüodlLcheti    Fort[>flBnzinig   bestintml  waren; 

aiid  Morauf  tticlt  also  offenbar  Pluto's  so  viel  beseroebene  äyda^ 

Oyiitita  bezogen,  deren  Aristoteles  in  seimir  l'bysik  ern&but, 

ana  zwar  da,  wo  er  von  Raum  redet,     Eben  mit  Molihen  akrak- 

Iseheti  Lidiren  hing  diese  ganze    Physik    den    ArLsLotelen 

•  msuMiiien,  von  welcher  er  selbst  sujtt,  datu  h-ie  eint;  heratt^^jte- 

bene  und  zugleich  nicht  h eraus gegebene ,   in  absichtliche«  DwdIicJ 

,   gehüllte,    nur  seinen  Zuhürern  verständliche  Scbtifl  s<;ii.      Und  da 

fiBuch  die  Aletiiidiysik  des  Aristoteles  (der  Physik  sich  anscbUe»- 

hr  send)  einen  »unliclieu  ('huruklM'  bat:    so  lunss   es  mit  Webfnuth 

E  «rfiillen,  XU  sehen,  wie  eine  neuere  Philosophie  die  AristotelisclK 

^^ukle  Sdtreiliatt  iiaiihahinl.  xii  welcher  der  grteclüscbe  Pbilaso|ih, 

weil  er    lediglich    fjir  Myslerietikundige   auf   eine    nur  undeuteMlc 

',   Weise  schreiban  Motlte  und  durfte,  genötliigt  war  durch  den  Orudc 

I  dier  Zeit.    —    Mail   sieht   nun  schon,    das»  die  Muih«  bedeutaam 

wird  fferade  liir  unsere   iti    mehr  uIk  einer  Beciehung  durch  eiueii 

,  «««deutigen  Charakter  i^ich  ausreich iiende  Zetipmodc.     Und  dftru 

feihte  sich  in  jener  Denkschrift  fiilgeud«.  zunücbst  fdr  eine  natiir 

k  »iascnschaftliche    Zeitsvhrillt    ^eignete    Betrachtung:    „Im  Alt«!- 

I  tbume  trat  jener  niyeteriösen  bcbreiliart  fifaer  nbysikidisebe  Uioge^ 

ruderen  dltf  ganze  Pythagoreische  .Schule  und  deren  auch  Piste 

Aristoteles  «ich  bedienton,    die    den    Mysterien    verhacfste 
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Bpikurflifiche  Schule  ent^efcen  mit  ihrem  atomistischeii  Sy«tem« 
i»  Ait  AMeht«  die  bedeuteodsten  in  die  xMvsterien  Qbergegange* 
a«a  Natarwahrheileii  mit  den  alltäglichsten  Dingen  zo  vermengen 
md  sie  darch  eine  ularape  meehaniache  AufTastfungsureise  zu  pro* 
tujkmo.  "unverkennbar  int  x.  B.  das  Bestreben  des  Lucrez,  den 
•eikst  ia  igvptisehen  Tempeln  (man  lese  Claadian's  Idylle  anf 
dm  Magnet;  eine  so  bedeutende  Rolle  spielenden  Magnet  herab* 
SttMien  and  seine  wundervollen  Wirkungen ,  deren  BedentsarabeU 
er  gar ^ohl  fühlte  (wie  seine  ndifinen  auf  die  Samotbracischep 
eiseraen  Ringe  sich  beziehenden  Vertie  beweisen)  ^  anzureihen  an 
die  trivialsten  Dinge.  Ja,  sein  Haas  gesren  die  Tyrannei  der 
Mysterien  ghig  so  weit,  dass  er  ihn,  dnrcn  leidenschaftliche  Ver- 
lilendaiiK  Terleit^ly  selbst  auf  die  damit  zuttammenhängende  Astro- 
nomie dbertrag,  tind  im  Gc^nsatze  der  chaldSischen  Lehren  Heber 
ans  aiomlstisriien  Feuertheilchen  täglich  eine  nene  Sonne  und 
einen  peoen  Mond  an  verschiedenen  Stellen  des  Himmels  woHte 
saiftnmenfliesMn  lassen.  —  Auf  diesem,  die  alten  Mysterien  be- 
klmpfenden  Stendpnnkte  verdient  Entschuldigung  wenij^stens  die 
arge  Geistlosigkeit  des  atomistii^cnen'  Systems.  Was  soll  man  aber 
dazQ  sagen,  wenn  neuere  naturwissenschaftliche  Schulen,  wenn 
nancntlich  unsere  wunderlichen  Chemiker  damit  sogar  vomelm 
thnoT«« 

Dergleichen  Dinge  aber  will  man  nicht  gern  zur  Sprache  k^m- 

lassen,  weil  daran,   mit  Beziehung  auf  neuere  Cnemie,  noch 

viel  schirferer  Tadel  der  Impietät^)  gegen   den  BegrOnder 


^*)  Dimm  ttliK  «o  w«iK,  daiM  man  »elbtt  die  OticIiicIiU  n  enlttotliB 
^wr—At.  fiiBtin  Aiulinder  aUein,  wie  Duma»  (d«r  ubrigttiia  als  «n  geUl- 
reicher  Mwm  du  afoinUlitche  System  -verhöbBl)  lumn  es  sar  SoiAcImldlgiii!^ 
^•raieiliMs.  weAn  er  irregeleitet  in  seiner  Tortrefflichen  Philosophie  der 
Chemie,  S.  IBl.  nnd  182.,  in  der  Art  sich  über  Riebt  er  ausdräckl: 
„RiGhler,  ein  Chemiker  zu  Berlin,  warf  dadurch,  dass  er  aosgcoiaclite 
Facta  mit  xahlreiohen  theoretischen  Irrthümern  Tcrmischte,  Ticl  Dankel  auf 
dl«  Fragen,  welche  Wenzel  aufzuklären  begonnen  liatte.  Man  kann  das 
Hattptmvllal  »tiacr  Untersuchungen  In  wenig  Worte  cnsemmenfassen :  es 
let  dutelJie,  gm  dem  Wenzel  gelangt  war."  —  So  lange  Wensel  nnd 
&i«k|or  lebten,  ist  es  keinem  Menschen  eingefallen  zu  behaupten,  dass 
lUrm  mm*  miM  Abnnng  der  Aicbter  sehen  stöchiomelrisclien  Gesetze  gehabt 
kaha^  ■■^  wenigsten  wäre  solches  dem  ehrlichen  und  gewisaenhaflen  Wen- 
a^i  Mlbel  ciDgcfallen.  Was  darüber  zu  sagen  zur  Rechtfertigung  Richter'«, 
Jial  Khon  Qess  auf  eine  der  Wahriieit  getreue  Weise  ausgesprochen  in 
ifaiK  gaiuB  irwerkmüssig  (mit  Beziehung  auf  die  angeführte  Fliiiosophie  der 
Ghemia  "von  Dumas)  französisch  geschriebenen  Abhandlung:  Sur  lee  tra* 
imiz  de  Urämie  Benjamin  Richter  par  G.  H.  Hess,  discoure  pro> 
■— ef 'd  la  seance  publique  de  l'Academie  de«  Sciences  de  St.  Petersbourg  1« 
ß$k  Dcc.  1810,  woraus,  während  es  sich  um  Ehrenrettung  eines  Mannes 
«ia  Rick t er  bandelte,  doch  nur  in  einer  einzigen  deutschen  Zeitschrifc,  im 
^•■ra.  r.  prakt.Cbem.  1841.  toI.  24.  p.  420—498,  ein  Aoszus  miige- 
Ifcaili  lai,  der  nickt  einmal  berücksichtigt  wurde  Ton  neuerdings  bei  uns 
maekicnmien  Lehrbüchern  der  GeAcluchie  der  Chemie  und  Stöchiometrie, 
«r«ria  dl«  von  Hess  widerlegten  Unwahrheiten  wiederholt  sind.  Aber  noeh 
jrialaa  ist  zur  Ehre  Richter '4  dem  beizufügen,  was  Hess  auf  eine  hdehat 
•dfctbare  Weite  ausgaaprochea.hat*  Die  verborgenen  und,  wie  sdion  Wol- 
InaloB  htnrorhob,  mit  fli^n  älteren  chemischen  Analyaeu  uaTereinbaren  «nd 
dakar  Ton  niemanden  auch  nur  geahneten  Wahrheiten,  welche  die«er  bcden- 

8* 
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der  Stüchlometri« ,  seien  dm  elipn  so  gewissenhafleR  BT)iei1iuftni 
Utor  ds  «altren NntuTphilosopheii ,  gegen  Rirbter  sich  «nsclillesat, 
welcher,  während  die  Pythagoreer  (nie  es  scheint  vorhistorisch« 
Ueberlieferung  semiiBs)  hios  in  dunkeln  Ausdrücken  von  der  Cor- 
respnndenx  Her  Körper-  und  Zahlen-Welt  iiptfichen ,  eine  solche 
Correspondeni!  ivirklich  streng  nachgewiesen;  dabei  auch  schon 
Reihen  nufznllnden  bemüht  (ivie  man  nie  immer  vüranasetzoii 
ärnsB,  w(t  von  Naturzuhlen  die  Rede  ist)  ohne  bei  seiner  streng 
atathematischen  Behandlang  der  Sache  jenes  atomistischen  Systems 
Ht  bedürfen,  welches,  ivie  t^esazt,  im  AllerfhiimeKu  entschuldi^n, 
tal  neuerer  Zeil  aber  lilos  eine  Erlindiing  der  Eitelkeit  war  (stehe 
^ourn.  f.  Ch.  u.  Phys.  B.  52.  S.  Wl.lNotc). 

3.  Aber  noch  ei nllnijK reichere  Uinge  auf  Leben  und  Wissen- 
gchaft  boten  sich  dar  bei  Gelegeuheit  meiner  ersten  kurzen  Mtt- 
Aeilnngen  Jiber  Elektron  im  Jiiiirnal  Tür  praktlsehe  Cheniiv. 
Bultmann  nänilicb  iu  seiner  uiiT  den  Bernstein  sich  bcziebeoden 
gelehrten  Abhanillung  (im  zweiten  Tbeile  seines  MytholoeusJ 
M«gt.  nm  die  Sonderbarkeit  /u  erklären,  wie  eine  Melallmischung 
aus  Gold  lind  Silber  im  Alterthiitne  densellteo  N&men  erbalten 
tonnte,  welchen  man  dem  Bernstein  gab,  ganz  im  Sinne  des  vor- 
-  &hi  I>eK[iroehenen  ^rammaÜisch  exegeti^i'hen  Princlps;  „Der  Bern- 
stein  lind  das  ihm  ähnlkh   glänzende   Metall  künnen.    so    wider- 

Äinnl^  uns  aneh  das  klingen  mag,  für  einerlei  gevoUen  haken. 
'Smiich  in  jener  Zeit  einTacher  ErfabrungskennI  niss« 
,  fconnten  Dinge  lütr  einerlei  gellen,  die  in  gewissen,  litr  die  Sitne 
und  den  (iebraucb  we^eatlicberen  Eigenschaften  tiliereinkaiuea, 
I  wahrend  sie  in  andern,  die  d;uin  för  Nebenums tSnde  galten, 
r  verschieden  sind."  Wie  weit  Bultmann  mit  Beziehung  auf 
die  hier  bezeichneten  „N  ebenumstünde"  geht,  zeigl  liie  den 
▼origen  AbKcbnitte  vorliegender  Abhandlung  angereihte  Note  31. — 
Er  wundert  sich  itelbst  darüber,  dass  ein,  was  er  mit  Recht  her- 
Torheht,  „sehr  sachkundiger  Mann",  wie  Pausanias  (dessen 
ftanz  klare  .Stelle  über  Elektron  er  nÜKadentet),  habe  festhaJten 
jcSRneii  un  Annahmen,  die  er  als  ,,uns  widersinnig  klingendem 
^  pjbcaeichnet.     Wäre  es  mUglich,  liass  ein  Buttmann  in  eioct,a'    ' 


rcaalll  »a  der  Borlinar  fiiucllanrahrik  (»•■>  er  in  andrer  ßc 

Mihtl  fr>r  dia  Akadnitlii  <l(r  Hmi.tulndl  vnr,  Murin  er  lebt*)  »n^e.f 

''Wurden  lEnoritl  trttl  wtlirDiid  leiaer  giin»u   l^lieii>|ieriude.     Um  »o 

1,4«I  die  Impleiei,    wenn  nvln  liolie.  Vcraienm    TCrkiiniil.    oder  „at  dn 

^,»^1«  Wei.«  ^..chmaierl  wird  >ii|:nr    n.cli    icineffi    TuJe.      Vkliucli 

il  d4i,     Vi'*»  der  cintHin  Siehtndi;  wollt  geHlinel  unJ   liegonn<?u ,    « 

[jL'Wltendpt  gelaueu,    geliOri;  gewürdigt  werjcn.      Cnd  duu  gehfiri  ti»« 

JT^r  ZnMmmeiiltiing  der  Chemie  mll  fcotmiacheu  Bcilrhun|:en ,   iadtni 

|Nlle  Reihe  des  AhXHiidM  der  Clnneieh  lon  der  Sonne  nta  ein«»   Aii'-ir 

'fTiblnneieliun^  ■nrTittte,    ehert  d^rnm  Hhnliclie    HtiliengMelie  der  V 

«telluug  iiniir  irditclien    Körimii    i>Br«uGndeii.     nnd  dadurch  selli.i  ar 

fshiiiigon  in  qewintea  Krelien  lieibeitn führen  hrmülil.    Nanenlllcli   ii 

Tagen,  wn  iene>  HeiltengeieU  unter  den  PlKnelen  (di*  una  allerdin«a 

Im  elienladieii  Zakleiireilien  lo  oll  vork am m enden   Mallifila  mil   i  vr  ■ 

aerl)  unt  ül>er  den  Urauiia  liinauiceriihrl  lial ,  gezieml  et  lieh,  iulclici 

wilineu,    wai    ganx    ia    Vergenscaheit    gekoBUDea,    aber    tchoa    th    t 

gei>iTeieh>lcu  Ideen  beieichiiel  »urde  im  Journ.  t.  Ghfm.  u.  P  li  v 

B.  30.  S.  23a,  Aam. 
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grnMCT   Soi'gralt    und   G«lehri> 


.     -  --= — -    KCSchriebeneD   Ah- 

lülie  Dinge  ao^en  könnte,  wenn  nicht  diese  Be- 
fteundniig  mit  dem  Widersinnigen  einigennassen  wenigistetLs  der 
TendeRs  »ntsprScbe  einer  gewissen  Art  philoloi^ischer  VoriiilduD^i' 
Denn  ^anz  speciell  gab  die  genühidiclie  Ansicht  der  Myihnloeie 
VaraJilasKun!;,  das«  man  die  edelsten  Geister  des  Altertnums  Ge- 
glaubte in  lauter  Unsinn,  und  j^erade  diese  Befansenbeit 
I  Oiurakler  bezeichnete  der  naiven  Naluranschauuns  jener 
rbild  für  all«  Zeiten  ijellenden  alten  Poesie.  So  :;.  B.  enl- 
haften  die  ^n  zalilrcichen  Stellen  der  Uichter  vnn  den  Dio»ikuren 
Mch  der  Eewtthn liehen  (keine  Notiz,  von  ihrem  Zusaminenhant;? 
niit  ayiaboltschen  Hiernj^Iypben  nebinenden)  AufToasiingsH  eise  der- 
•elbcD,  Dtihla  als  \ViderKi[ini)tkeilen,    iiekhc  nian  dennoch   lange 

fentm  al»  klassische  bcvintndert  und  sur  Einimpfung  einer  iihulicben 
l4s»iachen  Bildting  beniitet.  Solche»»  iat  durch  eine  Reihe  von 
Bnapielen  nacbceiviesen  in  einem  g.-inxen  Canitel  meiner  Einlei- 
tnnf!  in  die  Mythologie  auTdem  Standpunkte  der  INatur- 
»rUaenBcbart  S.  'Mi—Sifi,  und  dergleichen  Beispiele  kaim  ich 
lejchl  HBi  daA  Zehnfache  vermehren,  um  darxutfaun,  welche  Wider- 
sioinskeilen  enistebn,  wenn  sich  die  Pbilningie  von  der  Nalnrwis- 
•emtehaft  trennt,  Seibat  die  ttrrheruehende  Abhandlung  i'Iber  das 
Elektro»  der  Alten  vermehrt  die  Beweise  daffir.  Und  doch  Ist 
dip>e  Abtrennung  der  Philologie  van  der  Naturwiüiiensehaft 
■eaCrdings  zur  allgemeinen  .Sitte  geivorden.  —  Wirklich  aber  not 
der  aperiell  in  einzelnen  Zeitperioden  eich  gellend  machenden 
'irten  Bildun<;  die  vorherrachend  «venlende  Kutte  und  Abn^- 
gegen  NnturwisseRschaft  stets  das  charakteristische  Merk- 
la)  obscttran tischer  Zeiten.  Anerlcannt  auch  giebt  es  eine  Auf- 
I0i^i*ei)te  der  Mythologie,  welche  mit  dem  Ott«cu ran I Ismus 
Hand  geht'  (das  Heidenihum  cbristiunisiieud  und  das 
dtristenthuin  ethnisirend).  und  welcher  eben  darum  eine  rationa- 
lialiecbe,  d.  h.  wissenschaftliche,  an  streng  jihystkall sehe  Hie- 
roglyphen sieh  anschliessende  Belrachlungsneise  der  Mythologie 
beaonders  verhasst  sein  muss- 


^ 
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es  daher    sein,    wenn  nun  endlich  einmal 
TKiker  und  dann    auch  die   Philntoger 


ißfdi. 


ZeilgeniitM  wSi 
■  '    1  iftmigsten; 

allen  symbolischen  (d.  h.  streng  physikalischen)  Hiero- 
lich  hclreunden  möchten,  nachdem  man  zwanzig  Jahre 
lg  die  Sachn  (welche  mnn  mit  tiriinden  hätte  bekämpfen  müs- 
vrcnn  sie  gefährlich  achien  für  den  Ruhm  der  neuem  Zeit) 
einmal  zur  Prüfung  gelangen  lassen  wollte.  Nur  das  Studium 
4«T  phonetischen  Hieroglyphe  schien  Anfmerksamkeit.  Unter- 
«UtZ'ting.  Forderung  za  verdienen,  obwohl  diese  phonetische  Hie- 
»jillyphe,  ihrer  Natur  nach,  ungeeignet  ist  zur  Darlegung  eines 
«ruMx-riiM'faartlichen  Satzes,  dergteichen  man  auch  darin  noch  nicht 
«oj^fufiden  hat.  Vielmehr  liegt  offenbar  etwas  erkünsteltes  in 
einer  Hieroglyphe,  welcher  eine  Wortsprache  zur  GrundLi^e  dient. 
■und  deren  Kimat  allein  in  schwerfälliger  Bezeichnung  von  Bucli- 
iitaben  besteht.  Dagegen  konnten  wir  in  einer  lerliglicb  auf  die 
Bedeutunit  des  Wortes  elcrfrum  sich  beziehenden  Abhandlung 
mUmI  philologisch  eine  symbolische  Hieroglyphe  benutzen.  Denn 
det  auf  dem  gewöhnlichen  Standpunkte  der  Philologie  ganz  wider- 


nlnntg  scheinende  SatK:    de 


1  a)ipellalum  qunniani  Sol  voc.i- 


118 

• 

ttts  Sit  elector  (welchen  PKnin«  recht  absichtlich  h«n^^oriMM 
BesichuDg  aof  eine  Reihe  namhaft  eemacht^  und  als  die  ¥liMh^ 
Heilsten  bezeichneten  Dichter  des  Alterthnnis),  dieser  Satk  4JMMtf 
in  seiner  natunrissensehaftlichen  Bedeotsamlceit  verstftndlleh  S^'^'l^^ 
werden  durch  eine  alte  sinnvolle  symbolische  Hlerojlyphey'' w  dWW 
Geitft  jene  Dichter  sich  ausdrflcicten  (II.  6.  und  3^  AHviiy^'  -'W 
weit  aber  dng  In  den  philologischen  Schulen  A^  'BefrMttAHW 
mit  jenem  Widersinnigen«  wovon  Buttmann  redef,  und  'uülflidB 
allerdings  die  phonetische  Hieroglyphe  sich  nahe  e^nng  aii«cMlMri( 
dass  man  geradezu  die  Hingebung  an  das  Traoitloiietto  iioA'jUi 
kindlich  gmubige  Nacherzählung  alter  sinnloser  PtllMln  •  ds 'UM 
Cliarakter  der  phantasicreichsten ,  erhabensten  Poesie  bertfelmülK 
Diese  Ansicht  empfahl  sich  durch  ihre  PoDularitt|t*uiid  bMnilW^lli!» 
her  leiqhlt  allgemeinen  Beifall  linden.  Ja,  sie  fkndthn  hl  •»  l<jB^lMl 
Grade,  dass  sie  wesentlich  mit  beitrug  zur  flftifcrtfiifctwiy-  ^üf 
Wirren  unserer  Zeit.  —  Denn  nur  allzu  wtttknmi&en  Mi^'  teHi^AV 
Eitelkeit,  geistreich  und  poetisch  sich  anzustellen' bei  denn  Alfl^ 
sprechen  von  Unsinn,  womit  man  vomebmtfaiiend.steh'id6Bi  :riHMl< 
sehen  Älterthuni  anza^chliessen  glaubt.  Ans  dem  in  Tofiifttyirgfi 
der  Abhandlung  über  Elektron  Dargelegten  geht  aber'  VMMilir 
hervor,  dass  die  alterthflmlichen  »Schriftsteller  mit  der  TftmmA 
der  Mysterien  zu  kämpfen  hatten,  welche  (wie  wir  ifolchM  inlA 
heut  zu  Tage  bei  der  Astronomie  der  Brähminen  Indiens  vor  AMMi 
haben)  die  bedeutendsten  Dingo,  blos  akroamatlseh ,  d.  h.-tiHliMMh 
den  Eingeweihten  mittheilten  mit  Ausschluss  der  SehtfftsprMMjt 
damit  sie  ja  nicht  volksthflmlioh  werden  möchten^. '  8chMl'4aHil 
also  musste  eine  Quelle  der  Begeisterung  liegen,  in  der'Pooita 
ein  Mittel  zu  hnben,  im  Sinne  symbolischer  Hieroglyphen-  scbM* 
ben  und  die  Wahrheit  bei  Erzlihlung  einer  Fabel  dureUMMnA 
lassen  zu  kCnnen.  Nicht  ,!«KQbiee  Nachbeter  alter  heUlger  Segdi 
waren  daher  die  vorzüglichsten  Dichter  des  AlterÄumi^;  sie  ivwM 
vielmehr,  gleich  dem  seiner  ganzen  Natur  nach  poetischen  Plafttfj 
welchem  aber  selbst  die  Kirchenväter  christliche  'Denkwehie'Vi* 
schreiben,  geistreiche  Protestanten  eegen  das  IIeld«V 
thum.  DarClber  wäre  sehr  viel  zu  sagen »  besonders  um  den  mw- 
ciellen,  b5chst  beachtnngswertben  Grund  zuerfftntem^  wamhi  den 
Samothracischen  naturwissenschaftlichen  Mysterien  sich  dt^  ^irar 
zflglichsten  alten  Dichter  angeschlossen,  was  mich  jedoeli  UerMil' 
in  weit  fähren  wflrde  (vergl.  Note  28).  •  "'/i 

3.  Man  sieht  nun  aber,  dass  der  Kampf  gegen  die  heUU* 
sehen  Mysterien  (worin  ein  herrlicher  Ruhm  des  ChristMietliMa 
liegi,  den  allein  Naturforscher  gehörig  zu  würdigen  vermOge»)  ili 
der  That  noch  nicht  beendigt  ist,  indem  diese  Mysterien  nedi 
jetzt  eben  dadurrh.  dass  ihr  Fabelwesen  die  nun  vorberreeheMe 
Ansicht  der  alterthiSmlichen  Poesie  und  Kunst  herbeigeRihrt»  vee 
grosserem  Einflüsse  sind  auf  die  neuere  Zeit  als  man 


*'*)  Man  denke  an  «leit  ciitscIziicLen  Auddrork  ohscurauliicher  Gdgltl- 
cleBputie,  welrhcr  seihst  in  dem  kleinen  durch  Herausgabe  der  FbyiillL  dn 
Aristoteles  Teranlassfen  Brief  eines  Alexamter  liei^t,  wovon  die  Re#»  y/ihat 
in  der  Denkschrift  zur  Saciilarfeier  der  Univerailil  ErlnsseM. 
ä.  14.  15.  46. 
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kh  vontettl.  Eine  andere  und  betwere  Aiuiicht  der  Kunitt  und 
Poesie  des  Alterthuins  kauu  wirklich  nur  durch  die  nyraholiflche, 
d.  Ji.  BatiicwieeenechafWche  Hieroglyphe  der  eben  genannten  Sar 
■ethradMhen  Myeterien  (s*  Nute  14  und  28)  gewonnen  »erden. 
UmA  darin  liegt  ein  bedeutender  Aufruf,  auf  Mittel  sudenkeo,  die 
Philolegen  und  Theologen  wieder  in  ähnliche«  Interatiee  filr 
SlntorwiooenBchaft  zu  ziehn.,  wie  ee  allgemein  verbreitet  war  in 
der  Periode  freier  Studien,  welche  in  der  letzten  Hälfte  des  vor- 
httgehendon  und  noch  zu  Anfang  des  gegenwärtigen  Jahrhunderts 
heatend,  wovon  vorhin  in  der  auiGesner  sich  beziehenden  Kotett. 


■B  Rede  gewesen.  Denn  diese  allgemeine  Hinrichtung  der  Auf- 
laorfcsaaikeit  auf  die  fortdauernden  Offenbamneen  Gottee»  in  der 
Mater  driagle  apnlck  die  fiir  Geist,  Herz  und  Gemtith  gleich  ver- 
deabUchoa  Ibcoligischen  Streitbändel  und  trug  eben  dadurch  wesent- 
üdi  hoi  air  Anregung  wahrhaft  poetischer  Begeisterung  und  Her- 
voRvAing  des  achunsteii  Zeitalters  unserer  deutschen  Litteratur. 

■  ■ 

AnmerAuua^  Um  hieran  nebenbei  einige  ganz  prakÜMche^ 
mmmUUltar  ins  Leben  singrei/ende  Bemerkungen  (wozu  mich  der 
Geißi  tarUegender  Zeittchrut  besonders  aufruft)  anzureihen^ 
McUfeueJch  mich  einer  Sielte  an,  womit  mein  vormaliger^  nun 
mncA  Dprpai  abgegangener  aehtungtwerther  (flieget  Herr  Pro- 
fueer  Kämtt^  die  Adrxe  Geschichte  der  Piusik  »chlieut, 
meteke  er  ak  Anhang  beifügte  seinem  im  Jahr  18£)  erschienenen 
läekrbmche  de*  Physik.  Ls  heiut  daselbst:  y, Engtand  machte 
dem.  Anfang  mit  Belehrung  der  gewerbireiben'den'  Klassen; 
erei  später  folgten  .andere  Länder.  Es  entstand  ein  edler  Wett- 
eifert sogenannte  yGew er bsch nie n   tu   stiften ^    deren  Früchte 


Denn  früher  gehörte  es  zur  allgemeinen  BUdyng,  duss  ein  jeder 
Sindirende  an  den  Vorlesungen  über  einige  Theile  der  üfatur- 
miueneehaft  Theil  nahm;  jetzt  bekiimmern  sich  die  Theologen 
mnd  Juristen  darum  fast  gar  nichts  und  die  Mediciner  nur  zur 
A4eästen  Nothdnrß  Wohin  das  führe,  mag  die  Zukunft  lehr 
ren.  **  —  Diiese  höchst  räihselhafte ,  hier  zur  Sfn'f'che  gebrachte^ 
jSr  wMere  Zeit  ganz  charakteristische  Erscheinung  hat  besonders 
ihren  Gmnd  in  der  Anticipafiou  des  naturwissenschaftlicken 
Dnierriehts  in  den  beiden  hohem  Klauen  gelehrter  Schulen. 
Vftd  diess  verdient  hervorgeholten  zu  werden  in  einer  mit  Rück- 
eithf  auf  diese  höheren  'Unterrichtsanstalten  kerausjfegebenen 
maihemaiischen  und  naturwissenschaftlichen  Zeitschr^'L  Denn 
mbesohl  bei  der  Prüfung  von  Candiduten  für  das  tnathematische 
I^h^fath  an  GnnoMsien  speeielle.  Über  den  mechanischen  Theil 
kmamsgehende  Kenntnisse  der  Naturwissenschaft  ilarum  nicht 
merhrngi  werden,  weil  älteren^  sehr  zweckmässigen  Bestimmungen 

näUf  der  gelehrte  Schulunterricht,  soweit  er  auf  Phgsik  sich 
tht^  stets  einen  mathematischen  Charakter  haben  soll:  so 
hat  man  doch  besonders  in  den  letzten  zwölf  Jahren,  gleichsam 
um  mit  den  ReolsrJiulen  zu  wetteifern ,  sich  in  den  hönern  Klas- 
sen der  Gymnasien  das  Ziel  geseilt ,  den  ganzen  Kreis  der  Phy- 
sik umfassen  zu  wollen  durch  Mittheilung  der  sogenannten  Haupt- 
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resultaie^.  Daher  kommen  die  jungen  StmdirenJmt  mmf  dk 
Universität  aewöhnlich  mit  dem  Zeaanuief  tfbekmnnt  xu  »0itk 
mit  den  Hauptlehren  der  Physik**,  nehmem  d&Bmm  JbKt 
drueh  in  juffenatieher  Eitelheit  viel  ernster  als  er  mmekd  id» 
und  fjfluuben  die  Natnrwiuenschaft,  gleich  der  Phucl^me^äm 
Hauptsache  nach,  sehan  abgemacht  zu  haben  auf  Sckmtem.  JK 
fuUt  von  dieser  iranriffen  Eitelkeit  wenden  sie  ihre  Blittka  mk  wm 
der  fortdauernden  Offenharunff  Gottes  in  der  Aater,  iMi 
doppelt  tu  beklaaen  in  einer  Zeit  theoloaischer  9  durch  deraUektiä 
Eitelkeit  zum  Theil  herbeigeführter  Wirren.  Dieee  farhimwm 
den  Offenbarungen  Gottes'  in  der  Natur  geben  namanUieh  ätr 
Lehre  von  Licht  und  Wärme,  Elektricität  und  Mmmm^ 
sismvs  einen  eigenthiimlichen ,  im  edelsten  Svnme  ffekeimmusml 
len  Charakter,  Ihtrwn  wtdleu  diese  im  raschen  ForiaekrÜke  wUk 
beständig  weiter  entwickelnden  Lehren  im  strenaen  Zuseummat^ 
hange  {nicht  aphoristisch ,  wie  es  allein  auf  Sckuiem  möffUtk), 
sondern  mit  der  Tendenz  vorgetragen  sein,  den  Forschung»* 
geist  zu  wecken,  wodurch  gerade  diese  AbsehniÜB  dar  ''Amt 
so  wichtig  werden  ftir  den  jungen  Mediciner.  Bios  eimige  Säkts 
daraus,  sogenannte  Hauptreiultate ,  sehubnäesig  eingSktni  '^ 
haben  macht  eitel  und  hmtmt  den  Forschungsgetai.  —  Ai  A 
oder  Gewerbschulen,  an  denen  Mathematik  denselben  Rsmg 
haupten  soll,  wie  die  Latin ität  auf  gelehrten  Schulen,  isft 
schon  darum  vorzugsweise  auf  MathemaÜsche  Phgsik  hmgemleaeSL 
Ausserdem  komm/  hoch  dazu  das  technische  Etement,  warin  dm 
höchst  wichtige  Quelle  der  schönsten  neuen  Entdeckungen  Iksjß^ 
während  eben  darum  dieses  technische  Element  besüäsdig  mm 
Forschungsgeist  weckt  Darum  müssen ,  wenn  die  NmistrwIsseB 
Schaft  glücklich  fortschreite  soll,  Techniker  umf  TkeenreUker 
siek  gegenseitig  die  Hand  bieten.  Im  höchsten  Grad  ebsfmsetekk 
sind  das  diesem  Grunde  die  sogenannten  Instiiutions,  d,  k, 
naturwissenschaftliche  Bürgergesellschaften,  welekm  den 
geistigen  Mittelpunkt  der  Gewerbthätigkeii  Engissnds 
bilden.  Der  Royal  Institution  verdanken  vkr,  abgesekn-wem 
ikrem  technischen  Einfluss,  auch  einen  Davg,  einen  Farmdssm, 
welche  sonst  wahrscheinlich  nur  beschränktere  Kreise  der  Wlrm- 
samkeit  würden  gefunden  haben.  Was  auf  diesem  Wege  sm  U' 
sten  sei,  hat  der  den  Senkenbergischen  Stiftungen  sich  niueAlht* 
sende,  von  den  Aertten  in  Frankfurt  a,  M,  begründete  pAv- 
sikalische  Verein  gezeigt,  welcher  unserm  erfindungsrelemn 
und  mannigfach  auf  das  technische  Leben  einflussreieken  Plr^ 
fessor  Dr.  Böttger  einen  schönen  Wirkungskreis  erlMuks, 
Mikihten  die  Lehrer  an  Gumnasien  und  Realschulen,  in  weMU' 
düng  mit  den  Aerzten  und  Pharmaceuten  der  Stadt,  äkmUeke 
Gesellschaften  recht  zahlreich  begründen  helfen.  M}enm  Ar 
Erwachsene,  die  mit  gereiftem  Geist  und  mit  technischen  SBwedkem 
im   Auge  kommen,   sind  naturwissenschaftliche,    tur 


*')  Dagegen  habe  ich,  »elbst  aiigcalclU  als  Frofetaor  der  Mathamallk 
vnd  PKjftik  am  Gymnasium  in  Bayreuth,  im  Jahr  180B  ein  ProgranuA  gs- 
tchrieben,  worin  dasselbe,  was  ich  hier  sage,  noeh  ans  andern  Octickto» 
punlilcn  ent^^ivkclt  und  dargelegt  wurde,  während  es  »ich  nar  allsttsclur 
bewährt  hat  in  ueurrer  Zeit. 


^  FwteAumat^ttslet  betlimiute    VortrHqe   cortugttfrw-  fffriffitct. 

tUn  itt  i/.T  '(irtirhlrpttMkl,   ditr  allifrmein  in  Enijltmti  unerkannt 

'.<  iWiAri.      H*(r   iii    lirnttrhtnnä  haben,    austrr  dtr 

mtd  Eneritrruriff   ätr    Technik    tirh    heiiekeudtn 

:<'\rh  rine  lifsMiäerf    ärttfichF    zur  Bfifriludunp 

.1,    ir  <•  nsrnteha/'llirhrr    Bürffngeni-lhc/iaften ,    um    nicht 

■  tirr  Hiimüouiäkie  {leelchf  ntiturviitrntrhaftliehnufgcfnstt 

f'ütudiu'n  awt  /irtlitrtn  firifewaUex  drr  Krnnkhfitm  hin- 

ttte)*lrm  allrr  ^'obmtittfnschnf't  /'eindlicbrn,  hemchrnd 

■  ftittchra    lUvätiriumit  taijlrirh    ijrtcunncnet    Spiel   tu 

piM  ^osirr  Au/raf  fSr  reriiätidii/e'  Aerüe   und  Pharma- 

wmie  fiir  hrhrrr   nn   Oifmnasien  und  litahckulrn,    dem 

m^tn  der   SnluTmigtensr.hoft  iti    Frankfurt  a.  JH.  getje- 

hhen  Dtitpielf  naihtiifofgnt. 

,.    IVorh  i.'ine  auf  die  |iruk(ische  Deciculung  der  in  vorllegen- 
[  ^CTAbbanilluQi;  cur  Siiracb^  f{«brachti:ii<!e^enätän<le8ich  beziehende 
'"     L-rkiini;   »ill  kb    )uirdh>-n.      Die    Technik    lat    stets  Hand    in 
I       _      _   II  inil  sebiiiier  K>in»>t,    und  eben  dadurch  erst  eebo- 
r,iitschi<!den   aliei  hub«n   die  Mysterien    des  Xltcr' 
.  Lssen   Einfluss   gehabt    nuf  scbiine  Kunst,    welche 

Fi.ili 1,1  fand   All  der  In  syinltoüiicber  Hieroglyphe  verbor- 

t yaKrlifit-     Und  da  es  sich  bei  diesen  symbülischen  Hiero- 
^^VO*  emer  nnluriviasenschafllichen  Zeichensprache  handelt, 
«art  darxuthun  die  Hbupltendenz  ist  meiner  Einleitung  in 
^  o)at!;ie)    "ir  noch  jetzt  nicht  entbehren  künnen ,    weil  sie 
^tarnnlhnendiglieit  gegeben,  wer  wollte  dieser  streng 
'  aftlichen  HicragtypbenHiirAcbe  die  Fähigkeit  absprechen, 
ini-h  weiter  xu  entwickeln  und  auszubilden?    Man 
dienelbe   auch  noch   in  neuerer  Zeit  einOussreicfa 
^jiili  auf  21'icbncmle   und  bildende  Kunst.      Die  gewOhn- 
■adluD;;  der  Mythologie  hat  der  neueren  Kunst  mehr  ge- 
b  geiidtzt,  indem  sie  keine  festen  naiurgemäjsseii  Anhalt- 
.jfhut.    deren  die    so    leicht    sich    verirrende  dichterische 
■ie  TortugKweiee  bedarf.     Uuppelt  wirblig  inuss  es  uns  also 
in.  das  ntüuBeic   ge bildet«   Publicum  mit  denjenigen 
•ilen  der  LNulurwissenscbaft   zu   befreuniten,    durch   welche  wir 
ph  y  üikalischen    Zeicbensp  räche  darum    hingeführt 
rden,  »eil  wir  derselben  zur  Vers; tandigung  schlechterdings  be- 
,      Ueau   dieHe   unentbehrliche  Zeichensprache  ist   es  eben, 
B  nit  der   altt^rthflmlii'hen  symbolischen  Hieroglyphe  zusam- 
nl.    Wenn    nun   also   in   drii  Oberklussen    auf  gelehrte» 
jcbcn  Schalen  schtecblerdinus  Physik  im  gFinien  Umfange 
r*(ti9«lrugeii  und  sogar  sunt  Gegenstande  der  Einlernerei 
■minstionswesen«)    gomucht    werden  soll:    so  bann  jene 

pch»  Hieru^yphe  wesentlich  dazu  mitwirken,  den  gewühn- 

I  bolirl  »trhendvn  L«hret  der  Mathematik  und  Physik  auftiym- 
yim  mit  dp»  Philologen  zu  befreunden  und  nach  und  nach  den 
PlcTrMj)end  gnvordenrn  Sinn  zu  verdrängen,  vnrzugsweise  nur  in 
Kticcher   und   hlctorischer  ^^)  Ueeiehung   die  Schriften    des 
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Atterthuuui  l«wn  zu  wntlen.    In  mehr  kI«  einer  HUwcbt  i_ 

I  WK>  al«o  nichtii;  scli«itien,    zuuüchst    weaigKtens    die    Physik«* 

I  U«  liitetes«'«  AU  xieh»   Tut  symlxilische  llierD^lynliik. 

Xiod  M;faon  in  dur  vorhersehenden  AhhaiHlluiig ,    wozu  hier  Navh- 

bice  SU  liel'ern  «ind ,    hnlic  ich  den  Wej;  ani^e^rben ,    wi«  boIcJm« 

gebu((«!u  kliiinu,  und  tterdt*  dientüi  (lun  tveiter  verfolgen. 

IV.     Uehe*    ein    verwickellpa,    nur   durch    die    eheo    ka- 

Keicbnvte  sywbotistJie  Bil(lers|irache  tnil-Klarbnit  Biif- 
iinfastieiideH  elektrnma^nettschea  Pkünome». 
In  der  älternu  Alitiaitdlung,  nor.-iii  diese  neuere  eich  ansehlle.ist, 

matlile  ich  0"'  Joi:ni.  fflr  [irafef.  riieiuie.  B  34.  S.  jrO.)  auf 
ytAh  Phaniinien  auf^nerksani .  ivodurch  es  vielleicht  nun  gelingen 
[  konnte,  endlieh  einmal  (nach  zwanzig  JuWen)  die  Aurnierksatn- 
t'fc,eit,  welche  einseitig  Idos  der  phonelifichen  Hler(i£;ly ph« 
I  F^g^*^*i'"ilt ,  auch  hin:eulenken  auf  die  dem  Inhalte  naeh  viel  interes- 
.  mnt<?re    synibollKche    Hierogly  (»he.       Eh    handelt    sich    von 

Mrieni  s^it  dem  ersten  Pecenniii  ilieees  Jahrhunderts  walir<;enoni- 
l'  äieneii  Phänomeu,  nelcheji  dennoch  fortwährend  verkannt  und 
[  Ämiissdeu'et  wird,  weil  man  die  eyinholieche  Hieroglyphej  d.  h. 
[  sie  |ihysikalische  Z<Mche^ii«iiTiii'he  vprschmäht,  »hdiirch  Ca 
I  idleiii  (ivie.srhon  im  -fahrhuche  tk-r  Chemie  und  Physik  von 
I  X82S  goze^t  wnrdt^)  in  («einer  hohen  Gesetzmässigkeit  und  MiiaJer- 
I  rillen   Nchiiiih^it    nnrzulai^Hen   ist.      Mit  so   crüäserem  Dank  bähe 

uifa  es  an/.'uerkennen,  da«s  einer  der  vorzüglichsten  Mitarbeitei'  au 
[  2eiTi  nun  vollendeten  grossen  tihysikalificbeti  Wü»terbuche  "),  d*f 


il,an  ECh&itcii  die  aiidi  bai  Critclicn  luiil  Rüdictd  riabttmuchui  Manurhen- 

Bfer.  Vit  I.ii<:i*Diiu>  (d>  f*i>m  teU|iim(  üb.  1.  »p.  31.)  lolohu  gtn- 

»u  «uwjirlchl,  -wDiliiri:]!  muH  «oElclrli  vemlcht,  wnrum  so  »iiaciAn  eiiucdua 

»■e  HenM'li>'iiii|irFr  liclrtlTciiilt    Nuriren  niicli  ua<l    naiU  crir  ilurcji^rdriiiiiea 

m.     Bi  Ul    >chr  diink«nawcFi)i .  cUis   t.  I.nt<iulv    {  «-eiche  r  in  drr   W«l|. 

Mehlrhre   riie  «etla    <lei    prt    homjnes  >ivl>l  un^   in  «o    tcrn  ilu  Tlrideii. 

nm  mil  Hciirhang  euf  iln  Chriilmihxin  f;t*irh>Hm   l;rFalngli>h    «ifrattO 

rit  i;r0t»«r  Golelmiiinhi'il  iHcnc  ic-.rilrpiili'n  Noriten  gMimmeti  in  sfltiFr  Ah- 

fcadlHa    •Ihei'    .lie    Siih  D[i|>fer  de  r  Ttri  etl.en  un<l    H  Ji  Bi  f  r  an  a  ihr 

{«rhtllniiia  eu  aem  Einen  aiif  Golgatha.     Würiburt   1811.      LaiidM 

iUt  er,    da    er  auch    von   Atuyiiie*    iiirich,    wo  der  Sage  nach  Her  kala* 

'  d^  KenHjiixiii[iFer  Aliiiullle,     iiur>nerkt«in    tverdm    kennen,    dua    tiicbt  Hai>> 

V>"<  ">"'l<;>^»  die    Myxetlen    de>    Haraklat    (um    eiiun    Ausdr.iik/^w 

1    bjrtlfls  EU  gi-bnuclien)  gemetnl  «eicu.       Etien.au  i>l   >un  den    Orpbi>clicn 

I   Mjitericn    zu    Tetttcben ,     wt    in    nhalichcr     HciielioDfi    dem    Oruheat 

[   ^htierühmt  wird.      DüMüIbe  iüaal  »leb   «an  den  **niolbr<iciidi<:n  (nuf  BerVn- 

[    m  vai    dlB    Dio'koreli   nUb    br/lrhfnd*»)    n.iinrw<ii«pn>i:b«rilir)ien   Mvsterten 

,    «KiiwelMn,    i>Flh)i    h)n<iclitlith    siif    Rnin.    wo  dT  V«iliiIUt>><-  Cutint  nll 

ttani  Tiuemmeribins.     Grnad  genag,   um  DItbli-r  /n  teraataMen,    nirb  idlMan 

•dleren  Hyttericn  RiiciucliliMHa.     Wir  eiMiekeii  bvi  dieten  MmaihraeUrlm 

I    JlTnIerien    mIioh    in    drr    ■llerrilletten    Keil    die    N  n  In  rwi  ite  mcke  fl    im 

L    KiaMpte    Mit    den    O  bttnran  liem  na.    weliher    aach    in    nBarrrr    Zeil 

(ifan  duka  au  dia  Anladatea  «nd    an  die  llFienprnieaM)    MenacbeanpfaT  fc- 

[    nag  herheigprühri.  —  Vtr;;!.   Noi«  ;8.  nnd  14. 

«•)  Dieie»    |iby>ikaUtclie    Wörlribnrb     blieb     nündich    ^,a/.    aicenfi    bU 
I  Schlintc  de*  Werket  dem  B.  H.    S.  413.    de*    Joarnala   für    piak.- 
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Pfaff  tB.  &  S.  78.)  nehißsleiM  die  Abbildun^^eu  mit- 

>l«ho  irb  Hiiter   BrcrhrciliimK  der   elelclroiua^ed sehen 

'•.-n    MHi   dicvem  PbAuomtiB   iiu  Jufirb.  d.  l'b.  und  Pb. 

j,  K.  B.  4H>  T*r.  I.  Fijt.  la— 15.  und  182«.  ö.  3. 

Taf.  I.  Ki^,  -t.  f{«^ebeu  balle.     Uesondeix  tlie  in 

ii>'^  Kitersl  ^osetzmiUiii^  dar  ({est  eilten  vier  Wirbet- 

^.u<iiii:n    iiuf    jenen  .scharfsiiinisen    und    gnlnctlicheii 

ekln'r  M-bo«  Irfiber  aus  ilifseii  Erscbeinunfteu  ein  be- 

iiltinn  ^nwdil,  ain  )iünsti#at«n  gewirkt  sti  haben,  um 

sn    madien.    su  ni«in«r  Aiisiebt   übtfrzulreten.     Und 

rtirdE   die  iinklkre  Idee  viin  „KalTaDiNcb-elcktri- 

iiniiB^enAl8lJr«acbenierkwiirdieerBeive);un- 

Jn'vvksilber  und    verseb  ied«n,en   Fia«»ißkeiten" 

■uff^iiebeii  bab«!).    wenn  ihm  schon  die  vier  gesetzmüs- 

dn-bi'ndrn    ()  u  e i-k f) i  1 1> e  r  m  ag  n e I  e    bekannt    gewesen 

imrfibor  ertit  in  dfiiiHelbön  Jahr,    in  welchem  jener  achte 

r  |ihv»ikali9i'hi-n  Wilrlerbuehes  erschienen,    eine  Verstän- 

nü^eb  ifeniai'ht  »tirdc  durtih  die  auf  Taf.  S.  Fig.  8.  meiner 


VWtUl   .nt   irr 

KOKiliBhK-    d*i    Plirsik    htiteUl.       DarDin   »uMe  *<ieh 

WwHMi«    <r»or 

nmin    *nn    «inir    ..hwuül    ünt    Vertläudicun«    (wonu    nichl 

IhUMkdi  •!«    [>. 

.r.tcllanf;    «...h    i^    dir    ?l.j,ll..     «U    ir.     dfllRc»    .t>d*r» 

iMrLiM..    ..n,   1 

fnu.rif  (rliolicn  wtrdm  ■oll)  ■htolul  uucDlbcUrliikon  phj- 

•UUioh.B    Z. 

rUliBB.pr.,:!.!,     w^yltl,.^^    man     jedocli     «l.hold     >u     »In 

4lM.    «tll    .U   , 

>a  itle  ■)<«    ,vmbDli«<.lic   ILkrat:lT|,lit  erlnneri«.       Und  du- 

■(b  rdixip  tillli 

«hwciucnd«  IteHiilEiing  wurde  .uigfdeluil  '«f  alUi  Naiar. 

«MMdMflllch.. 

w«  niiUBikiiiU   itt  in    mcLn»,    eben    itner   tymbolUchtD 

lufKiTr''»'  •'«■■ 

»MchlUMad*«  ElBliUiin«  U  die  MrihoUgif  .ut 

i.Sltt*V    i" 

MAlurir.     —     Uriirii>rli      muutc     dnttcllig     |Ji;uL>li*Ehe 

•  irononiinGliCn  Z  cl  cl.  ?  n>  |>r>c1>  c  eine»   huoaderD  Ar- 

'.  »I.l  nii  mll   einer  mytlialoeiv-lien  Bllilprwell    ziuninmeu- 

'■  lind    war    Ixin    -«nrlxinden  .    die    |.  h  ;  tik*  lisctie    Zel- 

lUrnm  lu  jirMtrihirrn .    J.  Ii.  jpd«   BrwKhBnng  uuwerth 

■>•  slBlcUtill.  .11  Myiliatoniit   crinavtt,    <1>  «te  doch  uu.1» 

Wl    hvrtw^i'lil    «u-    'Irr    ?4iiliir  djir    .ShcIicI     Nebenbei    lei 

■■«4«  Bemti^nnK    >^rlauM.       Jane«    rriu>i|>    lUs    JiMbireai 

Str^n   H-<.^„>;„,\.......    ,m   liuhtrn  (^[ihI>;  'trrmcliri    «Ud  Juicli 

^^^^H 

f'U'-" II'-   -1      —  iiiia  .11....1I.C-  Sihiikwl  trat  die  3»- 

[«■I..I.    .!■   ■       \:\...    ■■  ul.«  W..ll,n«Bne.i',m«».     Ne«. 

^^^^^H|B 

r  "..   ...    .1 1    ..     I.t.ri'   lail)    unUoifhii'l    ;;el>l>ehcaea, 

.."  .-    ,'..'  l.ou'R   »Ulf  „iitier  die  Niiiuf  des  an- 

lalTl.       E>    war>l>    nümlicll    dJCMr  a(lBriiuerin|-    nie 

in  ^lEkenilcr    AxrMJen    nder    MetrarRMtsenrliiB 

•lao    XKichl'    nua    dir    Vräfiuta    der    i>m!.liii'llicii    im 

.  ISlt.  B.  10.  Ü.M.  Sa  Tl.  H2.  uud  B,  IS.  ä.  418. 

II  Grandie  >>etH,  wcliliti  »ilian  loi  SS  Jnlireii  »(  diTi*  Aaiicki 

B*i  hnUiirlcH.      Kt,    Cblxlni'a    Stbrl'l    iil>er    Feiicrmrreore 

L  Kblau  <ln-   <,.»cipile   VVtFj;   a«(  frufune   M<li   en.    welchem  be- 

lili  (H.  ST. 


a.).       V'n.l  ,1 


n^heuhirliKi 


i 


IM 

BitiL  Ib  4.Hythol.'  MÜftuUnHHü^^  «ir  Um»! 
«•tsiiri«#t|^«pi  Drehmgea^taMfrvtortQiMtluril 
terdiBg«  aiicntlMliriiche  iymfcgMielw  <lliwiigl||ilii  i 
ftchen  WfrbMrehang«^  Arf^  Mi  mehmt  W  MitMm 
ah  dhtti  GrabdphinoiiMW^M  i^Hüi  m  wmmnigtmAm 
t&ä  ^IrtchelBfuiMteii,  rom^wMumm  steh  Um>  iuttic 
Ml  «idd,  nnd  8t»lir«i4«^  ttttb'  diel  OHigiietfse'  «i  'liraHiw«*!* 
«uiin«iifM«ttter  elct iiMtiwpiägihiilMr  AffMrt-H^-gb-^hdwMMiBM^ 
cMiM^  ist,  mT  d}e  iMMMMiir «Welse  «QwvIttnCMlkMdHUil 
Si  scliftister  Aorfi«duiiydl«rwMteH«i:  —  wWJcbir  ' 

Zoleluiiiiiff  dieses  CinmdphftnooMBS  dariÄi'lileher' 
scfhr  wenige  noeh  zu  k«uea>.sebeiiieii^  IMem  aieU 
sigeD  Lehrbnebe  der  'PbjMk  ^imwvm  diis  BadsM^AÜIi 
drnig  gegeben  wird^         •  '•  •'■      -ii-..'   i  «'^■-«^t»n?-l';liMMll 

t£f  -  '        ••  i»i-.  •    M»j*    -'tivji  4l -ii»    rUir    iiit- 

■      |i- 
•  ■     t!.u  -*i->i|uiJ4fd 

An  diese  Abbildung  *^  reiht  sich  nun  folgende  ezpefimenteBe 
Bemerkung.  Denn  darauf  kommt  es  zunächst  an ,  dass  das  Phl- 
nomen  von  experimenteller  Seite  gehörig  beinnnt  werde. 

1*  Ich  setze  Yoraus,  dass  man  vollkommen  gereinigtes  Quads- 
Silber  anwende,  welches  zuvor  noch  eine  Zeit  lang  unter  verdfliinr 
tmr  Salpetersäure  gestanden.  Wird  nun  dieses  von  der  Siüpetef* 
säure  (wie  gewöhnlich  vermittelst  eines  Trichters)  getrennte  Quecfc? 
Silber  mit  gemeinem  kohlensauren  Kali  übergössen»  und  werden 
In  diese  Kalilosung  die  Platinpolardrähte  getaucht,  ohne  das 
Quecksilber  vorher  berflhrt  zu  haben ,  so  werden  gewl^iinlicii  (bei 
itm  Gebrauche  der  langen  Drahtleitung  in  Stohrer's  magneto* 
elektrischem  Apparate)  sogleich  die  vier  Wirbel  sich  darsteUen, 
welel^e  man  am  besten  sichtbar  macht.    Indem  man  von  eineöi 


!•■  h>i- 


*<>)  Die  AhbildoBg;  erklärt  sich  leicht  toü  seihst.  Die  pnnktirte  Liaie 
beseichBCt  die  GrSoce  der  in  ganx  düoner  Lage  aufgegoaaeaen  kohlf Mianm 
lUUlötniig,  woreia  die  Piatiadrähte  F  uod  Q  taachen  oluie  daa  ifornk^ 
•llber  wa  berohren,  welches  hei  der  Eintauchong  die  Gestalt  ompr^mQ  •■- 
■iasast.  Eiektromagaetiachea  Geseixen  gemäss  ist  nämlich  NN  diu.  a<»rd- 
aagaetlache,  SS  die  aädmagnetische  Qaecktilbcr  -  Oberfiiak«« 
während  an  der  unteren  Fläche  der  entgegengesetzte  MagnotiaaMu 
«vftritt.  Darans  entstehn,  indem  sich  das  Qaeeksüber  in  eine  —  iT  Z«at 
mM0  nnd  eiii«  -f  ^  ^^^'^  mprgnm  theilt,  Tier  sich  gesetzmieelg  dre- 
hend« Queckailhermagnete.  Die  anf^edenlete  Oxydanhänfang  um  p§r  iat, 
•beneo  wie  die  Zonengrense  SM,  tlieiU  Teränderlich ,  theils  tnehr  odtr  wm* 
niger  in  die  Angen  faUend;  se  wie  nnoh  die  Wirbel  in  der  kohlcneanMn 
KnliUiaiuig  •■  der  -^S  Zone,  wieh  Unuländen  xnr  Seite  eich  halten,  odier 
in  die  Zone  kiaein 


*  SchMefcl  (odvr  Kolile,  uiler  vitu  b«id«ii  zugleicli)  klein« 

IrlH^  ilnraol' nliHcbubt.     WiMidet  man  SlOlirvr'o  grSsävre 

ÜMchit)«  -^-i  'ir'  -Ir-i  Mii^iieten,  vuii  denen  jeder  nun  seL-hs  La- 

i»«lbu  ;.  1^  HO   kann  en  n<ithig  nerdeii,    dass  mau 

wM^<'  :<'   mit  dem    Anker    schliesiteii ,    auch  die 

KaMbbft:     im::    miisAigvn    inus«,    um  die   vier   Wirbel- 

L-  u><;f  üc^etL'linel .  m^bl  auatiebitdet  und  Rthün 
iiti  Bt«ltt  daraus,  dass  SIGhrer'a  niuEUeloelek' 
iti|i«rst  viel  krüAtgar  wirkt  als  die  Vollai»clie  b&ule,  wo- 
rarbeiiete  iin  Jaht  lÜitö,  nni\  dipser  (nach  d.  Jahrb.  d. 
i.  4h.  S.  ^ti.  und  '2^17.)  unter  den  eben  aitifeaeljjlen 
,  nach  Meinem  Ausdrucke,  „in  der  Flüssigkeit  keine 
I  Sftr  «BH  filriiiuung  betiierken"  kouut».  l)a  ich  iu  demselben 
I  tan,  »o  Priifr  seine  Veriiucb«  (inbiicirte,  mit  einer  viel  starkem 
I  Vallaiacben  Siale  diese  Versuche  unf;eclellt,  so  erinnerte  ich 
OTi  daraal»  (u.  a.  O.  S,  3^}1):  „nicht  seilen  sieht  mun,  wenn 
n  Queckndber  xnisc-heti  Flüseigkeiten  eluktriairt  (uekhea  aicb 
I  4itt  in  awei  ilunen  Ibeilt),  uii  hciilen  Zonen  ent^egengeselxle 
I  ätktnHi>«i;nvtisL-be  Drehungen  auftreten ,  woraus  eben  die  enlge- 
I  iMfoeUlen  ätrümp  hervurgebn,  ivovon  Hcrschel  redet.  Diei<er 
I  M  de»  l>lFli'h([evtitbts  aber  ist,  wie  leicht  begreillicb ,  seltener 
I  Ib  licr,  ito  die  eine  Art  der  Drehung  die  undere  übenviegl,  ja 
I  !■!  Iu  nieh  verschlingt  und  unwahrn«binbar  macht,  wenn  nanilich 
I  Hhcdcx  die  positive  oder  die  negative  Zone  des  Quecksilbers 
I  tarberrAcfaeud  ueivurden  ist  durch  diu  Nutur  der  leitenden  Flüssis- 
a,  od>r  durch  andere  (nun  susleich  d  anmieten  de  J  Umstände 
tatlgl".  —  ICbenao  bemerkte  ich  auch  schon  in  einem  Kach- 
dlrcH  zu  N'obili'»  Abhandlung;  über  dieses  merkwürdige,  auch 
■  4Goeai  fliiKK"'*'''^!'"^'"'  Physiker  »liiizlich  verkannte  Pltatiu- 
-  Vahrfa.  d.  Ch.  u.  Ph.  B.  54.  S.  tJti.),  dass.  um  die  vier 
,  alles  von  der  Natur  und  der  SJlürke  des  elektro- 
i  Apparates  Hbhänge,  daxs  ich  sie  liei  Anwendung 
'inreii  Natrons  nuer  scbnelelsauren  Kalis  u.  s.  w., 
I  schtiu  uiid  lang  ausdauernd  bei  einer  Lösung  von 
[uhleUMtiiren  Kali  eeüebn  habe.  Zugleich  gab  ich  dann 
Abbildung  di«»«r  vierfachen  Wirbeldrebimgen. 
renlicher  war  es  lur  mich,  dass  Stfibrer's  niognelo- 
ne  so  vorzngsweise  geeignet  ist,  gerade  das 
i  rtektromagne tische  Hhiinomen  auf  die  leiehtesle  und  be- 
ste Art  darzustellen,  eben  weil  man  dabei  so  ganx  in  «einer 
drn    elektrischen    Strom   hat,     auf    dessen    an^niesseue 

BS    aribummt,    wenn  die    [lositive  und    negative    £one    des 

I  D«eck>.ilbi-r>  »U-h  das  Gleichgewicht  halten  soll.  '  Hut  dieses  alle 
I  fliktromiiuncliHt^he  Urchungen  in  sich  vereinende  Phiiiiouieu  sich 
I  tnr  endlich  Einuiiug  in  unsere  Lehrbücher  der  Physik  verschafft: 
I  t«  nird  au(h  die  zur  ErlSuterung  desselben  uaentbehr- 
1  lltli»  eli^ktromagnetische  Zeichensprache  unmiii^licb  län- 
l|B  werachmfabt   werden    kOnnea,    sondern    unwillkürlich    sich    an- 


3.    Wir    haben    biither   vorausgesetzt,    das    reinste    mit    einer 

neji  Schicbl  kobtensaiireii  Kalis  liedetkte   (Juecksilbor  sei  bei 

I  Durchi.'an;,{c    des  elektrischen  Stromes  weder    vom    poitiliven 

[  mdi  VMU  negativen  Platinadrahle  berührt  worden.     Wird  aber  der 

[  Mfilive  PUlinadrabt  in  dasselbe  eingetaucht,  so  Lit  eben  dadurch 
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^i>  gatiice  IVIaase  ties  QuetkMtIbers  nej^utiv  dcEtrEsH,  and'' 
deo  also  die  fCfr  die  ü^üatlve  Zone  onnfM  iii  untufer  Ftitar 
neten  Wirbeldreliungen  iinii  »ich  Qher  diti  gnnatp  QneciHit 
rerbreiteti.     Zieht  man  nach  einiger  Zeit  den  Plafimtdralit 
Vui^cksilliRr   zurück:     »n  werden    diesfllien    n^ijntiven 
nTiiig«teii»  noch  eine  Zelt  bnc.  jn   xinvellun   lii«   xur 

bii);   siel)    Stier   die    );anKe    Ffä<^h#    df-s    QtiPrkniltiftn  

Die  negative  l.adiin?  dauert  nUo  Tort.     Und  dies»:  war  d;iM 
Phünomen,   welchem  Pfnff  Itei  der  V.iltnisrfattn  SXut«,    die« 
wandte,    »ahriiehuien   konnte.    ab^eNPhn  vnn  den  MÄdtlKS 

fc-ciche  durcb  AtiivendnnE!   andenr  FlflNoigkeitvn ,    nln  d»* _^^ 

«auren  Kali,    herbere rnfirl    werden.      An     )ent^    nepati*«    LaAÜ^l 
*bcr  llssl.  wie  niichgf wiesen  wurde    (im  Jonrn.  HIr  iwnkt,  t'heml« 
B.  :M.  S.  415.  ff),  eine  interessante  llmdrebiiiiir  ir-t  W!rb»l< 
beivegun^eii    sieh    nnrethpn.    woduK^h    die    Bi-dents.uDki-il    •!■-> 
elektrischen  Ladung,  ntif  ivelehe  teueret  Ritler  die   \     i' 
teil    hingelenkt,    in  leiehtester    wnd    sehnnrter    Wri-. 
«erden    kann.      Man  mürlite  sich    wundem,    das«    iIp 
LadnngspliSnomen  ntrht   langst    lienimchlet   wnrde.       \ 
Üle  lebhallen    Zuekuncen   des   Queksllbers,    welebe    ticiK-r,!!    i  xc 
HeMwig  bald    nach  Oonatmctinn  der    8fiule  Vnita'«    heoharlilri 

gvie  sie  umständlich  im  Jahrb.  d.  Ch.  u.  Pfay»<.  l^t.H'>.  H.  tÜ 
.  :J41.  beschrieben  und  nun  l«'irht  ableilni^faiittt  sind  ans  den 
Dn-liungen  der  vorhin  in  Nute  30.  ervvfihnten  Quecksilbt^nnagmUrl 
diese  lebhaßen  Bewegttn|;en  der  ganzen  Q«eetsilbenna*.8*>  nt^iss- 
teil  nicht  selten  den  gehiirisen  (Jrad  der  Ladung  der  IJup<L'iitb«r- 

I    obeHISche  unmöglich  machen.    Bei  Stnhrer's  Maschine  ist  es  Mrbt. 

I   durch  Anlegung  der  Anker  nri  die  Magnete,  oder  laii^«amer»  iJrc- 

'   hung,   die  Heftißkdl   der  Quecksitberbewegimgen  zu  Fcmilndem. 

'  Dennoch  irfirde  sich  dieses  (ilierraachende  LadiingsjiliHnonim  isebon 
(Xngst  auch  bei  dem  tiebrauche  der  gewShu liehen  Noltnint^beti 
Süule    dargestellt")    haben,     wenn    man    »ich    da*u    eingerlehw 

'  liStte,  sogleich  nach  Aufhehnng  der  primitiven  Kette  die  iteciiti- 
dKre  schliessep  xu  können.      Zn  diesem  Zweck  ist  es  blns  n^thig, 

I  Queeksil berge l^se  anzuschieben,  woeu  am  besten  etwitB  ~~''~ 
feere  KorkstOpsd  geeignet,  in  denen  man  niit  Quecksilber 


'>)  Wicklith   l>t   die  LadunEiksllE   ■!■  Im   fDrldxueradea   Ku 

I'  '4»'  primlliTin  Kcltr  Huuichen  (wim,  wolil  «rwogan,   all«!»  lOiOii  •l*m  W^Öt 

\   Airllchen  Streit    Jet    Cmilacl -'riicorU    mit    der    ctitmlicbtii    l'touilr'  t>el''ln 

'Tollaiachen  Siulc  J.illte  hp>eili|-eik  miitetti,    woroii    nHiilliiidlivKer    die    Hf« 

^«r  in    meinet  Ein  1.    In    d.    »ythol.    8.  2TT  — »T».)i    und    j.  "      ' 

'  ^e«as  Kam|>fe9.    liri   dam   angar  tnainenina  iHe  ircirod«»  Kiii-- 

Itt  wahnchvinllcli    «in    bei    irneu    elFkrnimaKrHtlMlian    Brvhniv- 

MlU'ndet  PhÜBOmtn  ru  IxlrMhlnn.  weltliea  Ini  Jalirlr.  d.  C  V 

Bl  S.   oder   ri.  g.  lt.  B.  54.    3.  8».   Mole    iiil    MKrH.lui    W-. 

tMMielin«!:  wurde :     ^Kam  ürkt  tnw«i|«n  nnier  ^ewiiMii  lledi". 

I  Hh  ich'dieu  athc  acliim  |.<i  dam  G«l>rnuelii   den    »tiiKil.  ' 

gc9el(mdt<>li;fii    lilkr/eri'n    o.ler    innreren    Heiladea    die    ;iiii/< 

1    Mfitt«  M«ll  ».nw.ll/eB.     «.d'dem  die    pn.ilir>.  Zg,.e  ,!;-,»,    »..,.. 

I    »•    »»"■'i''    vctar^iigt   Itau    wHlireDd    nnill    J»    Utn.VITIniiii!     I 

t'Kne    wieder    Kiiin    VarM<>inn    h<tni.nl.       9alMre    Kr.,ch.'iiii.ai;tn    i 

I   Tv>uU»^iS'i    da»    Ker.vliar   -vn.l    Ndhill    Alles   M<»  «oa  ttt 

\  YttBEhrilhM*   tblelfen   wodlan,    tmJDMli   da*  W*»er    tsdigllck  wiibflj 
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I  «•Iningt,    »eil   df^t  kork   bequem    lugli 
röntiiwlecklen  Leiliiiii-silriihl»  dienen  kunn.    Jeilach  lUma 
B  Clnnchtung,    um    DKch    UDl«rbT«diuiig   d«it   «leklrischen 
(  JtiJ){lt'>i:ti  die  becundiire  Kette   schÜesscti  zu   kJlnncii    (wo- 
I  blos  der  iH-briuti-h  von  UruhlSühuurpn.  stHtt  der  ^«njilin- 
'{r)>Ii'-v..iiH'e<dräbte.    bälte  häll'reich  werden    küimeQ),    iliw« 
I       ■fiiiiiiK   holt«!    man    v<rrsliuinl.      Wirklich  konnte   ich 
■'(•r'ii  mai;i)etoclel(triiicber  Mnschinp  den   nliOiiKen 
'iirn   Ladung    iler    QuecIcMilbe  ruber  flache   schneller 
.:>.;:        ;ili>  mit  drei    (nach  einigem  Ucbrniich«^  zu  anderen 
I  Imiuirr  nocli  sehr  («bhafti;  Kunken  uud  lebhaft«  Waviser- 
rl»effirkenil«D)KoMenoyUndern  von  Bunsen.    Denn  län- 
^  em-krift  halte,  mutete  ich  mit  di«i«er  kleinen  Kohlen- 
_..«  Quet-kKitber  iieiiativ  elehtrtHiren ,  bevor  ilon  bptti'hriebene 
I.tiituDg>i[)faänoni«a ,    welches    durch    umgekehrte    Wirhcl- 
g    »irJi    duiMteltl,    aul'   eine   deutliche   und   lebhafte   Weise 
rat.       AUertlinga  tuieh   mit  Stührer«  nia^iietoelektrischer 
■n    wiril    man    diente'    umgekehrten    Wirbelitrehungen    Dicht 
h  «ehh,  wenn  man  zuvor  diis  Queekisilber  posili*  elektrisirt 
1  dun»  nach  Ziirüekziehuiig  des  positiven  Uruhtcü  den  nega- 
1  nur  kune  i£cil  eJawirken  lieMs.     Denn  nffviibar  eine  gewiii'Be 
r  n«stali*en  Ladung  («obei,    wie  schon   früher  erwähnt, 
ni){Ghnlt  den   im    koblensanren  Kali   negatiT  etektri- 
HisiUiivK  in  Ue^achl  kommen  kann)  ist  nnth»-endig  sum 
reteif  d«(  Erscheinung,  di«  aber,  wenn  sie  einnuil  ein- 
'  ')  I«ii:ht  wii'derholt,    so  dass  aladann,    wie  gleichfallK 
t  hcrvurgehnbeu   ivurde,     die  enluecei  ige  setzten  Wir- 
|«H  der   Ludung^kelte    zwei  bis    drei  Älinuten    lang  fort- 
nen,  wenn  das  Quecksilber  auch  nur  etwa  zehn  becun- 
IcktriMrt  wurde. 
Mit  solchem  negativ  geladenen  Quecksilber  wird  man  aber 
!   iMgtrirh   die    vier  Wirlielilrehnngen    hervorbringen  k<lnnen. 
''  Bes  negativ  geladene  Quecksilber  eine  Zeil  lanK 
kohlcuHaurer    Kalilauge    eleklriHirt    hat.    wird 
I  PUtindrabto  gegenüber  die   positive  Zone  mit  den 
dtviwlea  Wirbeln  nieder  ;tuin  Vorschein  kommen  (früher 
r    in    Abhängigkeit    von     Uer    Starke    des    eUbtrischen 
während  dnnn  diese  Wvbel  sich  intiner  weiter  und  wei- 
rhneii.     L'm  schneller  lum  ^iele  eu  gelangen,    vermindert 
SU  ubirke  negative  Lndung  des   Quecksilbers  durch  posi- 
I  Ltdvng  van  so  kurzer  (nur  auf  weniite  Heeunden   beschrlink- 
)  Oaner.    dnwt  noch  keine  Uxydation  des  Qoccksilher«  eintritt. 
PMin  wird  sirb  dabei  leicht  flberzeufien,   dass  es  auf  eine  Art  von 
I  Abvtimmiiii'i  ;ink»mnit,  damit  weder  die  Ausilehnung  der  positiven 
T-fi    <lie   der  uegalivcn   zu  gross  sei,    aondehi  Ijeide  sich 
r    '  it>iger    das    Gleichgew-icht    halten,  wie    z.  it.    yor- 
'iNing  es  zeigt,  welche,  vtie  gesagt,  auf  die  Aid'lli- 
>  inen  kohlensauren  Kali  sich  bezieht.     Denn  höchst 
i'l  verwickelt  kann  die  Erscbeiimng  durch  Anwendung 
iin  Klüs.stgkeilen    gemacht    werden.      Umständlich    sind 
Üe  iicMeize.    deoeo    ifeiLiiiM«  sie   bei   verschied eni-n   sauren,    oder 
»der  xHl/iqen  Auflfi^nngen  erfolgt,  schon  im  Jahr  t8'36 
(iihrteti    "•       " 
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von  Erklärung  des    durch  obige  Abbildung  dargestellten  Gnmd» 
Phänomens  etwas   sagen  kann,    ohne   Hülfe  der    physikniischen 
ZeieheDsprache,  d.  h.  der  symbolischen  Hierogijrphenspracfae ,  w»^.* 
durch  ich  in  der  Mythol.  a.  d.   Standp.  3.  Natarw.  H.  mf; 
eben  so  kurz  als  klar  jenes  Chrundiihnnomen  erläuterte,   weldieK^ 
allerdings  in  den  Drehungen  der  vier  sich  ausbildenden -Qoedlp^ 


Silbermagnete  besteht    Diese    vier  Quecksilbermagnete  siaa  e!%^„ 
welche  nicht    sowohl^  die  darüber   ausgegossene  FlOBsigkeit  mL 
sich  fortreissen,  als  vielmehr  die  (%vie  nachgewiesen  a.  a.  O.)  nacfc 
analogem    elektromagnetischen   Gesetz    erfolgenden    gleicbarfigcA 
Wirbeldrehungen  dieser  Flüssigkeit  erleichtern  und  beHirdeni,  nnA 
zwar,    wie  man  leicht  sieht, '  noth wendig  In  dem  Grade  filrien^ 
dass  unmuglich  aussen  (nach  Herschel's  Weise)   bingehaltsM. 
Magnete  irgend  eine  wahrnehmbare  Modißcution  in  den  DrehiiSr' 
gen  herbeimhren  können,  selbst  abgesehn  davon,  dass  den  vier« 
theils  mit  dem  Nordpol,    theils  mit  dem  Südool  ao  der  <lber% 
fläche  sich  drehenden,   und  zwar  mit  jedem  Pole  theils  rechts»- 
theils  links  sich  drehenden  Quecksilbermagneten,  wo  nicht 
doch  wenigstens  zwei  Stahlmagnete-  entgegenzuhalten   wären» 
denkbairer  Weise  eine  Modification   in  den  Drehungen  herbt 
Ähren.    Ich  sage  „denkbarer  Weise'';    denn  praktisch  anausführ^^ 
bar  bliebe  der  Versuch  schon  darum ,  weil  die  so  nahe  gefaaltenca 
entgegengesetzten  Pole  der  Stahlniagnete  sich  im  hiichsten  Grade 
schwächen  würden,    was  nicht  der  Fall   ist  bei  den  immer  mit 
neuer  Kraft  aufblitzenden  Polen  der  Quecksilbermägncte. 

Anmerkung.  ZvtälUgenpeise  befinde  ich  mich  Inder  Lage^  Mer  efwe 
Anzahi Exemplare  des  JahröuchM  d,  Chemie  n,  PhgstkfAr  iSH^*) 


'*)  Dauelbe  bildet  mit  dem  oben  beceSrbneten  Tllet  flad  veAt  besos- 
derm  Register  vertehen  ein  für  sich  bestehende»  Ganze  vcm  drei  (acht  Kb|h 
ferlafeln  eothalienden)  Binden,  welche  no^Ji  jetct  im  herabg»»eUt«n  Ladt 
preise  sechs  'l^haler  kosten.  In  der  Art  in  sich  abgeschlossen  «raehiaaMi 
damals  einige  Jahrgange  des  Journals  für  Ch.  n.  Ph.  ala  eine  Zeitschrift 
des  im  Leihni txischen  Sinne  geslifietcn  Vereins  xnr  Verbrei- 
tung Ton  Nalurkenntniss  und  höherer  Wahrheit.  Zngleich  selgl 
jenes  Journal  d.  Ch.  n.  Ph.  für  1826.  B.  2.  3.  132—135.,  auf  welche  h5chit 
achtbare  Weise  sich  die  kaiserliche  Akademls  der  Wissenschaf* 
ten  zm.  Petersburf;  für  jenen  Verein  inleressirte,  indem  sie  beschlots,  das 
▼on  Petersburg  aus  nach  Peking  Ton  Zeit  ku  Zeit  abgehenden  theologieahtB 
Miasionea  im  Leibnitzischen  Geiste  naturwissenschaftlich  gebildete  Mlfar 
aBxnreiKen,  wie  solches  seil  der  Zeit  wirklich  geschah  mit  Gewiaä  fAr 
mannigfache  wissenschaftliche  and  andere  gute  Zwecke.  Der  erst«  edtfllt 
ist  also  geschehen  su  einer  wissenschaftlichen  Propaganda»  wajtf 
Saetcen  von  Ae^ypten  aus  alle  EuropSis^hen  und  Amecikanischen  Akada 
mien  aafrief  (s.  Litt.  Bl.  d.  Hamb.  Börsenh.  y.  13.  Mai  1810  odar 
AI  lg.  Anx.  d.  Deutsch,  vom  20.  und  21.  Mai  1840).  Im  gleichea  Latb- 
nitslschen  Geiste  wurde  neuerdings  eine  Medical  Missionar^  Society 
of  Rdinhnrgh  begründet,  während  (nach  Froriep's  Notixen,  April |8JM» 
B.  34.  S.  122.)  diese  medicinische  Miss!  onsgesellschaf  r  in  Bdlä- 
Imrgh  den  Zweck  hat,  „in  Beciehung  auf  medicinische  Mirtlona« 
Keaatniaaa  wu  verbreiten,  lihnliche  Institutionen  an  nnterstClaon  nad  dia  theo« 
logischen  Miasionen  mit  irctlichcn  Agenten  an  Tersorgen,  soweit  dia  diapo* 
Bibeln  Geldmittel  es  ^erstatten.**  In  meiner  Denkschrift  aur  Sicalar« 
^eier  der  UniT.  Briangen  findet  sich  einleitnngsweisa  dia,  wia  a% 
scheiat,    wenig  bekannt  gewordene   Notiz,    dass  die  B  er  IIa  er  Üiii?crailil 
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düpmUrem  »m  kötmen,  worin  %merstjene  eben  erwäknte  pkpUhaifsche 
Zei€henBprmeke,  eniwickeii  aas  der  Natur  der  Sacke,  dargelegt 
wurde,  und  mnmitteidar  fükrte  die$e  Sgmboltprache  dann  hin  »ur  ge- 
teinmäuigen  Auflftts$ung  Jenes  verwickelten,  alle  Arten  elektro- 
magmeÜMCker  Drekungen  in  Mick  pereinenden  Pkdnomeng, 
wagom  go  eben  die  Rede  war.  Abgesekn  aber  von  allen  in  demselben 
Joärgm^ge  18Z6  mitgetketlien  dieser  Zeitsckrlft  elgentkümUcken  pkgsi' 
koMseäen  Abkandlungen^  ist  oknekin  es  bekannt  genug,  dass  wokl  Com- 
pauUem  veraitem,  nickt  aber  die  Zeitsckrlften,  worin  die  Originalab* 


das  VentöfccB  jenes  am  Grabe  meines   Bruders  zur  Begründung  naturwissen* 
Khnfilicher  Pflanzschalen  im   Leibnilsischen   Sinne   gestifteten  Vereins  über- 
Boasmea  Habe,   und   die   UniTersititsqufislur   iu  Berlin    bereit  sei,    Beiträge 
ur  Vermeiinuig  des  kleinen  Stiftungscapitals  ansonelunen,  um  spftterhin  ein 
Aelsettipandiam  anreihen  zu  können.    (VergL  HitzigU  Annalen  etc« 
furtjE«  TOa  Schletter,  B.  S5.  S.  176-^179,    wo  ein  in  letzterer  Beziehung 
sehr  beaclilongswerthes   Aclensluck  milgetfaeill.)      Zu   Göttingens  Ruhm 
aber  gereicht  es,   dans  wirklich  ein  Reisestipendinm   für   Natnrfor- 
sckar  dort  begründet  und,    nach  Blnmenbach's  Nniiien  genannt,    mit  der' 
Univ«rsilit  in  Verbindang  gebracht  wurde,      Uehrigens  stammt   die   grossar- 
tigsl»  Stiftiing  der  Art  schon  ans  der  ersten  IljSlfle  des  Toricen  Jahrhunderts, 
angereiht  der  Ozforder  Universität.     Denn   die   Radcliffe's   '(ravel- 
ling  Fallowships  sind  für  zwei  von  der  Universität  Oxford  ansznwfth- 
lend«,  mit  Natur*  und  Heilkunde  vertraute  junge  Gelehrte  bestimmt.     Jeder 
Toa    ihnen   erhält   jährlich  300  Pfd.  Sterl.,    und   zwar    zehn    Jahre    lang, 
mler  der  Bedingung,    wenigstens  fünf  Jahre   in  einem   fremden  Lande  jen- 
seiu  der  See  zn  verweilen,    wodurch  offenbar  die    Anlegung   naturwis- 
senachaftiicher   Fflanzsehnlen   eingeleitet  ist.      Auch   an  der  Uni'ver. 
sitit  Cambridge  sind  seit  dem  Johr  1707  zwei  Reiseslipondien  begründet, 
jedes  SB  100  Pfd.  Sterl.  jährlich ,  welche  drei  Jahre  lang  bewilligt  werden 
nnler    der    ausdrüiklichen    Verpflichfung,    mit    der    Universität   dnrch 
Reiseberichte  in  Verbindung  zu  bleiben.  —  Ohnehin 'binden  meh- 
rere «igllsche  Fellowships  fdie  überhaupt  vergleichbar  den  in  Leipzig  so- 
gcnaMilen  Collegialnreu)   nicht  geradezu  an  den  Aufenthalt  auf  der  Uni- 
versitit,  und  können   sonach   als  Reisestipeudien  benutzt  werden.      Offenbar 
alsa  würde  es  gut  sein,  auch  den  deutschen  Universitäten  (n«rh  manchen  be- 
trübenden Ereignissen)    wieder    einen   neuen   ;seisligen  Aufschwung  zn  geben 
darek  Anreihnog  von  Reisestipendien    mannigfacher    Art.     Solches 
wäre  angemessen  unserer  Zeit,  zu  deren  grösstem  Ruhm  es  gehört,  die  Ver. 
bä't^WBg  der  Menschen   dnrch  Dampfscliiffe   nnd   Eisenbahnen   mehr  gefördert 
zn  haben,  als  die  Vorzeit  solches  nur   zu  ahnen  vermocht.  —  Da  über  diese 
and  verwandle  Gegenstände  mancherlei  zur  Sprache  gebracht  im  Jahrbuche 
d.  Ch«  u»  Fh.  für  1826,  namentlich  auch  in  einem -auf  ohen(;euannten  Ver- 
ein sich  beziehenden  Anlianpe  zu  demselben:    so   kann   die    Vertheilnng  tou 
100—150  Ezemplaren  dieses  Jahrbuchs  an  öffentliche  Bibliotheken  vielleicht 
anf  Bsehr  als  eine  Weise  dazu  beitragen,    mieh  mit  gleichgesinnten  Blännern 
in  Verbindung  zu  bringen ,  welche  sich  für  Wahrheiten  inleressiren ,  die  ich 
um  so  weniger  b los   stillschweigend   möchte    beseitigen    lassen, 
ie  beaehtnngswerther  sie  mir  scheinen    gerade    in   der    gegenwärtigen  Zeit. 
Wcaigsians  dazu,    dass  sie  endlich    snr   Sprache  kommen   und  zur  Prüfung 
gelangen  mögen ,  wünsche  ich  am  Schlnste  meines  Leben«  noch  etwas  beige- 
tragen «n  haben  (vergL  die  ältere  Abbandinng,  woran  die  gegenwärtige  sich 
anaekliosst,    im  Journ.  für    prakt.  Chemie   B.  34.  S.  414.  Note  3.).  — 
Für  dieselbe  Stehe,   wovon   hier    die  Rede   ist,    bieten   noch   ganz   andere, 
höchst   beachtnngswerthe    Gesichtspunkte   sich    dar    bei   näherer   Betrachtung 
der  in  dec  Recension  von  SchnbertU   Spiegel  der  Natur  in  der  All» 
gem.  Litt.   Zeit.    1816.  BAai.   No.  99.  und  100.   zusammengestellten  That- 
sacken. 


Hell   öeßadeu .    vorauf  Jeitt  sich  bnirkn.      Vnier   «iintn 
^Mnl  et  rnfr  tmeeäjudMs.  äeui  ffemtlM.  vm  Im  drillen 
fliegender  AbkamUung  sNr  Sprache  kant.  Jene  tlien  cneHAa- 
'«  ttet  Jahrb.  d.  Vh.  u.  HA.  ult  ein  eexehenk   %U    terlMlen 
ten  /Ur  ligmnaHen,  fder  Rtaitchulen.    oder  wUurtcUsen- 
»eh.       ..~    .'ereine,    mie  tie  eerhln  mit  Unirhung  auf  dai  aachath 
Htu^-^jerthe  Beispiel  der  InsHtnUom  Enfflaiuls  entdhul  wnräen .  und 
•u  deren  uiJtlrrlcher  F.HlsukuHO  auch  bei  um  es  mir  $ehr  lieh  a«tn 
uidide,  enewi  bellragett  tu  kitiuun.     '/.um  ?.wtckt  der  nngebiUenen  Ver- 
Ihelhing  ron  100— HO  Exemplaren  jenei  Jahrbuch»  lil  e*  blo»  nötklg, 
dass  die  Vorsieher  siifcHer  .imfallefi.  velche  Irgeadvm  in  untertn  dem- 
nchra  Vnterltmde    geurifl  lUnd.    rim    diesem    Anerbieten  Gebrauch  tu 
machen,  mir  den  Weg  der  Zusendung  in  portofreien  Briefin  he^elrknen. 
XugJelcA    aber  Ist  niH  der  mit  der  Arutall  In    Verbindung  steMnden 
Buchhandlung  eine  unserer  Buehhandlurrgen  Hier  In  /lalle  durch  einige 
beiliegende  Zellen  ou  beaufCrastn.  das»  sie  die  \erfiackung  und  ('eher- 
Sendung  besorgen   iniJ«'  —  <■'*'•  -•■ff-llfhes  Zeichen  der  Zelt  Ist  der 
„unter  Leiluag  ^  'hen  /Inheif  des  Kronprin- 

zen Maximilian   r  \ende    Verein  zur   Verbrei- 

iting  nä midier  h  eh  eemeinfassllehe  Schrif- 

ten-', wodurch  so  eb  labe  von  Hnnge's  Grunärlsa 

der  Chemie  (leie  rf.  »  solches  ausspricht)  peranlastt 

unrde.    llolfenillch  vet  •■    nll  diesem  irohllAailgen   Vereine 

angemessene  Begenerai.  t  Stad/miloiheken  untt  andere 

auf   Technologie    und    ■■■  ifl    sich    be%leheudt    slddlltthe 

Sammlungen  tetrken.    te'  snm  Gedeihen  der  sogenannten 

palgtechnlschen  Gesrili'  ^rllrh  s/n/l.     Ein  neuer  .Aufruf 

liegt  tugleicA  darin  in  (ii/mnasten   und  BeaHehulen 

schon  cnrhandenea  ,  laitea  Im  Geiste  Jener  oben  er- 

mahnten nicht  blas  Jugend,   mindern  earstigsweise 

der  Sneachsenen  Iti,  Insiilullons  Eiiglaiult.      I'nd  In 

dieser  Btatehuns  kam  ■   ••    rlande  als   Vorbild  dienen  der 

rott  den  Atrtten  In  Fr>^  •  am  .Vain  begründete  phssikallsche  Ver- 
ein, BOH  leelcäem  rarhtn  i  Anmerkung  si/  ///,  3.)  die  Hede  var. 
Da  Ich  gleis  %ur  Förderung  solcher  Zwecke  in  meinem  engem  Kreise 
SN  wirke»  bemüht  >ear:  so  würde  es  mir  erfreulich  sein.  Im  Geilte 
des  obigen  Vereins  aur  Befürdernng  derselben  Zwecke  auf  dem  soeben 
ieteichnelen  Wege  mitwirken  sk  küiinen. 


A     II     h     ^1     n     s. 

Die  vnrlieiienile  Atihandliinic  war,  ivi«  schon  in  ria^r  BiiiK-itiini; 
eesairt,  uraprfinglieli  als  Nachtrag  ceschrivben  nu  der  ..flbeT  Pla- 
iina.  Altes  und  Neues",  .velcHe  im  Jnnrii.  ffir  i.rafet.  Chera. 
B.  :U.  S.  385  —  4^.  ersthJenen.  t'nter  dem  Titel  „naihtrSK- 
lidie  Bemerkungen  über  PUtiiia,  Elektron  und  ver- 
wandte Gegenethndc"  B..llte  sie  in  demselben  Journal  pulli- 
drl,  oder  wenigstens  als  Anhang  xu  demselben  ausgegeben  wer- 
den, als  eine  Beiluse  und  zwar,  wenn  ea  nStbig  schiene  (weil 
nlleriUnge  darin  nicnl  pnpiiinre,  vieltnehr  heterodoxe,  «eil  zwanzig 
Jahren  von  jeder  unlielanceiien  Pn'iTunj>  »iisgetichfosKenu  Wahr- 
heiten «ufK  lieiie  zur  S|irHchc  kommen  snlllen)  als  eine  anf  Kotttcn 
des  Varfansers  zn  druckende  Heilage.  Da  solches  nicht  zn  er* 
reichen  gewesen:  »n  erhielt  im  Geiste  des  vorliegenden,  mit  be- 
sonderer KilckNichl  iiiif   die   Heiltlrrntsse    der    Lehrer    au  hiiheren 
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UDterrichtmiDätalten  horaosgegebenen  Archivs  fflr  Mathema- 
tik und  Physik  die  Abibafidtung  nicht  bloH  eine  ihren  Inhalt 
MshSifer  bezeichnende  Ueberschrift,  sondern  es  wurde  auch  der 
drifte  Abschnitt  durch  einige  Zusätze  em-eitert.  Denn  nun  ge- 
sternte es  sich,  noch  andere  praktische  Gegenstände  zur  Sprache 
zd  bringen  als  blos  praktisch  chemische,  worauf  der  vierte  die 
wundervollen  galvanischen  Figtif  ea  firman's  fdurch  Nach- 
weisung  ihrer^  gleichbleibenden  gesetzlichen  Darstellung)  wieder 
in  ihre  Rechte  einsetzende,  und  noch  mehr  der  fünfte  Abschnitt 
Äeser  Abhandlung  sich  bezog,  worin  einzig  und  allein  praktisch 
chemicK^he  Gegenstände  zur  ^Sprache  kamen  unter  der  Ueberschriftr 
^flber  die  praktische  Bedeutung  der  hydroelektrischen 
Ladung.^  80  eng  sich  derselbe  den  vorhin  zur  Sprache  gebrach- 
ten sehTineD  Ladungsphänomenen  anschliesst:  so  geht  er  doch  zu 
sehr  auf  Cinzelnheiten  bei  Construction  elektrischer  'Batterien  ein, 
als  dass  er  zu  der  enger  begrenzenden  Ueberschrift, 
welche  nun  die  vorliegende  Abhandlung  erhalten  hatte,  n<»ch  pas- 
sen kennte.  Daher  spare  ich,  was  zur  früheren  Publication  be- 
stimmt war,  fBr  eine  spätere  auf,  und  reihe  unter  dem  Titel  eines 
Anhangs  nur  Zeitgemftsses  an,  dessen  Publication  nicht  all- 
zulange  zu  verschieben  ist. 

1. 

1.  Nachdem  nämlich  die  vorliegende  Abhandlung  schon  ihre 
neue  Bestimmung  erhalten  hatte:  so  hat  sich  die  praktisch 
chemische  Bedeutung  dessen,  was  ich  über  hydroelek- 
trische Ladung  im  Journ.  f.  prakt  Chero.  zu  pulbliciren  an- 
gefangen» und  darin  auch  weiter  fortzusetzen  beabsichtigt  hatte, 
erst  recht  herausgestellt.  Durch  einen  eigenthQmlichen  Zu&ll 
waren  nämlich  selbst  Versuche  in  Vergessenheit  gekommen,  welche 
V  o 1 1  a  gemeinschaftlich  mit  B  r ugn  at e  1 1  i  über  sogenannte  therm- 
oxydirte  Kohle  angestellt,  und  Brugnatelli  in  einer  an  Geh- 
len (s.  dessen  Journ.  d.  Chem.  u.  Phys.  1806.  B.  2.  S.  553—563.) 
gesandten  kleinen  Abhandlung  mitgetheilt  hatte.  Diese  therm- 
otvdirte  Kohle  war  den  Versuchen  Volta's  gemäss  das  erste 
hocii  Ober  den  edlen  Metallen  stehende  Glied  am  negativen  Pol 
seiner  Säule;  ihr  schloss  zunächst  thermozydirtes  Gold  sich 
an.  Viel  tiefer  steht,  durch  mehrere  fehlende  Glieder  getrennt, 
krystallisirtes  schwarzes  Manganoxyd,  dem  sich  alsdann 
Graphit,  gemeine  Kohle,  Gold,  Silber,  Platin,  Kupfer 
der  Reihe  nach  anschliessen.  Den  Ausdruck  „thermoxydirf 
wlJUte  Brugnatelli  gemäss  einer  theoretischen  Ansicht  von  der 
Verbindung  des  Warmestoffes  mit  Oxygen  in  der  rauchenden  Sal* 
petersäure,  und  beachtnngswerth  ist  besonders  folgende  von  ihm 
nmachte  Beobachtung:  „Setzt  man  mit Sal|)etcrsänrc befeuchtete 
Kohle  dem  Sonnenlicht  aus,  so  entwickelt  sie  oxydirtes  Stickgas 
and  bleibt  zuletzt  völlig  geschmacklos  zurück^  wobei  sie  sich  vor« 
trefflkh  thermoxydirt. "^  —  Diesen  Versuch  Bru^natelli's  wie- 
derholte ich  sogleich^  im  Jahr  1806;  und  noch  jetzt  besitze  ich 
aus  jener  Zeit  solche  sogenannte  thermoxydirte  (d.  h.  elektrisch 
gelaoene)  Kohle,  die  als  negativer  Leiter  mit  Zink  combinirt  sehr 
Mftig  wirkt.  Mein  Freund  Seebeck,  dem  ich  im  Jahr  1807 
solche  Kohle  mitgetheilt  hatte,    hob  sie  wegen  ihrer  vortrefflichen 
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Wirksamkeit  bis  zum  Jahr  1822  auf,  wo  er  sie  in  thermoi 
tischer  Beziehung  prüfte;  und  sie  zeiete  sich»  wie  er  in 
Abhandlung  über  Thermoma^netismus  Iier\'orhebt9^  xtutet  all 
ihm  gepröften  Kohlenarten  einzig  und  allein. wirksam,  n 
lieh  mit  Kupfer,  Silber,  Zink.  Ich  führe  diess  an,  dan 
sehe,  wie  ausdauernd  die  elektrische  Ladunjg  bei  dieser 
ist.  Denn  dass  die  sogenannte  thermoxydirte  Kohle  als  eine 
trisch  geladene  Kohle  zu  betrachten  sei,  geht  darans  I 
dass  sie  auch  durch  positive  Elektrisirung  anderVolti 
Säule  gewonnen  wird.  Schon  Volta  und  Brugnatelli  m 
auf  ihre  ausdauernde  Wirksamkeit  aufmerksam,  während  d 
drogenirte  (am  negativen  Pole  der  Säule  erhaltene)  Kohle  im 
sehr  kurzer  Dauer  ist.  Daran  schlössen  sich  nun  in  ienem  I 
auf  die  „praktische  Bedeutung  der  hydroelektriscnen  La 
sich  beziehenden  Abschnitte  meiner  Abhandlung  mannigfacl 
trachtungen  an,  namentlich  mit  Beziehung  auf  Bunsen's 
lenbatterie  und  Grove's  Piatinakette.  Man  kann 
lieh,  wie  ich  zeigte,  das  Experimentiren  mit  Bunsen's  K 
batterie  viel  bequemer  machen ,  besonders  wo  es  auf  den  Gel 
einer  grossem  Anzahl  von  Gliedern  ankommt,  wenn  man  die 
zuvor  nach  Brugnatelli 's  Weise  thcrmozydirt.  Auch  a 
gewohnliche  Voltaische  Saide  kann  man  diese  Art  der  L 
anwenden.  So  genfigen  z.  B.,  um  die  in  Abschnitt  IV.  vorl 
der  Abhandlung  mitgetheilten  elektromagnetischen  Drehung« 
Quecksilbers  (in  Ermangelung  von  Stöhrer's  magnetoelekfri 
Apparat)  sehr  8chon  zu  sehn,  allein  zehn  Glieder  einer 
aus  runden  zusainmengelötheten  Zink-  und  Kupfer  Platten  voi 
5—6  Zoll  im  Durchmesser  mit  zwischengelegten  in  mässis  c 
feisaurem  Wasser  getränkten  Pappen,  wenn  man  die  ZinkiH 
Tags  zuvor  mit  Aetzkatilauge  benet7t  hat ,  welche  darauf  eil 
nen  mag,  unmittelbar  aber  vor  dem  Aufbau  der  Säule  mil 
in  starkes  Scheidowasser  getauchten  Feder  liber  die  Kuufer( 
hinstreicht,  welche  dadurcn  zugleich  metallisch  glänzena  um 
trisch  geladen  werden.  Gewiss  wurde  rauchende  Salpete 
mit  Schwefelsäure  gemischt  (deren  eigenthüiulivhes  Verhall 
Kupfer  am  positiven  Pole  der  Säule  schon  die  Aufmerksi 
erregt  hat ''))  noch  kräftiger  wirken,  um  Kupfer  durch  elekl 
Ladung  zu  aem  Ran^  eines  viel  edleren  Metalls  zu  erheben, 
rend  Zink  durch  Befeuchtung  mit  Aetzkalilauge  zum  Rang 
noch  unedleren  Metalls  in  der  galvanischen  Kette  herabge 
wird. 

2.  Die  Erinnerung  aber  an  die  neuen  elektrochemischen  1 
Schäften,  welche  Brugnatelli  der  Kohle  durch  Sal^ietei 
mitgetheilt,  mussten  ganz  besonderes  Interesse  gewinnen, 
dem  die  neuen  Eigenschaften  bekannt  wurden,  welche  die  I 
wolle  durch  rauchende  Salpetersäure  (oder  noch  besser  dnrc 
concentrirter  Schwefelsäure  gemischte  rauchende  Salpeten 
erhält.  Und  so  wie  die  thermoxydirte  Kohle  sich  dem  A 
nach  nicht  von  gewöhnlicher  Kohle  unterscheidet:   so  ist  am 


'0  Vgl.   GroveS    Beobachtung   im   Phil.   Mag.   Ser.  DI.   Yol 
p.  292.  übers,   in   Poggcmlorff '•   Annalen  d.  Pliys.   n.  CKea. 
S.  600. 
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tbeimoxydirte  Baumwolle  (oder  Schiessbiium wolle)  dem  Ansehn 
Dach  von  gewöhDlieher  Baumwolle  nicht  zu  unterscheiden.  Wäh- 
rend nun,  diese  ScbiesshaumwoUe  vollständig  abbrennt  in  der 
FUnte,  besteht  der  Hauptfehler  unser«  Schiesapulvers  darin,  dass 
es  mdht  vollständig  abbrennt ,  sondern  bei  dem  Schiessen  zum 
Tkeil  uDverbrannt  herausgeworfen  wird.  Dieser  Fehler  Hesse  sich 
also  vielleicht  durch  Anwendung  der  therraoxydirten  statt  der  ge- 
iieiiien  Kohle  bei  der  Bereitung  des  Schiesspulvers  beseitigen. 
Die  lange  Ausdauer  jeuer^  thennozydirten  oder  elektrisch  gelade- 
■en  Kohle  (wie  Stucke  zeigen,  die  Ich  vierzig  Jahre  lang  auf- 
hob) kfime  dabei  besonders  in  Betrachtung,  so  wie  der  Umstand, 
dass  diese  therroox|^Mirte  Kohle  keineswegs  Feuchtigkeit  anzuziehen 
scbeiot»  ,wie  die  Schiessbauniwolle.  Vorzilglich  beachtungswertb 
aber  mnss  uns  nun  das  sogenannte  Ueberbrennen  der  Kohle  bei 
Bereitung  des  Schiesspnivers  vorkommen.  Denn  gewiss  wird  nie- 
mand glauben,  dass  die  Kohle,  um  gutes  Srhiesspulver  zu  gehen, 
■och  zum  ThetI  hydroeenirt'*)  sein  nifisf^ ,  wenn  er  erwägt, 
diso  diese  hydrogenirte  Kohle  von  so  kurzer  Dauer  ist  Vielmehr 
sdioiDt  die  merkwifrdige  Thatsache,  dass  In  Cylindern  gebrannte 
Kohle,  wenn  sie  gut  ausgehrannt  ist,  sehr  schlechtes  Schlesspul- 
ver  giebt,  während  fa^^t  viermal  so  starkes  erhalten  wird,  wenn 
man  die  Erhitzung  unterbricht,  sobald  die  Flamme  an  den  Cylin- 
dem  anfängt,  sieb  rein  blaii  zu  zeigen;  diese  Thatsache  scheint 
dafllr  ZQ  sprechen,  dass  selbst  das  Kohlen  oxydgas  im  gleichen 
•Sirne  wie  Salpetersäure  (nur  schwächer)  eine  Thermoxydirung  der 
Kfliile  (oder  elektrische  Ladung  im  Sinne  Ritter*s)  bewirke. 
Und  so  erfüllten  wir  bei  Combination  der  thermozydirten  Kohle 
Bmgnatelli's  mit  der  thennozydirten  Baumwolle'*),  wenn  diese 
letzlere  auch  nicht  sogleich  das  Schiesspulver  zu  verdrängen  ver- 
mag, doch  von  ihr  Anleitung  zur  Vervollkommnung  desselben. 


**")  Dieae  Ansicht  spricht  fflhst  der  (^nndlicht  Kenner  des  Schiesspnl- 
Tvrt,  Moritz  Meyer,  Hns  in  Erdmann's  Joarn.  f.  techn.  n.  Ökonom. 
Qhtm«  1881.  B.  2.  S.  528. t  wo  er  also  sich  aasdruckt:  „Befreit  man  die 
Kohle  ganz  tob  Wasserstoff,  so  ist  sie  hekannrlich  nicht  mehr  hrenn- 
har.  Biei  nicht  hinrcicli ender  Anfmerksamkeii  kann  man  es  hei  Cyiindervor- 
kohlmig  leicht  zum  Ueberbrennen  bringen.  Nach  einigen  in  Ostindien 
angestellten  Versoehen  gab  8chies«piilTer  mit  in  Cylindern  yoilkommen  ans- 
geglühter  Kohle  eine  Wnrfweile  Ton  52  Schritt  und  dasselbe  Pnlver  mit 
gut  gebrannter  Kohle  200  Schritt.  Wenn  man  aber  ans  den  Cylindern  die 
Kohle  heransnimmt,  sobald  die  Cfasflammc  anfüngt,  sich  rein  blan  sn  xei- 
gcii  (RohlenozydgHs)«  ho  steht  ein  Uebcrlirenncii  nicht  zn  fürchten.** 

**)  Vgl.  anch  was  über  die  merkwürdige  Entdeckung  Schönbein's 
■nd  BOtlger*s  znr  Sprache  kam  in  der  Hallischen  natar|orschenden  Gesell- 
schafi  am  T.  Not.  1846,  vnd  miltcelbeilt  ist  im  Intelligenzblatt  zur 
Allg.  Litt.  Zeit.  Decbr.  1846.  N.  69.  8.  564.565.  Ich  hehe  daraus  noch 
folgeiid«  Stelle  ans:  „Dazu,  dass  die  von  Bragnatelli  nnd  Volta  über 
Ihcrmoxydirl«  Kohle  im  Journ.  d.  Chcm.  n,  Phys.  mitgetheille  Beohach- 
nng  iu  Vergessenheit  kommen  konnte,  trug  wesentlich  bei,  dass  vom  Jahr 
1806  1810  kein  Register  dieses  Journals  vorhanden  ist ;  ehenso  fehlt  es  den 
letzten  15  BSnden  Ton  1829'^1833.  Möchte  »ich  ein  junger  Mann  entschlies« 
scn,  ein  Register  über  das  ganze  Journal  von  1806  — 1833  zu  hearbeiten, 
hioe  mit  Beziehung  auf  die  Columnciitilel,  wodurch  es  eben  so  kurz  als 
hranchbar  werden  würde,  da  diese  Columnentilel  wechseln  mit  dem  wech- 
elnden  Inhalte  der  Abhandlung.** 


lU 


II. 


!•     Noch  eio  amlcrer   praktisch    die  mir- eher   GegeDstawl 
ksm  im  letzten  Abschnitte    dieser  ursprünglicb  zur  PublicatioD  'f 
Jonrnal  fOr   prak  ÜHche  Chemie  iicstWmten  AbhuniiluD^  zi 
Sprach«,    worinter    Miltheilungeii    noch    läiigL-r    hinauszusrhlehfl 
nicht  zweckmässig  \i:irc.     Es  handelt  sich  auch  hier  von  in  Z«r 
tonf^n  bo^procbenen ,    gleichfalls   Im  tirnssen  und  iileichTalU  zttl 
KtiegwebraaGh  anwendbaren  Dingen.    AI«  ich  nlijiilich  den  letzte 
Abscnnitt  jener    Abhimdluiig   iiiederzuBclireiben   im   BepilTc   ^ 
wewn,    da  war  in    «Ich  Zeitungen    (im  März  vorigen  JnhfP«)  r 
Rede  »Ton  einem  dor  Slnatsbehlirde  l'Qr  die  Summ«  von  3flOt)OTI__ 
lern    angebotenen   Gctlicimiiiss   eines    f^atraBoplastisiihen   Kanon^ 
gusses,    vodarch   die   Kanone    nbiie   weiteres  fertig  geliefert  u4 
ihre  Ausdauer  bedeutend  gesteigert  werden   soll."      Utlchst  adr 
bare  Namen  tou    Miinnern  waren    genannt,    welche,    zur  Prö&il 
der    Sache   aufgefordert,    sich    beißitlig    dartiber'  erWSrt.      Diel 
musste  mich  notbwendig  zu  folgender  Note  veranUssen,  deren  hf 
dige  Publlcatton    in    dem    bezeichneten  wissen  seh  ältlichen  Zusn 
menhange  mir  schon  damals  »i II kommet)  geivesen  wSce.     8chnn  I 
der  Einleitung  zv    vorliegenden   Althandlung  war  nfimlich  davt 
die  Rede,    dass  bei    der  Bilduns:  des  festen  CSmentkupfers  dun 
jene  coiutante  Kette,    von    welcher  die  (^alvannjdnNtik   abhan^ 
unter  gewissen    (im  Journal    für  praktisclie    (bpiiiTe   II.  3 
S.  402— 'lOS  nSher  bezeichneten)  Bedingungen  merkwfirdige  Zuckun- 
gen der  Magnetnadel  im  Multiplicator  entstehn,  welche  als  abbin- 
gig  XM  betrachten  sind  von  krysta II -elektrischen  Beziehungen,  und 
an  die  In  andern  Fnlleo  bei   Krystallisationen    (den    schRnen  Ver- 
Kiichen  Rose's    geniHss)    entstehenden  Lichtblitze    uns  erinnern. 
Diesen  blitzartig  eintretenden  sehr  lebhaften  krampfartigen  Zuckun- 
gen bat  ich  wenigstens  da  einige  Au fmfiksamkeit  zu  schenken  '*), 


**y  Hau  LiiBB  ita  iib«rT*KheDden  Vetaach  leicht  in  einem  CoUegUn- 
vennche  nuchcn.  üeen  ob  maii  gleich  aiclil  den  Zeitpunkt  in  b«MiiDmeB 
lermag,  wo  die  van  Bildnni  feiten  Ccmenlknpfert  abliäniiecn  Zacknnfaa 
eiDticIen :  to  wirLi  docU  dn  höclitt  einfiohe  (im  Journ.  t.  prnkl.  Cli.  B.  84, 
9.  «Ol.  ■b|;ebilitcte)  Apparat,  einmal  lufgeMelU,  aehr  lange  Zeil  fort.  Haa 
darf  alao  die  am  bealCD  Ana  mehreren  Gliedern  (welche  man  belieb^  In  dl* 
Combioatlon  anrnphmen  oder  parliell  ichlleucn  kann)  beliebende  Waäi'iMk* 
Ketle.  «erbnndan  mit  einer  aecunilirea  Flalinakeitc  and  einem  emp&ndlichaa 
UnldpUcalor,  anr  einem  r»laleiienden ,  an  der  Wand  befeali^lCB  RepoaliO- 
rinm  nnr  mhig  oai  nui^Fttärt  alcheu  laaaen.  Daa  Ungetlörte  bcEleht  atoh 
aber  kelneawegn  darauF,  data  nicht  von  Zeil  ra  Keil  dorrh  Anahabung  abw« 
lAltnngadrahiea  an*  einer  von  den  Qnccluitberaehalen  (wo»  Aaehählnngai 
in  greaaern  Korken  dienen  k6uDen,  welche  lagleUh  die  LoilnagadrKhla  laM- 
halleu)  die  Kell«  geöfTnel  werde,  waa  Torlheilhaft  ED  aein  ackeint.  Ea  ww- 
daa  lieh  dann  ZnekansaperiBde*  anch  in  der  Zeit  einttellen,  wo  die  StndU 
renden  ina  CoUe^am  kommen,  ao  daas  ueheabal  di»e  merkwürdifsn,  tW 
KiratailcleklTicilKi  abhinfifen  Znckuneen  (vor  «der  nach  der  Vorleianc) 
den  EiuelDen  mit  allen  den  vaiKhiedantn  Modificationtn  der  BracheinnJ^ 
gmeiftt  werden  kfinnan.  Zn  dleaen  Hodiücallonen  Rcbori  die  achon  tob  mir 
harroi^ehobeno  Empfindlichkeit  gegen  die  leiaeale,  anf  den  mit  Cämaatkup- 
tcr    nmwachicnen    Zinkdcaht    wirkende    Erachiilletnng ,    wem    (wean    eine 
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WO  sie  nebenbei  sich  ohne  Mühe  einleiten  lassen,  namentlich  bei 
ffalvanoplastischen  Versuchen,  da  hier  violleicht  noch  aus  an4em 
Gründen  die  Einschiebung  einer  secundärcn  Kette  in  gewissen 
näher  zu  studirenden '  Fällen  zweckmässig  sein  konnte.  Und  in 
diesem  Zusammenhange  war .  folgende  Motc  meinem  Manuscripte 
beigefügt : 

„Wenn  die  Galvanoplastik  sich  nicht  auf  die  bei  D<irstenung 
fester  lletallvegetationen  auf  nassem  Wege  zu  erhaltenden  Kry- 
stalle,  sondern  auf  Nachbildung  bezieht/ wie  die  Natur  schon  bei 
Afterkrystallen  sie  zeigt:  so  ist  för  die  Schärfe  der  Nachbil- 
dmig  offenbar  der  sogenannte  amorphe  Zustand  günstiger  als  der 
krystallinische.  Das  Studium  der  Bedingungen,  welche  die  Kri- 
stallisation mehr  oder  weniger  besfinstigen,  wird  also  nun  auch 
technisch  interessant  in  galvanoplastiscner  Beziehung.  Als  im 
hiesigen  chemischen  Laboratorium  (wie  das  Jahrb.  d.  Chero.  u. 
Phys.  1830.  B.  1.  d.  g.  R  B.  58.  S.  43  fl*.  zeigt)  zuerst  künstle- 
miss  nach  Willkür,  in  Abhängigkeit  von  einem  zuvor  in  solcher 
Wdse  noch  nicht  eingeleiteten  constanten  galvanischen  Strome, 
dessen  Stärke  man  in  seiner  Gewalt  haben  konnte,  Kupfervegeta- 
tienen  in  metallischem  Zusammenhange  dargestellt  wurden,  trug 
man  diese  ftlr  die  krystallelektrische  Theorie  so  wichtige 
neae  Tbatsache  auf  andere  Metalle,  namentliches! Ib er,  Zinn, 
Antimon,  Wismuth  über,  freute  sich  der  g^*m>nnencn  schOnen 
Knpfer-  und  Silber -Krystalle,  sowie  anderer,  den  krystallinischen 
sicB  anschliessender,  dendritischer  Gebilde,  wie  die  Natur  sie  lie- 
fert, die  Knnst  aber  bisher  noch  nicht  in  fester  Gestalt  darzustel- 
len Termocht  Die  Bedingungen  ihrer  Entstehung  zu  studiren 
schien  die  Hauptaufgabe,  worauf  es  ankomme.  In  gleichem  Geiste 
irlederfcoite  ein  rühmlich  bekannter  Chemiker,    Gnbel  in  Dorpat, 


ZnduiBgtperiode  hcrannahl)  selbst  ein  Haaeli  dienen  luuin  auf  den  dünaen 
äb«rsUber)en  KopferdraUt,  welcher  cur  Vernutulaiig  der  Leihiag  au  dam 
Zinke  befestigt  ist.  —  Diese  EvKchüttemng  wirkt  analog  dem  leisen  Hin« 
rnkren  an  Krystalle  in  der  Perlode  ihrer  leuchtenden  Bilduni;,  z.  B«  bei  Ro»e'a 
Anfidiimg  des  glasartigen  Arseniks  in  Salzsänre.  Jener  Apparat,  wo  elek- 
trische dif  Nadel  in  krampfhafte  Bewegnoq  setzende  momentane  Impulse  an 
die  Stelle  jener  Lichtblitce  (bei  Nichtleitern)  treten,  wird  aber  am  besten 
mit  zwei  Mnltipiicatoren  In  Verbindung  gesetzt,  Ton  denen  der  eine  (mit 
Besiei&nng  auf  kenige  Krampf perioden)  der  Doppelnadel  nnr  bis  90*1  Ana- 
seklag  gestattet,  w£hrf«|d  bei  dem  andern  die  Dpppelnadel  im  Kreia  «mliar- 
sick  bawegen  kann.  Letzlere  wird,  obwohl  gan«  gleiche  Stärke  der  beiden 
Nadaln  achwer  zu  erreichen,  doch  ganz  leicht  mit  Hülfe  der  Tursion  der 
Coccafftden,  woran  die  Doppelnadel  hängt,  so  gerichtet,  dass  sie  von  Qat 
nach  West  steht,  in  welcher  Lage  also  auch  die  Multiplicatorwindiing  sieh 
befindet»  Tritt  nun  eine  etwas  lebhafte  Zucknngsperiodo  ein:  ao  wird  die 
im  Kreis  omhergedrehte  Doppelnadel  am  liebsten  eine  Stellung  Ton  Nord 
aac|i  Siid  annehmen,  und  dadurch  der  Wirkungssphäre  der  Mulliplicator- 
irindnng  entzogen  werden.  In  der  Art  erhält  man  eine  sichere  Controlle 
eingetretener  Zuckungsperioden,  oliue  dass  mau  nuthig  hat  (was  langweilig 
sein  wurde)  den  Apparat  zu  beobachten,  besonders  wo  es  gilt,  -vorläufig 
die  Wirksamkeil  verschiedener,  in  fester  krystallinischer  Form  reducirter 
Heialla  zu  prüfen.  So  z.  B.  zeigte  sich  Zinn  unter  gewissen  Umständen 
eben  so  wirksam  als  Kupfer  zur  Bervorrufung  jener  merkwürdigen  zucken- 
den Bewegung  der  Doppeiuadel.     (Vergl.  auch  Note  43.  u.  41-) 


4e  Tersuche").  Alier  »ein  College  JaciibS  mn«lite 
terhiiisclien  (lehrAUch  von  iler  Snche.  Und  eeanin'Hrtig  ist  •onjU' 
vnn  Knnnneit  aus  Coslcm  ('Ainctitkuprcr  in  Zetluitgen  ilie  RcMu 
Es  ist  ITir  mich  iiitercs^nt,  4ic  noch  jetzt  im  hiesigen  |>byMkdl- 
schen  Cabtnet  aulbeHuhrten  erHten,  »ui-li  WÜlkdr  in  raaiinisfacbtll 
MniüficHtionen  dari;«Ktelllen  Proben  fester  Kupfer-,  Aniimna-, 
W'ismuth-,  Silber- Vet;ctittioncn  uit  jene  auf  dt'inselbi'n  We^  Bau 
du reest eilten  Knnonen  in  iäedmiken  anzureiben.  Wenn  aber  diQ 
teebiiisrlie  Aiiwentlting  der  Sache  mit  Keelit  Aiisiiruuh  macht  mC 
Belohimne  (nie  »ie  auL-h  Jaeobi  auf  eine  brichst  nrhlbnrp  nnd 
wis^teiisehaliliche  Bestrebungen  ermunternde  Weise  erhallen  ballt 
verdient  nicht  gleiclifalts  dvr  unsem  Dank,  dessen  wisscn^cbali- 
Nelifl  Kiirscbuiie  die  Älrif;lichkeit  einer  solchen  technlKLlien  Anwen- 
dung hcrheif;efilhTt  ?  Meinen  daroalicen  liehdifen  bei  ileni  pb^< 
kaliscben  Cabinet  und  rhrmisrhen  Ltibnrat'irium  meine  ith,  * 
nun  in  Bielefeld  »\n  IJirector  der  dortigen  (lencrbsdiultt  a 
«teilten  Herrn  Dnctor  Wnch,  dessen,  als  er  hier  studirt«,j 
3.  Aug.  li&J  von  der  HallisL-ben  nhilnsophischen  Paculliil  g^ 
akademische  Preis i^ichril't  jene  vnrnin  erwKhnte  Abhandlung  I 
Darstellung  fester  Aletallvegetationen  auf  n«« 
Wege  (oder,  nie  er  bei  Kupfer  sich  ansdnli^kte,  „aber 
Bildung  flgurirten  Cäni  entkupfers")  nilh.'ill:  «ine  Ali* 
bandlung,  welchR  mit  sn  );rni«srr  IJmsicht  und  (iTündlichkeit  (tft- 
schrieben  ist.  dass  der  ehnvürdige  Pfaff  in  Kiel  schon  vnr  meh- 
reren Jahren,  imcbdem  er  uffentliche  Vorlesungen  über  (jakMM>- 
plastik  gehalten,  es  geradezu  gegen  mich  aiisN()rni-h ,  ilnss  er  vor 
nissenschafllirlier  'Seile  nichts  gefunden  habe,  was  di«oet 
Abhandlung  beixutiigen  gewesen  wäre.     Darum  wird  im  XI.  Ibutd« 

Öder  Hegislerbande)  des  physikatiscben  Worlerbuch»,  «sicher  ron 
uneke  mit  gewohnter  Sachkunde  abgefaaet  einen  Reichthum  n« 
NachtrKgen  zu  diesem  Werk  enthält,  und  ivnrin  auch  umstSmlBcb 
von  Darstellung  fester  IVI  etat  Ige  bilde  auf  galvanischem  Wege  (d.  h. 
der  (iaivanoplastik)  die  |{ede  ist,  S.'JIH,  geradezu  ansgesprnchen : 
„der  erste  Erfinder  der  Galvanoplastik,  ebenso  nie  der 
Süule  von  constanter  Wirkung,  ist  Woch."  Und  liest  um 
die  darauffolgende  gründliche  Abhandlung  fiber  Galvanoplastik,  m 
muss  man  eingestehn,  dass  von  vrissenschafmcher  Seile  dem.  wa» 
mit  so  mannigfaltiger  AbHnderung  der  Versuche  vun  W  a  ch  detg 
legt  wurde,  seit  der  Zeit  nichts  beigeliigt  ist,  nas  für  die  \ 
penschaft  von  Bedeutung  tvi'ire,  so  mannigfach  und  sinnretcb-H 
,  die  technischen  Anwendungen  sind.  VieTleichl  dass  die 
tigo  Anncndnng  der  Nache  zum  Kriegsgeb rauch  neue  wissenM 
liehe  Wahrheiten  herbeiführt ,  indem  es  sich  nun  darum  hei 
auch  die  HSrIe  des  fest  dargestellten  Metalls  in  seine  GewsK  S4    ' 


")    VrU    C10li«r.    vcrmi.thlc    lli,l<.r.i.<1iiing*n    nn.l    l 
Jalirli.  <l.  Clivin.  u.   thv».   IBM.  i.  g.  H.  H.  80,  Wo  dcntlbc  S.  «H 
Wincr  WicJcTholuiiK  der  Wavl|->wUcu  Vfnuclic  iilitr  r»r«  M«llitl««[ 
■pmht ,     i1e>Hn  Angi>)>in  er  Tallkninmeii    lioilKllgl    gc-rnnilen , 
VAriuvIie    mtmtr    KH|.ler     ■irli    I.PtuuJor,    .iiif    in    IrMpt    »ptuK    i 
«llbcr,  OolJ  UII.1  n.lU  hMos".     tlnmiiicUwr  ilnri..if  folar  «inr "«,._,, 
Iliiii;    ilb»    die    oft    1  (I r kommen Av    inaKavlitrlio    TutHrilil,    «•Mlurdi    Blütlit 
THutiivtien  FllüttBritB»  niuh  ■n«reiclin«n ,     wdvlra    tiealtllgr.     wm    lut 
DciiekaDg  fsf  dia  Urklaroai  ilaa  Wurie*  Elcktrao   aut  S|>rMli*  k 
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Auf  tlie  Bcdin^ciinc  r.ar  Erhititting  einer  Leeirung 
ut»  Kufifcr  und  Ziok  (Mctisiiiits)  hnt  »cliun  Wach  bui  BililaiiK 
•MM  Düarirli'n  CtimcntkiiprerK  itiiriiierksani  iieniaeht  (n.  r. 
0.  K.  Mi  f.).  t*ii(l  Ja  «In  kkiner  Zui>atx  von  Ziiui  Kum  Kuprer 
imim  <lii<  onihii;«  HüHi;  gicttt,  uni  als  Kanniiunmelull  kii  dienen: 
Ja  U  kaidu  tu  eweifeln,  da»is  auf  ühnliche  Weltie  tvie  AleHsinft 
mk  awh  knii»n«nractnll  upnle  (^rh.iltDii  bsKen.  Aiir  troi^kirnem 
Vifftfi  kruiurii  tilr  »of^r  stnhlarlij;««  Kupfer  «likretcilen.  Um  so 
■Mr  »ind  Mit  nltin  vtenigstciio  bei  ilcm  Kuiifcr  zu  der  HolFtinng 
hrirrhli:;',  ^iiicb  Aleister  su  iveriien  vom  (ürade  der  ilürte  udoc 
V  i  '.:.  'i  '  -  nu{  niMMcni  Weite  reducirten  Metalle.  Da,  ivie 
'U<r  (•alvanoplastib  in  ihrer  teclini8chen  Anwi>ndun); 
iinTitng;  beriint  kryHtulitutsoher  Bildung  bis  xuin  sn- 
I  ^  KKridiiitinu«:  an  künnto  man  auf  Heu  Ged.mki'u  kom- 
Drii .  ij.i-»  .'i'Unil  die  Lintun;;  dun'h  lange  Driihte  unter  geitissen 
IMUi^imin'n  v<in  Cinnu^H  auf  den  krvalaliiniechcn  Zusammenhang, 
mi  ditdiirch  Hill  die  Hurte  oder  \Vi-i4:liheit  de«  in  fedt.r  (Gestalt 
fii  MotallvB  8etn  utit&e.      Jeduch  die  schon  vnii   Wneti    in 

.  .  .  iSiniie  an  Beste  Uten  Versuche  (a.  a.  O.  >S.  SS.},  wnliei  er 
Mi  der  ThicrblaHe  oder  {lberbBn|>t  pntriser  KSriier  (namentlich 
TkMH,  Ihtnhouhierera,  Knrkrin<le,  Hnthiiidermarkee)  andere  die 
hfcklieit  dirs  eiekrisdien  Ntromes  schMSchende  Mittet  anwandte, 
fihrten  Itei  larijue»  l>rahlleitHn«on  nicht  xum  Ziele,  wohl  aber  bei 
in  Ldlunp  durch  ddnne,  Ii^berrurniie  K^bofcene  (>laar(>hren,  vrn- 
'     '  (in  dpn>  «irh.men  Versmdie  Tal'.  I.  Flg.  S.)   ^«tung,    von 

■•Haarliser  Ins  r.u  traubenartiger  und  endlich  kry«talli- 
tliirlier  MeliiiUtitdung  su  Kelaugen.  Nur  die  EinKchtitlnni;  einer 
«undiren  i*latinakette  (ivomit  die  nben  encliliiiteti  kr^rnjiChaßen 
loekaiuten  der  Ma)cnetnadel  xu8amnietihNn<;en)  wurde  iinch  nti-ht 
*  '        'ilireud  eben  die«e  krunipl'hallten  Zuckungen  auf  die  Ite- 

_  , dieser  Einschnltun^    fi'ir    krystalUnisulie   liildun;;   auf- 

Meriwun  Machen." 


n  vr>r(»f>ii weife  diene  Note  peeif^net  war  zur  l'uldlcatlnn 
Jourtiiile  Itir  iirakli^clic  rhcinie.  s«  ist  sie  doch  auch  in 
ler  Zeitachrln  uuuie  nn  ihrer  Stelle ,  beHondors  dn  nun 
fwl^vnile  ZuKÜbte  Wi)ieffigt  wi.-rdru  küiinen.  Wir  wissen 
1)  ite^cnwlirtiE; ,  dasK  Jen«  Ankündieunßen  in  den  Zcltun^n 
ie'<l  giUi/  rii'hlii;  waren ;  ja  dass  es  (den  tjar  ntt-ht  inii  j;alvano- 
laatiiw-kpf  \>rli>rtif;nng  iiin  Küi'OHen.  aonnern  nur  von  Ueber- 
eliBitit  ei-crntT  Kanmirn  iiitt  Testern  ('niiienlkn{irer  handelt.  I>iu 
•mwo  K»Tiiinen  wlderotebn  lieKt^er  dem  Ntotisc  der  im  Lanle 
efal  piix  iitreng  in  gerader  Linie  »ich  bewcjfendeti  Ku^el ,  und 
iHnt  daher  pine  ßröAuerc  Anxahl  von  .Schij>4''en  auo,  wührcnd  sie 
KU  AttTvU  ^trTt.-tsere  Leichtigkeit  tAeh  emiirehlen;  aber  «ie  «er- 
tara  nnr  cerinü^re  l>adun[r,  leichter  dem  Zersprinicen  ausiie^'Hst. 
leMeni  t'rheiRtHtide  «ird  mm  uIi"eholfen  durch  U  eberzieh  mit:  mit 
ulrni  r.iinniikuid'er,  wobei  viellcipht  die  vi>»  Wach  angeirebe- 
■n  VorH-hririetj  und  die  von  ihm  zuerst  dargestellten  constant 
itiriMleii  ketten  der  llunjitMucbe  nach  wohl  elien  so  ansreii^hen 
sie  t.  h.  bei  der  VergoldiinK  ausreichten.  Was 
^  ftdr  ilcmselben  Wege  zit  bewirkende  galvRimplnetische  Ver- 
niinng  anlangt:  «<i  ist  hierbei  dl«  Praxis  ISn^sl  der  Th«nrie 
inusgej;<»>(;cn.     Ucnn   hlcrlici   tvurde    immer   eine   angemessen 
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Bchn'KCtie  gatvanisdin  Kell«  uo^qh'iuiiU  luugc  xitvor,  vhc 
durch  tialinni  iiiid  Volta  ilie  durch  MeUIlcoiitai-t  hi  errftsev- 
deri  i^luklriacbeii'  StrSriie  kviiiieti  ^olernt  butte.  lü>  »ni  liittMlnerk; 
Ikb«  ETfahrunji,  dasa  man  Zinn  in  zwei  Tlicilen  Alaun  {dem  aw«t 
Tfaeile  Kotheala  und  ein  Thnil  Weinstein  beijfeliittO  auftüaeii,  aliM 
in  der  Auflüsung  noch  eiti  >Stück  unaufgclittfleo  Zinni's  twMdO 
müsse,  neklies  mit  den  Slecknmleln ,  die  niiin  zur  Verxinnunj^jjb. 
die  Aiifli'muni;  wirft,  in  Iteriihrun^  kunimt.  Telilt  diese  B«"'-  -^ 
mit  /tun:  so  kennen  die  Nudeln  nooh  »ii  Linge  in  der  Ai  ' 
liegen  und  werden  nimmermehr  sich  verrinnen'  Aber  man 
dieHi-n  vuii  der  Technik  gevvunneiten  iOrriihrunKSsatz  nicht  .W) 
suetlehnen  und  elwa  auch  bei  VereolduuK,  Verkutiferuns  n.  9,  ,  ., 
benut/rm,  weU  die  Kennlniss  aea  wiaeienseballtit^huu  Priuriptt 
fehlte,  dem  ücemüfti  man  handelte.  Um  dieses  Princip  uiirsiiliiHloii, 
dazn  i;ehiirte  der  (leiKl  einen  Voltit,  selbst  nadidem  Gulvani*» 
Überraschende  Entdeckungen  voranfjegangcn.  Und  nun  er«t  wunls 
die  xuvot  nut  im  Verliiirffenen  wirkende  Elektrochemie  ans  Licht 
gebogen,  gleich  einflussreich  in  wiasenscbnftiicher ,  wie  in  luchM- 
acher  Hinsicht.  —  In  der  neuen  Ausgabe  von  (iebler's  fibvsiluili- 
schem  Würlerbuche.  h,  XI.  S.  ä:i7.  unter  d.  Art,  \  er)[iirdung,. 
wird  es  als  buchst  uuITullend  bezeichnet,  „dans  k'*^''-''  naeh  der 
Erlindung  der  Velluiacben  Säule  im  Jahr  180^)  Itrugnalvlli  venuit- 
telst  des  eieklrisehen  .Stromes  vergoldete,  ohne  seine  Enidecki 
weiter  su  verfolgen.  Uen  tnctatlischen  NiederKchlag  (hl' 
gewahrte  er  an  dun  Polardrahten  von  Gold,  Silber  und  . 
ja,  er  ging  noch  weiter  und  vergoldete  .SilbennGnzcn,  itti 
Bie  mittelst  eines  stählernen  Drahtes  mit  d^n  negativen  P( 
Säule  verband  und  in  eine  sesättigte  für  diesen  Zweck  beröll 
L'iMuiiu  von  Ararooniakgtdd  «inlaucTile  (Amiali  di  Chimica.  If 
Van  Mona  Journ.  de  Chimie  et  de  Phys.  T.  S.)."  Aber  uiimlig* 
lieh  konnte  Brugtiatelli  eu  ^leichhleibeuden  Hesullalen  gelangen, 
da  er  die  Stärke  des  elektrischen  Stromes  nicht  in  seiu'-r  G«k^ 
hatte.  biesB  ist  es  eben,  was  zuerst  Wach  gelehrt  hat, 
und  worauf  biet  alles  ankommt.  Und  selbst  nu'-lideia  <!)• 
mir  liervorhringung  festen  Cämcntkuprers  nrilhiife  Stärke  und  Glekt 
aiä^isigkeit  des  Stromes  durch  galvanische  Kelten  von  miiiilaitler 
Wirkung  ccwonnon  war:  au  kam  es  noch  unf  Nebenbei lingitnKei 
(liefere  oder  minder  tiefe  Eintauchung  in  die  Ku|iferHul1<iKiiu||J  >|^ 
um  Drähte  mit  einem  festen  Kunfcrbeschlag  zu  (ibersichB. 
wovon  in  der  Abhandlung  vnn  Wach  S.  47.  if.  die  Rede,  Mtwie 
auch  tier  S.  5Ö.  und  67.  erwähnte  Versuch  hierher  gebort.  Man 
•ieht  als«,  vnn  wie  vielen  in  theoretischer  und  tcchniM'hi-r  Hin- 
sicht gleich  wichtigen  Nebenriieksicbten  die  Fei^tstellung  des  Hau^- 
satzes  abhängig  war,  duns  die  CohSrenc  (welche  nnui  gewtlhnli^ 
hlos  uls  abhiingig  betracbtel  von  der  allgemeinen  Kürperan»e4iaiig) 
hier  cinxig  unu  allein  a^tb&nalg  sei  von  elektrischen  Bezieh ungöi« 
und  zwar  von  der  Art  der  Leitung  des  elektiiscbeo  Stro- 
mes-, die  Fcststelluns  dieses  Hau^itsaticeH  erforderte  um  tm  mehr 
eine  ganne  Reibe  von  Versu<-hen,  je  mehr  er  in  Gegensata  kin 
mit  den  gellenden  Theorien.  ^ 

3.     Schon  im  Jahr  182-2  Mar  das  im  itlansfeldiKchen  aev, 
«ogleich  fest  in  inanuiefacber  krystallinischer  Bildung  vorlfoiD^ 
Ckmentkuiifer  für  micn  ein  (>egenstan<t  niiecl^ller  AufiaerkHI 
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nd  bei  der  erxt«;»  »iseiiiiäcluiriruilien  Versaiumliing  dttr 

r  i]>i<l   Ac-ryte  UeuUciihiiiils  (hier  ii>  Halle  im  8«[i{cin- 

!;     i  I;    ,!  n  !i  Voriti-igiitii;  irrf«rE!i>«iiiiler  Proben  jvuvts 

Irliscbeii  gewoiinijiieri  Iliiiir-  nii'i  Fmleo- 

l.i  il   iler    v(>rMU]iiiiiülleri  Naturfiirsther  auf 

>  -    I.  I  II     i:li-iiken.    Uai  hitTuber  indem  v«ii  mir  ilit- 

tubeiicTi  .liiiiniiil  uuch  üfft^ntlkh  8|)rt!oiien  kii  kOiiueii, 

Wlwcli  HiiHohl  ul»  i>r:iktmch   tieltr  unterrii-hleteii 

n'g'icliiile  in  Ei«[el)eii  utigra teilte»  Herr u  t^lli- 

latäDde  zu  hezciiliiifn,  unter  iteleli<!n  dieiten 

,__ildvli-    r.ünieutku{ir<!r    erhalten    nird,    da  nian  in 

IN  »ii  viel  C'(tnientkui|rcr  f^euiniit.  nkhls  vnn  solchen 

,^ ,  den>  is»!fou)iDnt«n  Silber-  und  Blei-ltHiini  ähnlichen, 

p  Mi;tleidi  iu  fester  Gestillt  «icli  darstellenden  (iebilden 
Au6  d»r  hierdureli  veruiibitsteo  inlereBsanten  (Im  Jahrb. 
f  Ch.  II.  I'li.  IH-Ä,  B.  2.  d.  g.  K.  IJ.  il.  S.  89— 109.  mit  einem 
fVarnorte  dc^  Hcniux^ebers  über  Caliäsinn  in  Abb»  ni;ii;kei1 
■  krj-üIalk-lektriRcber  Anziehung"")  ultgedrueLu-n)  Ab- 
vlfaatg  K^b  nun  »»hl.  duHs  im  Mansfeldischen  dem  ('flmenl- 
I  ll|ifH  oiebr  /eil  tut  Auebildung  gegönnt  wird,  »Is  in  riigam; 
'  -  '  die  niihem  IlmstiLnde  anlim^te.  tvflehe  auf  nillkiirlicbe 
n;t  »okbuii  fcHtm  Cänientkn|ilerG  ßibreii  Iditinteji,  «n  Üus- 
eben  weil  btti  de»  iii  kleitj«in  MasHHtabe 
I  Wege  80  mannitjfiich  v^Tanststteten  Metallrediietitmen 
dctglKiebfii  fönte  Aletulhebildc  v»r<;ekomnif'ri  waren, 
mg  auf  B  e  r  t  b  o  1 1  e  t '  s  chpinisebe  Tbenrie  8. 40(1 :  „du  das 
IsMnrerliAllniss  »jthrHcheiiilicb  bedeutend  eimvirkt,  so 
.  Vernueben  im  Kleinen,  wenn  sie  ilherhunpF  ein  Res ul« 
AbcB,  M'Cnig  EU  fntgern  eein,  nnd  im  (Crossen  bleibt  es  man- 
Ici  Nrjiwierigkeiteii  unterw orfen ,  zumal  da  der  Process 
-  Kry»(nllbildnn|t  (ib<-rhaii|>l  noch  nu  sehr  im  Uun- 
1  liejtt,  durch  geeignete  Vcrsuehe  aur  (lewUshelt  zu  gelan- 
Uiene  Aiii>'icht  sohlot!s  eich  ganz  conüei)uent  den  allgemein 
'  i'i|iien  an,  uud  der  oben  erwähnte,  auf  die  Innsero 
s  tnaa  im  MansfeldiKebeii  dem  r.-iraentkni>fer  zur  Anu- 
beziehende  Nebenumstond  schien  dieH«  An- 
Kltttigeii.  Da  ieh  aber  die  eeheinbar  indifferente  KSr- 
uiw  der  polaiischen  i^esetzniüeüig  abgeleitet .  und 
darum,  xnme  noch  aus  andern  (inlnden  die  krvHtallelek- 
■hti  .\n Ziehung  statt  der  allgemeinen  Krirncräaxiebimg  an 
ptlze  d«T  Physik  gestellt  (s.  Jnhrh.  d.  Chem.  u.  Phys.  1823. 
\,  S.  '^IJ — 2tiO.)>  auch  die  Zutitaiids Veränderungen  der  Körper, 
itM  ihr  InfKumiiger ,  lliiKsiger  oder  fester  Zustand  abhängig  ist, 
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aas  demedhen  PrinHp,  ]il«n  nuM  fianit  Bchtracben  elenientiurMtf 
krvKtallinischoM  Krüflen  (<)ei)  im  .luurn.  A.  ('hem.  ii.  Pbys  16t£ 
B.'5.  S.  4!t-74.   i1ars«le^en  Thadincken  iiemüm)  ahfrefeilrt  allt* 


iliesem  Stand |iuiililc  stets  in  meinen  aloidemiscben  VnrlcaoM^ 
fsen  die  Eleklrorhpraie  vrtrtrii);:  so  (■«lani;  e«  mir  nicht  eclta^, 
(tiRJeniefn  unter  meinen  Zubitreni,  welche  nirht  klos  das  Hwf^ 
kfimmliche  »im  Zwecke  des  Bxaniens  wistien  ivollten,  fSr  Atf 
eben  bczeicbneten  vnn  der  jätend  ^nordenen  Uoctrin  Mtitr  •!# 
weichenden  Ansichten  ins  Interefnc  xu  ziebn.  l>a«B  doisu  Ütafi 
Wncb  gehörte,  zeigt  schon  Reine  erste  Abhandlunt;  über  dvÄ 
ranchendc  Wencn  der  Sehne  feUSure  ><)  (Jnnrii.  d.  Cbem.  df 
PhyK.  ß.  50.  S.  1-^.)-  Ii«<  «1er  >n  dieser  AhhandluneS.  4?-^ 
iinistündlich  benipmcrheiTeii  merli\rMrdif>en  |inr(iellen  tlmwandlial|^ 
der  en^hschen  8ch«  erelsfinre  in  rniichende,  die  mit  kr\ntalltni»cb«#- 
Coh3sion  (asbestartig)  auftritt*^,    ist  ej?  nur  ein  ge     '  ^ 


■"J  Die  HiDpItcndcDi  iinn  AMn  la);  dSbiKcIi  Im,  die  AhIiiiai!Ut>*K 
Hfi  KOiEcnBnntpn  Ifomprliinaa  Titn   krts  IcktTiichiin    PriuHplnt   darnh    itim 

|>Flr|-tr  Thaliathcn  nachzuweiHn.  Ünu  iiie«<!thc  Tcndcni  Iml  dl«  in  gräd4^' 
liehe  AbhHiiilInnR  ilMwlben  Verfatners  über  pyrophoaphoriaort 
IHll*r«rde  (Jonrn.  d.  l'li.  n.  Pli.  B.  a9.  S.  9BT.  etc.).  Neheahel  liemMk« 
dus  die  Auffauuni  der  ElelitrociiDmie  nuf  il<in  Slaiidpnnkle  dar  Krjsl  ^ 
clektridlnl ,  wie  ich  achoD  bei  einer  anderu  Gelegenlicil  erinnerla,  niekl  bku 
TÜbfl  wild  lOn  den  EinweB<li>n|;eii ,  welche  Dninaa  pefea  EleklrarlicHM 
griDBcliI  bal,  «uDdern  *eUi'  wnlil  vrreinliar  iai  mit    aeinem  Su  bsiil  n  lioni- 

)i.iII|>DDkl  zu  liabea  bei  der  Unbiid  lieb  keil  iter  mnElicben  Combi  an  lioneo,  wie 
nie  bcrvorgehl  am  der  griindlicbrn  Ahbnudliin^  Rolhe'n  über  Anweilda>B 
•ler  combinatnriacbea  Aniljii«  nur  rllanzeniiDalyien.  5.  die  En  I  wicke- 
l«ne  dar  P  riaii  leutubalanz  lOn  Neet  t.  Esenbeek,  BiacUof  uitd 
Rolhe.     ErUn^fii   1819. 

*")  Es  In  naftnltcnd,  d'.u  dle>e  »cUoii  im  Jahr  I8I9  in  Tromint- 
dorf'a  JauTD.  der  Pbarmaclc  niilKClheille ,  aud  einige  Jahre  darnnf  tob  C; 
G.  GntFliB  beilXli;;)«  BeobochrorR  bis  ieixl  noch  nlebl  so  «likkUch  war, 
«Neil  nur  der  ErwSbunng  wcrih  gehiilleB  m  werdrn  in  den  Compendlen  dir 
Chemie.  Und  dach  1*1  dieae  thellweiae  UmbildHnc  der  fn|;Iij«lien  Suhw»- 
reliünre  nach  merkwürdiger  nl*  die  Rani  anatoKe  UmbilJung  dea  GUaea  ik 
krialalliniachei.    Gla«    ( itageaannlea    R  e  in  mu  r'wlica   ForzcllHii),  wol- 

ial  al>  iteneiue«  GIm.  In  der  Thal  laufl  da*  iD^enoxnte  Ädonciren  dea^ 
Holieiaena,  worMbct  dcraellia  Reaumn  r  viele  Vrrjiu<:hc  anBeslem,  »m 
daaaelbe  Verrabren  hinan«.  Und  hundell  e>  nick  nicht  davon,  die  f^äHL 
HaiM  in  erweichen ,*aonden<  Mut  die  OherflSrhe  weirber  ntid  ge.rlimeidlCtV 
,  >D  miirben.  »n  in  da»  Verfahren  »Ibgt  «nf  grossere  Eia en stücke ,  wal<rsfhel>^' 
lieh  alan  auf  eoaaeUern«  Kanonen,  die  mnu  mit  einer  Hülle  von  mehr  eUa- 
tiachem  .Eiarn  um^lien  will,  anwendbar.  Auch  etn  anderea  Verrahren  Obi«- 
elien  oberflÜcliUch  in  erweichen  (wobei  Hjdrogen  die  HanplroUe  zn  ■p)«l«a 
■chcinl)  kam  im  Jahr  IfttT  tob  Amerika  her  lur  Sprarbe  («.  Ulngler'i 
pol^leebB.  UatB.  IHM.  B.  SB.  S.  156.).  E*  bietet  alrh  atto  eine  Xweif«^« 
Melhodc  dar,  die  OberRiche  de«  Guueiaena  auf  eine  mehr  oder  minder  li«r 
ia  die  M>h«  eindrütgcad*  Weis*  (U  erweichen,  und  aonach  gnMelaenih  K>-' 
BonCB  Mit  eiaer  Hülle  t an  weichem  Blacn  zn  nmgehen.  Kommt  bbb'  BoA 
die  Halle  tob  weichem  ClmenlkBprer  dazu,  ho  wird  dem  Zeraprlngeo  «oek 
mehr  eatgesCRge wirkt.  Ee  lil  nRmlich  nnmliglidi ,  daaa  Hüllen  lan  TencM*- 
deaer  CoklaloB  dareh  eine  Bad  ditaetbe  anadchncnde  Kraft  ganz  atmg  !■ 
dcMiaelbea  HolneiiM  zerrlMcn  werden.      Nnr  dwia  ebo,    wenn  dieier  XelMk- 
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lativ  sehwacher,  aber  eine  Zelt  lang  anhalteoder  Tem- 
Mfitargrail,  welcher  (ebenso  wie  bei  Ver%«'aadlong  des  Glaaes  in 
Reaimiir'achea  Porzellan)  die  krystallinische  Bildung  hervoriiinifen 
vermag.  Damm  bedurfte  es  blos  der  Combinatioii  dieser  Erschei- 
mmg  mit  den  in  meiner  vorhin  em*ähiiten  Abhandlang  fiber  Zu- 
staadsveränderung  der  Körper  lusammengestellten »  um  auf*  den 
Gedanken  ra  kommen»  ob  nicht  durch  ähnliche  Modification  des 
elektrischen»  die  Metalle  reducirenden  Stromes  auf  krystallinischen 
Zueammenhaag  Einflnss  zu  gewinnen  sein  mochte.  Auf  dem 
Stnudpoiikt  einer  Theorie  nämlich,  welche  nicht  die  sogenannte 
allgcneine  KUrperanziehung»  sondern  die  polarische  krystall- 
elektriscbe  an  die  Spitze  der  Physik  stellt,  hängt  natfirlich 
■ellMt  die  Elektricitütsleitung  von  einer  (nach  der  verschiedenen 
tMaar  der  KSrper  leichter  oder  schwerer  erfolgenden)  Modificirung 
der  Kryatallelektricität  ab,  und  der  Leitungswiderstand,  ist 
daher  (was  durch  mehrere  Thatsachen  nachgewiesen  werden  kann) 
nicht  (gleich  dem  der  Rohren,  wodurch  eine  Flüssigkeit  strömt) 
blos  passiver,  sondern  vielmehr  activer  Matur.  In  diesem 
Sinne  war  es  nichts  auffallendes,  gerade  die  schwächsten  elektri- 
sehen  StrOme  durch  Leiter  von  grosster  Länge  ungeschwächt 
dBrcfagehn ,  und  diese  langen  Leiter  zur  Verstärkung  derselben 
naaientlich  bei  Multiplieatoren  wirken  zu  sehn,  während  durch 
dieeelben  Multiplieatoren  starke  -  elektrische  Strome  geschwächt 
werden  ^^).  Der  Leitungswidt^rstand ,  den  starke  StrOme  (starke 
elditriscfae  Funken)  hervorrufen,  kann  so  gross  werden,  dass  der 
Draht  glühend  wird  und  zerstiebt.  Bios  von  schwachen  Strömen 
kSsoea  wir  also  etwas  erwarten,  wenn  Hervornifung  krystallini- 
sehen  Zosammenhangs  beabsichtigt  wird.  Und  dieser  Ansicht 
war  sfinstig,  was  P  Tum  icke  mit  Beziehung  auf  die  Mansfelder 
KrofSrvegetation  mitgetheilt.  Denn  die  regelmässigen,  den  krys- 
taOfnischen  ai^alogen  Tormen  (namentlich  Haar-  und  Faden*Bildung) 
traten  Mos  da  ein,  wo  die  (Lamentation  5 — 6  Monate  dauerte. 
Und  dass  unter  den  verschiedenen  Ansichten,  die  bei  Auffassung 
dieser  Erscheinung  möglich,  das  Hauptgewicht  zu  legen  sei  auf 
die  Scfawächui^  des  elektrischen  Stromes,  solches  wird  dargethan 
doreh  den  schon  vorhin  erwähnten  Versuch  von  Wach,  welcher 
auf  der  Kupfertafel  zu  seiner  Abhandlung  Fig.  5.  dargestellt,  wo 
die  verschiedenen  Bildungsformen  des  Cämentkupfers  sich  in  Ab- 
hio^gkeit  zeigten  von  den  verschiedenen  Graden  der  Schwächung 
dar  £ette  durch  Leitun^swiderstand.  Das  bequemste  Mittel  zur 
Schwächung  des  elektrischen  Stromes  bot  der  Durchgang  durch 
poKIse  Korper  ^.    Nur  diese  bemerke  ich,  dass,  wenn  man  nicht 


tertcki«d  des  Zerreissen»  der   einzelnen  Hüllen   sar  Tertehwind enden  GrÖwe 
wird,  kann  ein  Hemmtclüendem  der  xertprungenen  Theile  stattfinden.  ■ 

^')  Anek  dnrch  andere  Yersache  wurde  die  Aufmerksamkeit  Hingelenkt 
auf  die  Bcdentaamkeit  schwacher  elektrischer  Ströme,  in  welcher  Hinsicht 
ich  mich  beziehe  auf  das  im  Jahrb.  d.  Chem.  n.  Pliys.  1825,  oder  B.  44. 
8.  119.  a.  305.,  sdVie  1828.  B.  52.  S.  236—242.  Mitgetheilte. 

*^)  Auf  die  Bedeutsamkeit  poröser  Körper  hinsichtlich  auf  den  Dnrch- 
gang  elektrischer  Ströme  leitete  Porrett's  Versuch  hin,  dem  späterhin 
Vtrtnche  Aber  sogenannte  Endosmose  und  Ezosmose  sich  anschössen. 
N«i  wo  ta  aich  von  groaaartiger  technischer  Benützung  durch  Laitungswider- 
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die  eben  iMzeichneten  theoretischen  AiisicbteD  im  Sinne  hatte,  die 
Einmischung  poröser  Korper,  namentlich  der  Blase,  bei  der  Km- 
ferreduction  leichter  irre  Jeiten,  als  zum  Ziele  föhreo  konfnl. 
Denn  \nrkltch  hatten  schon  vor  Wach  (wie  dessen  Abhandlviigp 
8.  22 — 24.  xcigt)  sehr  achtbare  Physiker  mit  Blase  umbandeae 
RShrea,  worin  sich  ein  Eisendraht  befand,  in  KnpferlnsnngeD  ge- 
bracht mit  Hinsicht  auf  die  sogenannte  Endosmose  und  Ezosnoflrt. 
Nothwendig  musste  dabei  festes  Cämentkupfer  unten  an  difr 
Blase  entstehn;  aber  sie  schenkten  der  Sache  keine  AufinerkfiafiK 
keit,  wahrscheinlich  weil  der  Gedanke  sie  irre  geleitet,  dass  dte 
Anle^punkte,  welche  die  Blase  darbot,  der  Zusammenhlnfmg 
krystalnnischer  Metallthfile  günstig  sei.  Dass  es  auf  diese  Anle^ 
gepunkte  hier  gar  nirht  ankomme,  sondern  blos  anf  die  angenhea^ 
sene  Hemmune  der  Schnelligkeit  des  elektrischen  Stromes,  welebt 
auch  durch  andere,  wenn  g(eich  minder  bequeme  Mittel  za  errel* 
eben;  diess  zu  zeigen  war  der  HauptjMmKt,  worauf  es  ankaid.« 
Und  diess  wurde  nachgewiesen  von  Wach  durch  die  mannig- 
fachste Abänderung  der  \'e rauche.  Jetzt  erst  trat  das  Na- 
turgesetz mit  Klarheit  hervor,  das  zu  der  mannigfachsten 
und  ndtzlichsten  Anwendung  in  der  Technik  gefiSbrt  hat,  wfthrend  es 
gegenwärtig  in  seiner  Anwendung  zur  Vervollkommmifig  des  scliwe- 
ren  Geschützes  in  so  hohem  Grad  einftnssreich  und  gewinnbringead 
wird.  Aber  dieses  auf  Hervorrufung  der  CohSsion  durch 
Elektricit&t  sich  beziehende  Naturgesetz  ist  nun  auf  dem 
Standpunkte  der  neuesten  Physik  noch  einer  scbilrferen  Besüm« 
mung  fKbig,  welche  nur  durch  eine  neue  Reihe  von  Versnehen 
herbeigeführt  werden  kann.  Und  da  es  sich  hier  von  Dingen  haa- 
dclt,  denen  ich  stets  vorzugsweise  meine  Aufmerksamkeit  utge« 
fvandt,  so  konnte  ich  dergleichen  Versuche  leicht  in  Vorscfabg 
bringen,  um,  worauf  es  nun  ankommt4  die  Art  der  Cohftsloii 
mehr  in  die  Gewalt 


zu  bekommen.  Dergleichen  theorsttseh 
gedachte  Versuche  nützen  aher  wenig,  so  lanse  niemand  da  ist» 
der  nicht  blos  lebendiges  wissenscbafTlicbes  Interesse,  sondern 
auch  ungestörte  Müsse  hat,  sich  der  Ausführung  solcher  Venmche 
zn  widmen,  welche  Müsse  dem  V^erfasser  jener  vorbin  genamiten^ 
ant  wiltkurliche  Darstellung  festen  figurirten  Cäiuentkupfers  Mk 
beziehenden  Preisschrift  unmittelbar  nacli  der  Publicaticm  dersol* 
beu  (geraubt  wurde ,  indem  ihn  eine  Anstellung  bei  der  Gewerb- 
s^hule  in  Bielefeld  in  ganz  andere  praktische  Dloge  binetiizegu 
Sclum  sifld  hl  seiner  Abhandhmg  mehrere  Versuche  beseiefapM; 
itie  er  noch  anzustellen  beabsichtigte ,  und  die  ihn  allerdings  lekirt 
bitten  weiter  ftlhren  können. 


-» 


iiljind  fiesi'hw  ficht  er  elcklrischer  Strome  handelt^  vcnlient  PorrcU*«  Versuch 
nniio  Anfmork.^amkeU.  Der  von  Wack  S.  61.  seiner  AbhaocUang  aHi^efvbrlt 
Versuck  tlc  la  Rive*s  zei;*t  dcntlick  genug,  dass  die  Ersokeinniig  noA 
nickt  pckurig  aufi^cklArt  sei,  und  combinirt  man  iu  diesem  ZusammcukaBge 
den  Ton  Wack  auf  der  KapfertafeL  zu  seiner  Ahkandiunie  Fig.  3.  mitgetheU- 
len  Versack,  so  sieht  man,  dass  er  dem  urAprunglickcn  von  Porrett  in 
einer  Beziekung  analog,  in  audcrnr  entgcgcogeseizt  ist,  vrahrend  in  deriel- 
bcn  AbhandLung  S.  36 — 40  der  Wog  be/eicknct  isl,  wie  weitere  Anfklürnng 
herbcizafükrcn  sein  müchlc. 
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in  Verhältnisse  zu  kommen,  wo  er  (in  t^nstigerer  Lage  als  seiiie 
gegenvk'ftrtige  ist)  die  hierüber  gemachten  Erfahrungen  benfitiSB 
und  weiter  verfolgen  l^ann.  Denn  nun  wird  der  aus  rein  wjsssa 
schafUieheni  Interesse  vorzugsweise  von  ihm  zum  Studium  ge- 
machte Hauptpunlct  der  Galvanoplastilc  auch  in  technischer  Beziehang 
cum  Hauptiiunlcte  werden.  Handelt  es  sich  nämlich  blos  von  Ei^ 
Zeugung  bildsamer  fester  Metallmassen:  so  kommt  es,  wie  voririu 
schon  gesagt»  vorzflglich  auf  Verkleinerung  der  Krystalle  an»  «• 
dass  sie  wo  möglich  ganz  unwahrnehmbar  sind  und  die  sogenamla 
amorphe  Bildung  hervorgerufen  wird.  Man  muss  also  die  kryatal> 
iiniscnij  Bildung  eben  so  Vu^  befördern  als  vermeiden  lernen«  Brf 
jener  vorhin  erwähnten  Verzinnung  der  Stecknadeln  weis»  wum 
Tccht  gut,  dass  sie  auch  mit  Alaun  ohne  Weinstein  geliiigt; 
aber  sie  wird  mat-t,  d.  h.  die  kry stallelektrische  Krallt  gewinnt  aa 
Stärke ,  so  dass  kr^'stallinisch  ausji^ebildete  Elemente  vorherrschend 
zu  weriden  anfangen,  wodurch  die  Oberfläche  ein  mattes  Ansehi 
bekommt  **),     Der  Ueberzug  eiserner  Kanonen  mit  Kupfer  «riilck 


abwechselnd  in  die  VollaUthe  Comhinalion  aofnehmen  nnd  abwedicclad 
parllell  tchlieMen  könne,  um  eben  dadurch,  eine  Yerarhiedenarri^cit  ia  dar 
kryitaliiniachen  Biidnnp;  aniuregen.  Oefieri  aah  icli  jene  Znckangta  bcsMi- 
deri  dann  mit  groaaer  Heftigkeit  eniilehu,  wenn  die  mit  Diaaa  nnibmidf 
Rohre,  woran  lich  an  einer  Stelle  iu  concentrirter  KnpferMuflömiig  fa^ 
tea  Cfimentknpfer  «ngeael^et  halle,  in  eine  verdünnte  lvu|»ferAuriöanng  fibtr« 
f^etrnisen  wurde.  Ala  Nphcnhedingung  ist  dnbei  die  Einaeizuiig  eine«  friack 
abgefeilten  Zinkdrahtea  hcrvorsuliebeii ,  um  die  Bildung  neuer  krjcfalllai- 
acher  Elemente  neben  den  achon  in  fester  Form  geltilUelen  ao  aiu« 
iImss  sie  damit  iu  Contact  konimen  im  Eutsleliungamomeflte.  ««  Vom  Di] 


ithismua  (der  -vielleicht  durchgreifender  ist  ala  man  ^ewühnlich  aimiauit) 
scheint  also  die  elektriache  Erachci»uii;r  abzuhängen,  ao  wie  die  Licklar^ 
acheinung  nach  Rose'a  neoharhtung  bei  Auflöaung  glaaartigen  Araaaika  Ia 
Saliaäure  entschieden  vom  Uimor|>hiamus  abhängt.  Darum  aali  ick  aickt 
aogleich  bei  dem  ersten  Anflug  der  KrjatAlie,  sondern  erat  bei  dem  Coa- 
tact  einea  aecundürcn  Anllugfs  mit  dem  primitiven  die  Lichlblit«e  eintrctaa« 
Sehr  -«vesenllith  kommt  ea  auch  hier  auf  einen  gewiaaen  Grtui  der  VerdSa- 
nuni*  der  Auftüsung  an.  —  Man  sieht  den  Paraileüamua  beider  Erackeiaaa- 
gen  (der  uutiachen  und  «•Icktriai-hcii) ,  worauf  schon  früher  aufmerksam  ge- 
macht wurde.  Um  übrigens  zu  zeigen,  wie  dergleichen  scheinbar  bloa 
theorciiNi-h  iniereaaaiitc  Dinge  Huch  praktiache  Bedeutung  gewinnen  kdanaa, 
will  ich  noch  folgende  flüchtige  Bemerkung  anreihen.  Ea  liui  mich  bei  aial- 
gen  Vorsuihen  ülierrasdit,  daas  sehr  kleine  ZusMtie  yon  Weingeist  aur 
Kunferauflösung  in  weit  höherem  (irad,  als  zn  erwarten  war,  jenca  sbaa 
erwähnten,  von  Kryaialiclcktricität  abhängigen  krampfhaften  Znckongea  dar 
Magnetnadel  entgegenwirkten,  aie  wenigalens  modificirten  durch  Abknrinag 
der  momentan  eintretenden  Zuckungsperioden.  Wenn  nun,  was  der  galvaao« 
plastischen  Kiystallbildung  günstig  (nämlich  ein  gewisaer  Grad  der  Ver- 
dünnung der  kupferlösung)  diese  krampfhaften  Zuckungen  befördert,  ao 
könnte  man  umgekehrt  vermuthen,  daaa  vielleicht  ganz  kleine  Zosilae  ¥oa 
Weingeist  jener  galvanoplaatiachen  Kryslallbildung ,  welche  man  tecbaisch 
zn  vermeiden  wünacht,  entgegenwirken,  und  also  in  den  von  de  la  Raa 
angeführten  Fällen,  wo  die  krystaliinische  Bildung  störend  wirkt,  der  ex- 
perimentellen  Prüfung  zn  empfehlen  sein  möchten.  Es  fragt  sich  nimlick, 
ob  neben  dem  Hanptgeaichtapnnkt ,  der  elektrischen  Leitung,  nickt  aock 
andere  Nebengesichtapunkte  lu  beachten  seien  (vergl.  Note  44*  a.  Nr.  (k). 

^^)  In  krystallogeneliacher  Hinsicht  hat  man  es  also    bei  jeuer  Uttslsa« 
aaf  Zinn  sich  bejiekcndea  Galvanoplastik  weiter   gebracht ,    ala  bei    dar 
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dem  momentaneD  Zerspringen  und  Umherschleudero  der  zer^mn- 
genen  Stflcke  entgegen,  zu  welchem  Zwecke  nmgelegte  Hinge 
von  gehftromertem  Kupfer  nicht  genügen  wollten.  Es  wird 
also  darauf  ankommen »  das  Kupfer  so  weich  als  mCgIich  zu  er- 
halten. Und  da  Wach  schon  im  Jahr  1829  auch  andere  Metalle 
als  Kupfer  in  fester  Gestalt  galvanoplastisch  darsrestellt  hat:  so 
lisst  sich  fragen,  durch  welche  CoraDiiiation  von  Metallen  in  noch 
höherem  Grad  eine  der  Elasticltät  analoge,  dem  momentanen 
Zersuringen  und  Umherschleudern  durch  die  Verschiedenartigkeit 
der  Cohäsion  entgegenwirkende  Kraft  her^'or^^erufen  werden  könne? 
(Vgl.  Note  40.).  Aus  diesem  Gesichtspunkte  scheint  sich  noch 
ein  Fiel  weiterer  Kreis  technischer  Anwendung  zu  eröffnen. 


Moent  auf  Kupfer  sich  beziehenden«      Alle,  welche  sich  mit  lelcterer  be- 
•chj^fligl  Imben,    geslehn   zn,    das»   sie   noch   ein  sehr  unsicheres  Handwerk 
»ei,   eben  weil,   wie  de  la  Rue  in  der  vorhin  (Note  43.)    angeführten  Ab- 
handlang hervorhebt ,    die  Knpfcrulederschläge    bald   deullich  krystailiDlscK, 
bald  schwach   kryttallinisch ,    hämmerbar,    sandariig   oder   schwammig  sind, 
„In  der  Regel *%    fflgt  er  bei,    ,. mns9  man   suchen,   den  hämmerbaren  Nie- 
dertchlai^  henrorzubringenr;    bei  aller  Ucbnng  und  Gcschickliihkeil  bleibt  es 
icdoeh    ftehr  schwierig,    ihn    eine   Zeit   lang    gleichfürmig    rn  erhalten."  — 
Noch    andere   die   AnwendnnK    der   Galtanoplastik   auf  unangenehme   Weise 
beseht  unkende,    eben  mit   dieser  Krjslallogenie  zu^mmenhängendo  Nehenbe- 
giehnngeu  brinj;t  ef  zur  Sprache.       Es  ist  djiher   auffallend,    dass  man  nodi 
nicht  I     wie  bei  der  auf  Zinn  sich  beziehenden  oben  erwähnten  Galvanoplas- 
tik, auch  bei  Kupfer   eine  Combinalion  verschiedener   Salzverbindangen  des- 
selben in  Anwendung  zu  bringen  versucht  hat.     Uebrigens   hat  sich   nament- 
lich   hei  Verkupferung    des   Eisens    und    Zinks    das    weinsteinsaure 
Kali  -  Knpferosyd  besonders  vorlheilhaft  Rezeigt  (s.  Elsner's  Abhandl. 
inDiBgier*s    polvtechn.   Jonrn.  1845.    B.  97.    S.  429.)*     Auf  ein  Mittel 
cur  Torliufigen  krystallogenetischen  Orieotirung  machte  ich  in  der  Note  43« 
aufmerksam ,  welches  man  bei  der  in  Note  36.  angegebenen  Yerfahrungsweite 
ohne   allen   Zeitaufwand    benutzen   kann.       Jenen   krystallelektrischen 
Eracheinuttgen ,  welche  die  Bildung  des  festen  Cämentkupfers  begleiien,  reiht 
sich  übrigens  noch   eine   elektrochemische   an,    welche    de  la  Ruf  mit 
folgenden  Worten  erwähnt:     „Eine  sonderbare  Eigenschaft  der  galvanischen 
Copien  besteht  darin,  dass  man  sie  nicht  mit  Zinnoberfarbe  abdrucken  kann, 
was  doch    bei    den  gewöhnlichen   gestochenen  Knpferplatten    der  Fall    ist; 
aberzieht  man  eine  solche  Copie  mit  Zinnoberfarbe,  so  wird,  nachdem  einige 
Abdrucke   gemacht    sind,    der   Zinnober   schwarz,    und  wenn   man  mit   dem 
Drucken   fortffihrl,    so   wird    das   Kupfer    weiss  und  es   schlägt  sich  so  "«iel 
Quecksilber  auf  seiner  Oberfläche  nieder,  dass  ihr  die  Farbe  nicht  mehr  an- 
hingt.    Ich  glaube,  dass  die  poröse  und  offene  Slructur   der  galvani- 
ichen  Copie  die  einzige  Ursache  der  Zersetzung  des  Zinnobers  ist,    und  dass 
die   Reinheit    des   Kupfers    dazu  nichts    beiträgt.**  —   Statt   „poröse   nnd 
offene   Slructur**    wird   man  wissenschaftlich   schärfer  schreiben  müssen 
kryitnllinische  Slructur,    da  de  la  Rue  selbst  hervorhebt:  „so  sorg- 
fältig man  auch  einen  galvanischen  Niederschlag  hervorbringen  mag,   so  be- 
weist  doch    die  Beobachtung    desselben    unter    dem   Mikroskop,    dass    seine 
Stmctnr  im  wesentlichen  immer  kryslallinisch  ist. "  *•  Da  nun  diese  kr  jstal- 
linische  Stmctnr  die  Zersetzung  des    Zinnobers   bewirkt:     so  wird   man   auf 
«iektrochemischem  Standpunkte    die   W^irkung   der  Krystallelektricität   nicht 
XU  verkennen  'vermögen,  besonders  nachdem  die  krystallelektrischen  Erschei- 
Bugcn  hei   Bildung    dieses  festen   Cämentkupfers   durch   die  Zuckungen  der 
Magnetnadel  nachgewiesen. 

TheU  \.  10 
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S.  Ahs  Liehe  tm  WIssmschnft  utiit  im  Interim»  ArtlfM« 
nun  zum  Krieg8t;cli rauche  benülxtc,  von  der  hieetigen  UnivcrsiULI 
auHEtegangrae  ETliiiilmifi  mues  ich  H-{ln«chcn ,  ilass  die  Uingebnng 
belltliiit  ivetdo,  wailurtrh  sie  ullein  ins  licben  gcmreii  nenlrä 
Itoiiiile,  imd  AasH  ulsii  der  £r(it>der  jener  auf  eine  an  gewinnfarin- 

Senile  \Vei8u  bemilzten  i:onfitanten  galvanischen  Kelte  nun  als 
lami  in  den  bcsU-n  Jahren  einen  nngeuieosetien  Wirbonft^kreis 
lindr  liei  den  im  Urims«)!  viirKUiU'hnii'iiden  Arhdten,  wubei  man 
abfr  mich  rortditiiernde  Studien  in  kioincni  MossBtnhe  nicht  wird 
vvrsiiunien  dürren.  fSellist  den  MatU!ireldUi:hen  KtipferweicetatlAnwi. 
von  welchen  die  Aufsuchung  der  (iesclxe  eahjirenter  Metnilbddiing 
angeregt  wurde,  scheint  es  nun  xiveckmüssif;  ein  erneutes  Sta- 
dium 2U  itidmeu.  Denn  die  Proben  von  dem  in  Eifttebeu  im  Gros- 
sen  gewonnenpn  Cfimentkupfer,  «eiche  ich  ans  dem  Jahr  1833 
tinch  vor  niir  halie,  zeichnen  sieh  zum  Theile  durch  grosse  Zihie- 
keit  und  Weichheit  eiis.  Auch  Plümicke  hebt  die  Weicfahät 
und  Zlthi!;keil  dieses  (.'ihticntkupfers  itilt  d»  Nebenbemerkiiiig;  her^ 
vor ,  da»»  besonders  diis  haar-  und  drahll^rmige  einen  hohen  Urad 
der  ßeiiiheit  zeige.  Und  doch  wird  dieses  Ca raenlkuufer  aus  sehr 
nnreiner,  nach  dem  dritten  Versieden  übrift  bleibender  soijenann- 
tur  •Schwurzlauge  genonnen.  Und  nach  der  von  Plümicke  an- 
coführteu  Aualyse  Uermaun'a  euthfill  der  aus  dieser  .Schnarx- 
luiige  geivonuene  schwarze  Vitriol  ausser  Kupfer  und  Eisen 
vornehmlich  Zink,  Nickel,  Kobalt,  Hlei,  IVlangan  und  aua- 
»erdem  Sputen  eines  vielleicht  noch  unbekannten  Metalls. 
Viin  allen  hier  f>enaunten  Metallen  ist  keinem  ausser  Blei  auf  noa 
»eiu  Wege  mit  Eixeo  reducii'bar;  und  sellist  das  Blei  ist  tremSM 
den  von  Wach  angestellten  Versuchen  (S.  60.  seiner  Abhandl.) 
bei  dieser  II eductions weise  nicht  als  metallisch  feste  Bleivegela- 
tioii  darzustellen;  auch  ist  seine  Veni andt^cball  zu  Kupfer  so  ge- 
ring, duss  man  eine  Legirung  auf  nassem  Wege  kaum  envut*n 
kann.  Die  HervorrufungdeT  Cidiärenz  de«  redueirteo  IVIetulIs  tritt 
also  hier  in  den  Hang  eines  chemischen  Scheidungsniitlels  ifeB 
Kupfer«  vom  Blei.  Zuuleicb  aber  bietet  sich  die  technische  Auf- 
gtibe  dar,  zu  untersuchen,  ob  nicht  vielleicht  die  eben  bezdch- 
iiele  Verdünnung  der  Kuuferlüsung  mit  andern  nicht  reilitcirbairra 
Äletnillösungen  zur  BeRirderung  der  Weichheit  und  ZShigkeit  dM 
in  fester  (äestult  Teduciricn  Cümentkupfer«  mitwirken  könne.  Dmtl 
da  von  der  Art  der  ElektricitStsleituns  die  Hervorrufung  der  CohÄ- 
renz  aidiüngt:  so  kann  schon  den  allgetneinen  elektrischen  Lei- 
tuDgsgesetzen  gemäss  elien  so  wenig  die  Art  als  der  Grad  der 
Verdünnung  einer  Metoltlüsung  gleichgültig  seiu  für  die  Bildunfis- 
form  des  in  fester  Uestult  zu  reducirenden  Metalls  (vgl,  Note  43. 
und  44.}.  Ei»  neuer  Weg  eröffnet  sich  hier  zur  Erforschung  nidit 
blns  nie  Idsher  der  elektrischen  Leitungsgesetze  überhaupt,  sob- 
dem  sjieciell  der  elektrochemischen.  In  solcher  Weise  nird  das 
Studhitn  der  feinsten  elektroc  he  mischen  Beziehungen  Uand  in  Hand 
gehn  mit  der  grossnrtissten  Anwendung  cohSrenter,  auf  galvaoi- 
schem  Wege  mirgestelfter  (Jcbilde  zum  Kriegsgeb rauche. 

C.  Zum  Schlüsse  bemerke  ich  noch,  dass  die  schwache  aber 
constante  galvanische  Kette,  wie  sie  zuerst  Wach,  und  zwar  aucfa 
schon  als  mebrglicilrige  angewandt,  ^anz  in  ihrer  urspriinglicliea 
Schwäche   (nSnilich   ohne   stärkere  Schwerelsiiure  zu  gebrauchen 


I  p««li*eo  Pol,  als  dir  ilurch  galvaiüsche  ZeracUiiUK  <leK  Ku|i- 
~  *~'  '  •crllinl  ^ütvoaneue  Ut)  zu  tülvgniphischen  Znrrkpii  bei 
[■  ,  .mischeu  Staalen  RH^vlefftcn  Eiaenbahneii  gebriiuchl 
'iirlt*  Kupfer  hctiwt  dabei  iini-fa  eine»  Nc  beißet*  iiin. 
li'^nt  i]er  auch  schott  von  Wach  benutzte  piuhwarb 
I  >>  11.  E»  Htehn  nSmlich  kleii»;  Bei-her  von  iicbiincfa 
I  l'orxollaiiUioii  in  da  Kii|>riTaiil'li>8nng ,  um^ebeD  von 
tkta  ltu|il'erbleclic .  tviihmnu  Zink  tut  gebürig  dKr(:bn388- 
r  atelit,  unrein  KeH'rbnlicbes  ßtiiimcun hiib«V  zu  giessen 
t  K«tte  von  i—Ü  tiliedern  isl  binretcheuH,  ein  kleines 
mig  t[eb(ii!<>n(^s  wticbtts  Biseiistiibchen .  au  dessen  Enden 
'ikelcbvn  .VIulli|ilK-aluriviuduni;uii  (»us  ho  dünnen  Dräb- 
e  bei  Heti  c iii tili nrl liebsten  MullipMcatorcn  aD;^eirnnJt 
raheiie  Itullrn  lieliflden,  so  »turk  xii  iurtoTtclisir«ti ,  äass 
lijüvinen  Anker  »n  sich  xi«ht,  dtr  nu^enblicklrih  (wo- 
>r  diese  T«lej(irn|iheu  »nlcgl,  «uf  rbcn  so 
iibe  Weiac  L-ini-n'  Hi^bwacben  Urgenntrom  be- 
afafallt,  sultald  die  Kette  auf^ebobcn  wird.  Ein 
^  regttit  di«?  Audii-biing  inid  KcbliesBune  der  Kette,  wüh- 
>  Bewegung  de»  kleinen  Anki^rs  ein  kleines  8teigrnd  in 
Vin^,  «oraii  ein  ZH^er,  nul'  der  R^ibe  »nt-Ii  j^esrhri«- 
skstuben  hindeutend,  befestigt  ist  Uurnb  einfn  nicbrere 
I  lani;«ii  Ku|>r»drabt  wirkt  die  scbwucbe  WachVche  Ketle. 
Nil  der  imsse  Hoden  durch  Eiuneukanfr  vnn  l>räbEen  in  Urun- 
II  an  den  Stutionsotten  iil»  Kiveili^r  Letter  Itcnutxt  wird. 
IHe  Kette  OanicICe  nnterstheirlet  sich  von  der  Wach  iscben 
f  %liM  dnrcb  An«endung  störkerer  Schwelelsäure,  Aiieb  Waib  ge- 
llmucjile  lukttirliHi  dietic  öners  in  bedeutender  Stärke;  aber  es 
I  kam  «irr  Menrirnifanj»  der  Cohärenz  reducjrter  KI<italltbeilc  nieht 
I  »uf  Von.liirIi.iiri«:,  (tondem  anf  Scbn-ffehuija  der  Kette  an.  Und 
>  (1ir*i-i(  ;tii(  SrhwÜcbung  der  Kette  sich  bczielieudeti  Versuchen 
I  ImHf  er  diilier  tsernem  Zuecke  ^einüsK  allein  zu  sprechen''^).  — 
.^«Hi  rii  trl<^>:tn|ihiMebcn  Zwecken  gebraucht,  wie  vorbin  «chon 
ml.  Herr  Leunhard  ideht  die  stiirkere  soi^enanntc  Danicll- 
rKKtlf,  siindern  die  ursprilnglicbc  achwache  Wachisehe  zeiete 
I  ihm  vurtheilbafter."  War  ta  dncll  Barliiw,  der  zur  Bestim- 
ig  de»  CfHefies  der  ElekÄicttfltsleitung  durch  lange  Drähte 
'  gebrauchte,  sn|>ar  zu  dem  Resultat  gekor 


iM*  i 


eil  die  Iritensitiil  der  Stri 
i<;elcebrl<iii  fjiiadrntis 
iirauM    er  »'cbloss,    „das« 


lisch  vermindere 
Verhältnisse  d  er 
Idee  elektrische 
/u  cnnstruireii  chiiunrisch  sei.-  Ich  zeltete 
Is  (s.  Jahrb.  d.  Cb.  u.  Ph.  1825,  B.  44.  S.  litt  u. 
leicht  £U  MiedvrboleTide  Versuche,  dass,  während 
e  SlrJIme  bedeutend  geschwächt  werden  Iiei  dem 


h»  nur  V 

Zink-  1 

.nd  K.a|.fcrbl.cl,  d.ircl.BU.>  3<»'»ai.t 

icmblaJi-i 

»i..a.  t..l  Jic  Ab.k'1.r.  .u  „ig,„,  i^„ 

,ttnn  <>i 

irel.  Eln.cl.icl.»iie  porfi...  L.i- 

ri.  p.  •Ol 

?.r,    -waun  .!■.,>.  i-lne  .Inppclte  5.l<«i(Ie- 

i4mlloh  . 

•kI>   i;  Ku|<r<rblcch  in  eloir  «.ir  BUm 

st,    gl.« 

iiin»iik«in  gtinirlii  wrnkn  knon.""' 

■  Durclif;angn  durch  laiijic  Drühto,    ganz  eclinacbe  Ström 
llnihilerl  au  Kruß  hindurchgeKii.     Ebtio  weil  ich   «»gleich  na4. 
r  b^rfiliraleD    Entdeckung  Oerated's,    der    eine    Fonken    gfll 
1     Siiiile  zur  Darelellun^  der  eleldroiiiagnetischen  Erschelnunged 
I    laogte,    in  meinen  phvsikalifichen  Vorlesungen   nuf  die  unvfl 
I    derltt  Kraft,    mit    wolcher   schwache   StrUine    durch  lange  1 
l    gcbii,  aufmcrliHani  wnrd«:    so  fiibrle  solches  mich  uomittet^ 
I   xur  (lonstriiclion  des  Mullinlieators  (s.  iourn.  d.  Oh.  n.  Phys. 
I  A  iH.  u.  B.  :M.  S.  11.).     Und   nun  bewJihrt  sieb  die  Bcdo 
I   keit  schnai'her  Striline  auch   in   telegranhis<:b<^r  Bexiebiu 
I   leicht  durch  dieselbe  krysl.ill elektrische  EinwirkaDg,   die  i 
I   «nlasst,  Cohiisinn  reducirtcr  Metalllbt^ite  hervorzurufen. 

l  Bei  der  Wacbischen  constunten  Kette  »nr  (weil   vi« 

I  nciile  zur  Natur  derselben  geliür^n)  'lie  EinsoMrlmn^  eincMl, 
I  rfisen  Leiters  uiieiitbehrlich.  Er  schadete  auch  hier  Dichtf.  «iril 
I  «8  blos  auf  schwache  Slrünie  ankam;  rielniehr  dient«  er  Mir 
I  beahsichli^^tcn  Heniinung  der  ffcbnelli^keil  des  elektrischen  fttroms- 
I  Will  man  starke  elektrische  Strilme  habt^n,  «o  lileibt  die  EiaMrbie- 
I  -bull!!  schlechter  Leiter,  was  poröse  Kurper  nimmer  sind,  stet« 
[  ein  t'ebclslniiil,  den  miiii  bin«  durch  die  unverinpid liehe  !S"th«t-eB- 
I  digkeit  entscbuldigeii  kann.  Gerade  aber  diese  unvermeidKciie 
[  TSolbn  endii^'keil  glaubte  ich  in  Ziveifel  ziehn  zu  mflssen.  CimI 
I  der  füulte  Abschnitt  vorliegender  Abbaudluni:  in  ihrer  ursprfia^ 
[  liehen  IJesliill  beiiig  sich  d.irauf,  die  porösen  Halbleiter  iin-kl  Mm 
I  bei  der  Kublenbatlerie  Bunsen's,  sondern  auch  (in  Erinuening 
I  »n  Vnita's  thermoxydirtes  Gold)  eelbit  bei  der  Platiimkelle 
I  Grove's  eiilbehrlicb  zu  uiaclieii,  indem  man  nämlich  elienae  nie 
I  die  Kohle  (was  schon  bei  der  tlieriiioxydirten  Kohle  Bm^nntcl- 
I  U'ri  vorhin  zur  Sprache  kam)  so  auch  PUtiu  vor  Couütructiun  <' 
I  Batterie  mit  tnuchender  Salpetersäure  (oder  besser  mit  einen^l 
t  misch  aus  conceiitrirler  ScWefelsäure  und  rauchender  Sa|( 
L  sSure)  ladet  und  auf  entsprechende  Weise  durch  Aettfcdt 
I  von  vorhin  gleichfalls  schon  die  Rede  irar)  auch  die  Zink, 
I  Eine  zu  diesem  Zwecke  bei]u«aie  Vnrrichtun<;  brachte  ich 
I  achlag,  berechnet  aufschnelle  Zusunimens^tzim^  der  Bat' 
,    eben  so  schnelle  Aushebung  und  Ladung  der  emzelnea 

.derselben.     Weun  es  naudicb  in  der  neuen  Ausgabe  von  < 
[  phys.    Wörterb.  B.   VIII.  S.  114  heiest:    „Ilitter 
[■  HoffnuM!^,  durch  die  Laduiigssäuleu    die  (;alvanisc 

Lehenso  verstärken  zu  können,  wie  man  die  Wirkung  der  i^ , 

hAchen  Elektricität  durch  die  elektrischen  Batferien  TerstJiritt, 
I  nicht  in  ErfilllunK  gegangen:"  so  suchte  ich  zu  zeigen,  das«  . 
1  wirklich  in  Erlülfung  geeanKen  auf  eine  Weise,  die  allgeniBii  . 
I  Aufsehen  erregle,  und  doch  gerade  aus  diesem  Gesichtspimlrte 
I  iBcht  beachtet  wurde.  Ich  raeine  nämlich  Jene  Hoffnung  Ktlter'« 
Lmi  in  Erffillung  gegangen  durch  Grove's  Piatina-  und  Bunseii« 
k Kohlen- Batterie.  Ja  ich  glaube,  wenn  man  diese  Batlcr 
[dem  oben  bezeichneten  liesichlnpunkt  auffasst,  dass  jenr  [Joffnnng 
(  Ritters  dann  noch  In  hühiTm  Grad  in  Erfüllung  ^ehn  kOan«. 
[  Einige  Collegienversuche ,  welche  Ich  in  diesen)  Sinne  mit  Kohlency- 
L  lindern  Bunsen's  anstellte,  die  auf  Brugnatelli's  Weise  (cel^^dea 
''Wurden,  fielen,  wie  schon  vorhin  erw&hnt.  günntig  buh  tdt  mciiiB 

Ansicht.     WSre    die   Assistenten.slelle    liei   umteru    phyxilialtsclMN 


('ihilirtni  nlrbt    Max,    Afn  gegebenen  Verh.'iltnisscii  geiiiü»!«,    mit 

""  '    '        wi    bej(«tzeD|    otfer  wä^e   es    nicht  so   BcÜiirr,    juiigf? 

ßntlen  von  Knlchem   eK[ieti m enteilen    Eifer    wie  Wiicli 

»U    er    liier    seine    pharraareutiseh-natutwiSBenst'lialliichpn 

ieo  tnacbte:   so  tilitlc  i<^h    leicht  «osleich  iiiich  mit  Itivlehiing 

ufGrot  e"«  Butterte  **)  eine  Keibe  von  Versuchen  vorlegen  künnen. 


«)  K.   »i   mir 

[l«rt*UM  VVl.kun; 

ili  ilrt   Elofln«. 
Itl*<)>lt    (Tgl.  difl  li 


fliiKl,  di«  ;ro9t<i  Au>dehnUD|(  dn  npcrii 
bi^luiiiDllUh  d«ul«l  der  Atudruck.  kolat 
1  durch   bloi«   Gegtn-narl   ciiiea   HDiItm 


Hin 


,i.r  Roaiie», 


fUilo».  Miiciii:.  and  Jouru.  Jul.  1B24.  < 
.  u.  Fh.  R.  S9.  S.  SI4— 2S0.  ehorgPRung^nv  Abhund- 
;,  ■oirlt  n.  40.  S.  23T.  u.  B.  63.  3.  STT.),  nundarn  tlarin  oml  ulleip 
4m  Htlnhtll  «<r  Ohcrilid»  de«  Plilini  Bl.hKngls  •"»'*■  «'Ict« 
bificrc  Afltiihi  nun  «ll^rmfin  k'I<''"'1  fewardfa,  Si<  hernhl  iiat  der  im 
Uf  tnMpukUitrtcn  icdiaioo  ReMie  ciperimealt  tili  Um  coocbaa- 
ltiiu|>uioUcii  icli  den  t OB  iiim  gebrauclilau  Nnm- 
btrt.  in  Fnggend,  Anoal.  dir  Cliy..  B.  33. 
f.  II»  ir.)  J>l..hrca  will.  UH.nicbl  blas  poiiliv  (leklriairlc  PlBtia*iiUl- 
huillu*«  ini  VerciniKinB  dU^onUlrn ,  •UDdcm  „«uclt  ntguliv  elek- 
.irki'R.  wiirnohl  oU-hli.»  krüfti;":  .o  kam  Furodi.^  (N.  &90.) 
mT  di*  Idrr,    ..d».  die  Wlrkno«  aUkl  mn  dir  Eleklrmrung  detxllxn  ib- 

i*  «.'•«krrml  rirr  Vfirkiiüprnei  mit  der  Säule  irlanR* ,  dle^her  driu  Fleliü 
a  allen  Zriim  entteliii»  und  .ikli  immer  wirknein  irige .  tohald 
*r  dtMn  OlHidKchc  «oIlkonimoD  rein  tei."  Ei  wurden  daher  (N.äSg.) 
.nalte^lalien ,  die  auf  (La  Oemeage  von  SautnloS  und  WnnersiiilF  keine 
Vlfk»B<  litlirrT.  lail  einer  l.ntung  von  Aelikali  gekotlil  und  darauf  in 
t«  Ga»  t>l'rr><l>>;  <le  f  c-ltlcn  tick  Idiweilca  rcclil  nirksHm  ,  liiiwcilcD  ilitr 
Ib  Acu  iruleru  F>Uen.  Kkla»  ich,  nar  die  IJnreinigkeil  ton  der 
41t  dnte  (ie  nicht  dureli  hloie  l.üiekraft  de*  Aelxkalia  cnlfeinl  wurde ; 
MB  «rnn  tili  dietrllen  Flauen  mil  eln-ni  SthniirKel  und  der  nüinllcheb 
lMlL«U]A»iinE  nliMUeuerrc,  wurden  sie  irirktem."  Nacli  N,  605  yw  „dio 
WlfciiJlMfUita  Brlioudliing  dct  Flarii»,  «aiter  deaxu  Gehraucli  rum  |>DUli~ 
m  '■>  tu  ilitkrT  Sünre,  rolgebd* -.  Die  flall«  wurde  üher  die  FUnu»e 
Ihb  Wklm^lailHRigi«  gthiillva,  und  wenn  lie  hei»« geworden,  inll  «lueu 
ÜMt  A(l«kn|i  «erirbeu;  der  t'eherxuf;,  welchen  dm  >etimeUende  K^li 
■I  Im  Flailn  hildele,  wurde  l~2  Miuulen  bo;  In  Flu»  erlialKo  und 
m  rUUa  d,.ni>  tat  ForU(lM<rnDB  de<  Aeirkall«  4  —  6  Mlnulen  laug  >n  Wae- 
Vfrilalleu.  aN(.il.weukl  n..d  elwa  eine  Minale  lau;  in  hellte»  Vllrl- 
41t  leiasehl  :  an»  die.rm  HUrde  rs  in  lleiillllirK'i  Wauer  gehtacUl,  and 
m  BairerOBDi;  der  kirten  ."i-iirm  lon  Siiure  lü— IS  Minulea  linj  darin 
plavra,  Wroji  r.  .Imn  in  ,„1  i;pm.-ti^  von  gauFrelofl'  und  Wa»eri>lalT  {c- 
«aabl  wurde,    br,;:,...,  dir   \r:v.„i;.mz  angl<'i.:U  und    Klx-ill   r*»b    fori  i    die 

lM>  elti.  nio.r  Wirkung  ku.mle  uuch  II*lie1>en  wjederbull  und  »0  dat 
iltLtDiuai  dir  Er.chcinunit  aiinc  Hülfo  einer  VolUiichen  Ral- 
arhl  werden."  —  Su  well  Fl  radaj,  deoen  Ver- 
ürr  für  HnC  n*ue  (lon  der  ileklclacUen  ier9.:1>iedcne) 
Jie  Krafi,  wenn  wirklich  durch  Behaiidluni:  mll  lirU- 
MI  ««tfhatt  nnd  l.elMom  Vlltiolol  Mo*  gereinigt  und  nichl  »nitldch  olek- 
l>|*«k  |*)idrn  ivi'id.o  wiire,  waa  i*  eellial  dem  ur>prüngli<:befl  Vertuclie 
OkllP»*lH*>'*  {:ciii;i<<  "lion  durch  die  dabei  an;ewaudie  Erkll/uuij  Re- 
dio  ftelniüungtlbeorie  1*1  n,  du»  dtt 
M,    -oiidcril   hciitr*   Viiiioliil,    deitei. 
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Nun  aber  schloss  ich  jene  Abhandlung  mit  folgenden  Worten: 

„Ich  bezeichnete  lediglich  die  Experimente ,  nelche  ansnstellen 
wären,  um  jüngere  Mlirmer  einzuladen  zur  Ausführung  derselben.  MfSr 
nen  verewigten  Freund  Ritter  wollte  ich  gleichsam  redend  eioGihrM, 


Einwirkung  der  einer  positiven  El  ektrisirung  gleichbedeutend,  immtr 
xnlctzt  angewandt  werden  inuss.  Ycrsucke  anderer  Art  zur  weitern  AnfkÜ- 
rnni;  dieser  (mit  den  schon  im  Jahrb.  der  Chemie  nnd  Thysik  1931.  B.  0S. 
S.  97&  —  380.  bcHprocheneu  nahe  xnAammenh äugenden)  Erscheinnngen  sind 
cnsammcngei;tcllt  in  einer  bei  der  VerNanimlun«;  der  Nalurrorsrher  in  Strand- 
burg im  Jahr  1842  von  mir  gcschrlvbcnen  AbhHudliius.  Die  BedeutMimkcit 
des  Conlacts  der  am  positiven  oder  ne;;ativen  Pole  sich  anhfturenden  (d.  k. 
liydroelcktrisch  negiiliven  oder  positiven)  Körper  für  clektriachc  Loduag 
wurde  auch  dadurch  dargpihtin,  dass  (worauf  meines  Wissens  zuvor  oo<^ 
niemand  anrmrrkft«m  war)  eine  Platinkelle,  durcli  elektrische  Ladung  nMk 
Ritt  er 's  Weise  dargestellt,  im  Conlacte  mit  Knallluft  sich  polarlsch 
umkehrt.  ZugUich  wurde  nacligewiescn ,  dass  Hydrogen  es  ist,  welche« 
durch  seine  Wirkung  auf  positiv  an  der  Yoltaischen  SSulc  geladeneft  Plnt!« 
diese  Umkehrung  bewirkt  (zuweilen  sogar  unter  den  dort  erwKhnteii  krampf- 
haften Zuckungen  der  Magnetnadel  im  Multiplicator).  Ich  sage  „puailiv  am 
der  Voltai seilen  däulc  geladenes  Platin**,  weil  die  Umkelirang  der  La- 
dunßskeiie  durch  Einwirkung  des  Hydrogens  nicht  so  leicht  erfolgt ,  weaa 
das  Platin  durch  Erhitzung  —  nacli  der  ursprünglichen  Weise  DAbc» 
reiner's  — •  positiv  geladen  wurde.  —  Zugleich  zeigte  ich,  dass  positiv  gela- 
denes Platin  auch  reines  Hydrogen,  und  negativ  geladenes  auch  reines  Oxy- 
gen  in  Wasser  Terwandle,  wobei  allerdings  eine  hydroelektrische  Kelle 
einwirken  mag,  die  aber  anders  aufzufassen  ist,  als  unter  der  Form  einer 
Kette  aus  swei  Flüssigkeiten  in  Contact  mit  einem  Metall.  Denn  diese  Auf- 
fassnngsweise  kann  nnr  so  lange  gellen,  als  feuchtes  Platin  in  der  c.  B. 
halb  mit  Hydrogen  erfüllten  Rühre  th  eil  weise  sowohl  mit  Hydrogen  als 
mit  >V«aser  in  Coninct  ist.  Jedoch  die  Verminderung  der  Knalllnft  darck 
positiv  (oder  auch  ne»oliv)  pclndencs  Plalin  dauert  fort,  auch  wenn  Plalia 
ganz  von  W^nsücr  bedcrkl  i»!  (wie  ich  diess  oft  gcscbn,  da  ich  den  inlvres- 
snnlfn  FarndayUcheu  Ternuch  sogleich  zum  Collpgicnvernuche  gemacht) ;  und 
dasselbe  findet  statt,  Mcnn  anstatt  Knallluft  reines  Hydrogen  oder  reiats 
Oxygcn  angewandt  wird,  nur  dass  alsdann  die  W^irkung  viel  langsamer  er- 
folgt. Wenn  also  aucii  das  vom  Wasser  Terschlucktc  Oxygen  und  Hydro- 
gen im  Conlacte  mit  Platin  sich  in  Walser  verwandelt:  so  ist  die  wirk- 
same elektrische  Keile  in  den  Elemenlarihcileu  des  Platins  selbst  zu  suchea« 
wie  ich  die  Ladung.Hersthoinung  slels  anfgefnsst.  Das  am  positiven  Pol  ge- 
ladene Platin  eritcheint,  verglicben  mit  der  gewöhnlichen  Yoltaischen  Kette, 
als  eine  Kelle,  worin  die  positiven  (dem  Zink  analog  wirkenden)  krTslall- 
eleklrischen  Pole  geschwächt  und  zum  Theil  ganz  nntcrdriickl ,  nnd  daffir 
die  negativen  Pole  um  so  mehr  cchoben  sind.  Da  nun  Wenig  Zink  viel 
Kupfer  in  Aclion  sei/en  kann,  und  diese  Kette  viel  kräftiger  wirkt,  als 
wenn  Zink  und  Kupfer  deich  eross  sind,  ndcr  Zink  die  relativ  grössere 
Aubdehnuni;  hat  (wie  ich  durch  die  in  Briefen  an  Ritter  beschriebenen  gal- 
vanischen Combinationen  narUgcwiescD):  so  begreift  man,  warum  auch  hei 
den  Ladungsphanonicnen  der  analoge  Kall  eintrllt  und  das  positiv  geladene 
Plalin  in  dem  vorhin  an*Joführtcn  Faradavisrhcn  Versuche  sliirker  auf  Knall- 
Infr  wirkt  als  negativ  geladenem  Platin.  Was  aber  die  Einwirkung  des  ge- 
ladenen Pialins  auf  reines  Hydroccn  nnd  reinen  Oxygen  anlangt:  so  vrerdeit 
die  von  mir  im  Jahr  1842  darüber  publicirlcn  Beobachtungen  bestStigl  durch 
die  im  Jahr  1845  mii^eihcilten  Beobacbtungen  von  Smec  (s.  p Kilos. 
Mauaz.  Ser.  III.  Vol.  XX Y.  S.  434.  übers,  in  Po gge nd.  Annal.  1895. 
N.  7.  oder  B.  65.  S.  470.).  Smoe  nömlich  brachte  Plalinstreifen,  woran 
Platiuschwautm  angescliweisst  war  (wobei  sie  üJTenbar  durch  Erhitzung  posi- 
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ciren  eestellten  EinrichtuDg  unserer  Universitäten.  Weil  man  auf 
deatscnen  Akademien  nur  bei  anatomischen  Theatern,  nicht  aber, 
(wie  in  Frankreich  uml  England)  auch  in  chemischen  Laboratoneo 
und  physikalischen  (abineten  flirmlich  angestellte  Prfiparatoran 
kennt:  so  war  auch  Ritter,  gleich  den  meisten  deutschen  Profes- 
soren der  Physik  und  Chemie,  darauf  angewiesen,  vorzugswd«» 
im  Kopfe,  d.  h.  theoretisch  zu  experimentiren ,  während  er  bei 

Praktischer  Ausführung,  isolirt  stehend,  gewöhnlich  mit  den  ersten 
chritten  zum  Ziele  sich  begnügen  musste.'^ 

Schluss' Anmerkung.  Es  sei  mir  vergönnt,  tutn  Schbute 
der  Abhandlung  noch  einen  Blick  zu  werfen  auf  die  Einleihmg 
zu  derselben.  Es  war  dort  sogleich  auf  der  ersten  Seite  wm 
dreierlei  Anwendungen  der  fortschreitenden  Noiarwissensekefi 


0     (A) 
1,78  2,35 


io)    ff 
0,78  23. 


Man  sieht,  wie  anomal  die  Zerlegung  in  jedem  Glase  ist,  da  in  dem  OLuf, 
worein  der  Oxygenpol  der  Säulo  geleilct  wurde,  1,78.2  =:  3,56,  aUo  sn 
Tiel  O  xygen  erhallcn^wurdc  in  Yergleichung  mit  2,35  Hydrogen.  Im  xwci- 
ton  Glas  aber,  worein  der  Hydrogcnpol  der  Saale  geleitet  wurde,  iat  z« 
wenig  OxyRen.  Es  ist  nämlich  0,78.2=  1,56;  also  zu  wenig  Oxyctm 
in  Yergleichung  mit  2Jd  Hydrogen.  Aber  es  ist  2(P'-\-o')=-ff'+k\  nimllcll 
1»78 4-0,78=2,56  Oxygeu,  und  2,35+2,8=5,15  Hydrogen;  und  2,56.2 
=  5,12,  was  genau  (bis  auf  0,03)  stimmt. 

Bei  einem  andern  Versuch  nicht  mit  combinirlen  Platintlreifeu  uad 
Drehten  angestellt ,  sondern  allein  mit  Platiudrähten,  aber  "von  Terschiedencm 
Durchmesser  (indem  (7  =  0,7»"»,  A  =  0  =  0,5"ii"  und  /f=l"*»  im  Dnreh- 
messer  betrag),  und  wo  in  destillirtes  Wasser,  das  mit  Schwefelainrc  unge- 
säuert war,  die  Drähte  geleitet  wurden,  betrug 


0     h 
18,5  35 


O     ff 
15  32,5. 


Auch  hier  ist  in  einem  der  beiden  durch  den  Platindraht  An  (^ou  0,l 
Durchmesser)  verbundenen  Gläser  des  Oxygcns  zu  viel  in  Vergleiehong  mit 
dem  Hydrogen  (indem  2.18,5  =  37,  wahrend  nur  35  erhalten  wurden).  Li 
dem  andern  Glas  aber  betrug  das  Ozygen  zu  wenig,  da  2.15  =  30,  wlhreBd 
324»  Hydrogen  erhallen  wurde.  Jedoch  2(0* \o')-=^h' \ff*  wenij^itlens  xiemliek 
genau;    da  ]8,5-|- 15  =  33,5  und  35 -|- 32,5  =  67,5 ;    aber  2.33,5  =  67. 

Grösser  werden  n.tlürlich  die  Anomalien,  sobald  Chlor  mit  in»  Spiel 
komm! ,  nMniUch  wenn  Kochsalz  lialtendes  Wasser  angewandt  wird.  Und  de 
noch  so  viele  andere  Ncbönrücksichten  iti  Relrdchlung  kommen,  so  hSlIe  ioh 
längst  gc wünsch t ,  einen  jungen  Mann  zu  einer  grossem  Arbeit  über  dieaea. 
Geeensiand  anregen  rn  können.  Oegenwänig  ilieile  ich  diese  isolirt  ateheap 
den  schon  vor  länger  alt  zclin  Jaliren  angestellten  Versuche  blos  darum  mit« 
weil  aai-h  andere  Anomalien  bei  der  Ucberführung  der  Körper  von  einem 
hole  zum  andern  zur  Sprache  kamen  (s.  die  Abhandl.  von  Dante  11  und 
Miller  über  die  Elekiroljse  secundärer  Verbindungen  in  den  Phil.  Traua- 
act.  1844  übers,  in  Poggeiid.  Annal.  U.  64.  S.  18.)  und  weil  bei  der 
elektrischen  Telegraphie  die  grosse  Wirknamkeit  der  feuchten  Leiter  in  mei- 
lenlanger Ausdehnung  (durch  welche  momentane  Uebergänge  des  Hydrogeoa 
und  Oxygens  von  einem  Pol  zum  andern,  oder  momentan  sich  forlpflaa- 
zonde  chemische  Zersetzungen  erfolgen  mussten)  zu  neuen  IJuteranchungcu 
über  gewisse  aU  längst  entschieden  betrachtete  Gegenstände  uns  aufrufen. 


I  JiiRedt,  utiirr  ilenm  die  zur  Attf/elärung  der  Dunlielheit 

\in  AHrrlhmiu,    obwohl  taleht  r/enaiml,    dovh  /teinesuifget  lirn 

w  tibtnt  HoMtf  rlmiimml.     Priifu-n' einer  solchen  Anwendunii  i/ulten 

I  üe  mir»    l/anplabtrhriilU  der  rorliri/enden  Ab  handlang ;    und 

I  tiüigte  lieh,  iliiu  auf  diettm    Wege  die  Nalurmi»t»ichaft,  in- 

ie  un»  die  atterthümlirhe  Kuüit  und  Poeiie  von  einer  ueueH 

'•e/gl.    :u<ilfir.h  einfltarreirk    auf  neuere  Kunst    und  Poetle 

•  Jtirnn.  —  IVur   einen  teehniucnen    Gewinn  tear  mmi  /tisher 

r  fortxrhri-itcndcn  Nalarwiuensehaß  in  encarlen. 

f  ilietpx  leehtiisrhe  Oehiet  führte  mit  der  Anhang  tu 

ihandlung.     Ihirun  alirr,  wie  im  Geitle  forUvhreiteitder 

ttmcha/'t   und   durch  die   von   ikr    äargebalenen    neuen 

'  nicht  fdnt   dir  Medicia,    aondern    überhaupt  alle 

tSttsladien  einen  neuen  Aufschwung  gewinnen  hbnn- 

I  tollte  Hurnebenbei  mit  einigen  Worten  in  der  Nute  3fl. 

T  fUde  sein.     Jedoch  tchon  'mei}ie  erste  Alihavdlunn  über  Vt' 

•kirMte  der  Phiftik  und  den  Zusammenhang  det  Iieidenthums 

titter  rorhittoritchim  Natunritteiitc/iaft  (welche  im  Jahrb.  d. 

Ort..  ».  Pkyt.  e»»  1821.  d.  g.  K.  B.31  S.  iSi-iÜi.  abgedruckt 

M  um/  im  ZusauimenhanifC  steht  mit  dem.    was   in  rortieqeafler 

AUmmdlung  in  Ao(f  15.  il.  20.  2S.  zur  Sprav.he  kam)  führte  so- 

'  ':A  nuf  iietichttpimAle  hin,   wie    sie  gegenwärtig  von  der  in 

Aff/r  ^1.  er«>Untea    Edinburgher  medicinischen  Mit- 

itittonitalt  ins  Auge  gefasst  werden.       Und   eben    darin   lug 

tt  grvtte    Ermunteruiig    iur    Forfietiung  jener    Studien    über 

'hgetehirhie  der  Physik,  welche,  du  sie  den  Schlüssel  lur 

fmbatischen    Hierngtyphe  darbot,  immer  umfangreicher  und 

miithemder  wtrrde ,  obwohl  ich  dumii  fast  ganz  itolert  stehn  blieb 

'fyt  iVofr  14-  u.  !».}  seit  einer  so  langen  Reihe  ron  Jahren.    Im- 

wrrhin  muij  man  sieh  eine  solche  hotirung,  welche  eortichtig  und 

tugleich  macht,   gefallen  lassen  bei  Iheorelischen  Diu- 

^—.     .    aber  bei  praitischen  (wie  sie  in  jener  an  einen  ursprünglirh 

rtibmiti' iscben  Plan  erinnernden  iVofe  32.  :ur  Sprache  kamen) 

'  tie  um  to  srhmertlir.her ,    betondrrt  wenn  man   erwägt,    dass 

m  dort  Angeführten  gemiist)  et  leichter  war  in  diesem  Leibnih- 

\tn  Sinne  auf  Peking  zu   wirke»,    als  dat  to  gam  nahe  tte- 

'dt  Ziel  :n  erreirlim.     Aut  Indien  brachte  iinJabr  IK)?  der 

wSrdtge  .Uitsianar  ßernhard   Schmid  eine  tchöne  inoloni- 

mI>*  SaiHmlmig  mit  filr  den  in  lelner  nächsten    Umgebung  unbe- 

dttrt  gebtirbrnrn   l.rilmitiianiscken    %'ercin.      In    demselben  Juhr 

1837  irar  die    Versummlung  deutscher  Naturfortcher    und  Aerste 

ag,    ifelrhr   Vi-ranlattung   gab  vna  dieser  schönen  nttindi- 

Sammlung  tu  tiirechen    und   im  Leibnilz'ischen  Geiste   die 

I  ien  tu  begrdssrn,  welche  tchon  damals  im 

.     - -   iur  Ausfähnin^  gelangen   toll.       Wirklich 

Hrdr  tngteich  damals  diett  zooloijttcne  Sammlung  benutil  lur 
'tttirhrrKug  det  Museums  in  lUen,  smcie  det  Vnirertitäts- 
ams  tit  /ialle  und  einet  Prifatkabinelt  in  Hamburg.  Dadurch 
^  \^  es  wenigstens  schnell  genug,  den  Sammler  m  Ostindien 
nf  eine  seine'  Erwartung  übertreffende  Weise  im  rnttchädigen. 
yielet  aber  itf  noch  übrig  (rtmugsweise  oslindische  flöget,  wrlche 
Irr  ausgf.rirhnetf  Chnilholog  IVititrh  noc/t  kuri  vor  seinem 
Tode  tutteinutisi-h  geordnet  und  bestimmt  hat,  wodurch  die  blas 
mU  itutischen    iViunnt    eerseke.ne    Sammlung  einen    riel  höhtren 
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Werih  erhietf).  Und  dieser  mehr  als  die  H&lffe  der  Sendtimg 
betragende  Veberrest  könnte^  wenn  ein  anaemessener  Verkmf 
qelinfft,  nun  wohl  der  Absicht  des  üebernringers  gemäs$  am 
besten  benutzt  werden  als  erstes  Samenkorn  zu  jenem  Reisesii* 
pendium^  wovon  in  Note  32.  die  Rede,  Wo  nicht ^  :  so  bietet 
sich  nkn  eine  andere  Gelegenheit  dar  im  Sinne  der  urspr&nglickBn 
Tendenz  jenes  Leibnitzianischen  Vereins^  für  welchen  die  Sammlung 
ans  Indien  ^mitgebracht  witrtte,  den  noch  vorhand-enen  qrösste» 
Theil  derselben  zu  benutzen.  Denn  offenbar  geziemt  es  sichj  mit* 
zuwhrhen  zur  Förderung  der  naturwissenschi^tlirhen,  namentUdi 
botanischen  Pflanzschnle  y  welche  der  nach  Ostindien  zurBckge'  , 
kehrte,  Dr.  theoL  Bernhard  Schmid  nun  selbst  anzulegen  im 
Degrifjf  ist.  Wie  begeistert  dieser  höchst  achtbare  Missionar  m  , 
führ  die  Idee  einer  wissenschaftlichen  Propaganda,  zeht 
sein  schöner  Brief,  welcher  aißgedruckt  ist  in  den  BläOem  £t 
Hamburger  Börsen  halle  1840.  N.  1825.  S,  442.  und  im  All- 
gemeinen  Anz.  d,  Deutschen  1840.  iV.  137.  ^.  1834^9  tram 
es  unter  andern  heisst:  ,ydie  Mönchsklöster  des  finstem  MiUd- 
alters  schlössen  das  Wenif/e  der  Reliaiosität  und  wissensekuttr 
liehen  Geistest/iätigkeity  das  noch  in  aer  Welt  exisürte,  in  siek 
ein  und  benutzten' es  zu  ihrem  Privatffortheile ;  —  will  Deuisek- 
iand  seine  Universitäten  jenen  Mönchsklöstern  ähnlich 
machen,  allen  Nutzen,  den  diese  Hochschulen  schaffen,  nur 
für  sich  behalten  und  nur  so  viele  Strahlen  des  Lichts  der  WeU 
znsenden,  als  gegen  ihren  Willen  ihren  Grenzen  enischläpfenf*''^ 
Und  dass  Indien  am  seinem  Munde  zu  uns  spricht,  zeigen  seine 
vieljährigen  in  Indien  gemach  teti  Erfahrungen  und  Beobaektum' 
gen,    von  denen  er  eine  Probe  den  in  Nürnberg  versammeUem 


^^)  Es  liegt  nSmlioh  Yielleicht  im  Finne  der  Berlioer  UnlTertillt,  dit 
Suche  gegenwärtig  in  einer  Periode  iheologiaclier  Wirren  noch  eine  Zeil 
lang  nilin  «u  Imisen.  Wenigstens  ist  bis  jelxt  noch  keine  anf  diese  Ange- 
legenheit sich  heniehende  Pulilicalion  erfoU;t,  und  ich  seihst  ureiM  devoft 
nicht  mehr,  als  was  ich  im  Jahr  1843  in  der  Vorrede  der  Dcnksdiritl  snr 
Säe ular Feier  der  Universität  Erlangen  als  acleomlssiiten  Auszug  abdrncktn 
lies».  Da  kürzlich  in  I1il2ig*s  Annalen  der  Crimlnalrechtspflege,  fortgee. 
von  Schietler,  die  den  Tod  meines  Brnders ,  der  als  Opfer  seiner  Wi^tmm^ 
Schaft  gefallen,  betrciTenden  Actenstiicke  abgeiknrkl  wurden  (im  Maihefl  ISML 
B.  34.  S.  1&2— 185.):  so  schien  es  zwerkmÄM>i^,  diesen  Aktenslucken  anck 
das  TortrefllichK  Ministerialrescriiit  vom  24.  Nov.  1822  anzureihen,  vrelchei 
auf  jenen  an  seinem  Grabe  gestifteten  lielbnitrianischen  Verein  sich  htsofc« 
Nachdem  die  Königliche  Oenehmisnng  jenes  Vereins  milgetheilt  wer,  heUet 
es  zum  Schlüsse:  ,,nm  diesem  Verein  auch  einen  fortdauernden  Beweis  iki- 
riger  Thzilnahme  zu  ^ben«  wird  das  Ministerium  für  denselben  einen  eng«- 
messenen  jährlichen  Beitrag  auszuwirken  suchen,  muss  sich  aber  den  dct- 
faUsigen  definitiven  Beschluss  bis  auf  weiteres  vorbehalten.*'  Unter  ditseB 
Umständen  fügt  die  Redaction  jener  Annalen  folf'ende  Bemorknog  bti: 
„Alles  kommt  hier  auf  Publicität  an;  und  auch  die  Red.  d.  Bl.  bieicl, 
obwohl  die»s  nicht  direct  juridinche  Interessen  berührt,  zu  diesem  Ezcuree 
gern  die  Ilaud,  besonders  da  mau  bis  jetzt  die  Sache  Mos  in  der  Torrede 
der  Denkschrift  zur  SäcnlarTeier  der  Universität  Erian^^en  Im 
August  1843  erwähnt  findpi,  whhrcnd  von  Berlin  aus  hierüber  noch  nichts 
publicirt  wurde.  Es  ist  zü  wünsrhcii,  dans  die  vor.^|)rochene  vollslXit- 
dipc  Publicaiion  der  hierauf  Mich  I>ezie  (londcu  Acten  Stücke  In 
einem  vielgclesenen  Journal  erschciueit  möge«** 


.,  _     fillhcUte.     (S.  Dentrtekr.   :kp  Sümlarfi-ieT  th-r    Vin- 

Mnnitßt  Krfatn/fn    S.  *7.).      GenettwHrlii/    tehriro    mir    titrrsfl/ie 

Erna  OHaramaa»/  (auf  dfmBtaufiebirt/e  Indient)  am  l.  Jiit.  IHK» 

%tm  Hinem  l'lanr .   i/ort   rln   tcütenscJt'aßlivhes  Stminar  pir  im*- 

nItUmtjHMffc  hopiimffsvolle  fntUer  unter  feneii  Berrjfteuiahnnu 


_    'ntlfu.  und  tianvntticA  auch  iftup  fiataniichen  Studie»  sw 

Brifhrnnn  ;«  (ifwulzcn.    „Ich  habe",  führt  er  fort,  „mrinm 

■^...^.  if.. ,....! I....  li.    11-.-..I..     Vcrfaster  des  l^wlro- 


vtleut  Mehiitien  Biiliiviki .   __ ., , 

mt-'hrar  Prnintiilar  Inditir  Orientafh  und  anderer  Werte. 
^rf"" '"'''  '^'"^  Belhiilf^  rrrnjiricht.    Kr  iitjetU  nieht  teiit  ton 
^"^mbatnnr  nngestrlll-  .Vier  mÜ  dienen  Aimichlrn  und  Pla- 
ttJfc hitt noch  »fehl  Aermrtrrrtfn.  iBfnif/ttr»i  mr/ilunler  den 
^;   sie  lefinirn   auf  mich  mit  Mitleiden  uL\   uu/' t'ineu 
%tiftllehrii    Srhirtirmer    efieii  xo    hinhllc/.rn ,  »ff?  m 
'rf  mmehtr  atif  micA  ah  mif  einen  reHfiiliien  JSckwär- 
^,  (dlcil  haben  mai/.     Diesex  ut  errichtende  Seininnr  muts 
ttrh    Viifrrttllbnnti   dentavhiT   visienurhafllirher  M&vner 
k  foTtifeßkrl  werden,    wßhrend  die  Erhattuna  der  drei 
tchm  and  einer  llindottaniichen  Schule  /Ut   Mohamedn- 
r  wfd  andere  Aiiti/uben  ron  den.  Engländern  Oeitriften  reerden." 
•n  Sotauil-.'m  iti Herr  l>r,  theo/.  Srhmid  rortheilhaft  bekannt 
rrA  »eine   friiherett  Sendunijen    efren    pon  diesem    oilindiichen 
pmufrtiirifr   aui  an  den  r«  /riih  rereicitjten   Professor   Zenker 
»  /rwM,    der  mehreret  davon  pnbUcirte.      Dttreh    Hhnliehe  Sen- 
IMQV»  wirft  er  denm  Ersnti  t/ehen,    wtlehe  ff&nettft  sind,    seine 
m  Arnttattd  und  dein    Vaterfandv  nufleieh  nhtiUe/ieH  Besircbun- 
-I  nt  fordern.     .SVAr  aern  erbiete  ich  mich,    die  ZusendunutH 
i  U«  tu  rermitlel»  duTLh  Anynhe  des  von   ihm  mir  brieflich 
'"•'-'melm  antfemeasenen    Weges  dazu,    Alan  sieht  übrigens  dem 
I  t/eniüss  ohne  mein  Erinnern,   dau    blas  theohqitcke 
tU,  vehke  durch  EigenieilUgkeii  im  der  Wahl  der  Mit- 
tele die  Errrii-tung  desselben  ersehleert,  jenem  im  Leih- 
'  Sitnte  hetpündelen    Vereine    (tcoron  in    iVofp  33,  die 
f  tngBnstIg  sein  kann.      Waa  darüber  uvf  Aiatortiehem 
)Ale  IM  sagen,    habe  ich  darf/elegt  in  der  am  31.  Octa- 
Jtittllenen  nnd  auch  in   besoni/eren  AbdrücAeH  erschte- 
SmvHrationxrede  des  flaJlischen  Vnitersitätsgebüudes  .,de 
Hnaicis  Acadrmiae    Fridrricianne   i'nde  ab    ejus 
t  pecutiari    t/vodam  moda     eximlaque    niaiornm 
mwttlfleenlin  eomntendatii."  ~    Neiierdinffs   aber    qab   mir 
Jffkmhrrt't  Spiegel  der  Natur  ftnelehes  Hneh  mit  liücksirht 
f  ^etuelben   unter  l*ru(eetirin    Seiner   Aiinit/tirhra  Hoheit  det 
'nien   ron   Boi/eni  stehenden    t'rn'in   -.iir   Irrfireilang  null- 
•eiinlnisse ,   riin    lerlekriii  xrliim  loihiii  die.   Hede  war,  ab- 
i$l)    ^nni    ipeeielle    yrranlosxHiii/ ,    mich    über   gewisse 
WttMpIfrmtj'en   unserer  Zeit  ininnsir^eehrn   (.'«  der  Allg.  IM. 
%U-  Mai  1  WH,  A'.  iC.I,  H.  im.) .  ,n>,l  ich  litte  besonders  die  dort  dar- 
^fegten   Zaklenreinltnle   -.ii   brachten,    da   deren   i)egenseitige 
WrTffteiehunff  allein   trho»  mifriifen  kam  '    '        '         '    '' 

R  3N  schenken .  %eas  in  jener  Sole  33. 


btiye  Aufmerlsn 
•  Sprache  kam 


nkeit 


IS6 


Velber  einen  Satz  Yon  dem  drelaxl 
ElUpsold,  Yon  welchem  die  Omnd 
mel  der  sphärischen  Trigronometrl« 

besonderer  Fall  ist. 

Von 

de«  Herausgeber. 


Die  Fonnelo  der  sphärischen  TrigoDometrie  anf  das  allg 
dreiaxige  EUipsoid,  von  weichem  die  Kusei  ein  besonder 
ist»  zu  erweitern,  ist  mit  mehrfachen  Schwierigkeiten  ver 
Nach  verschiedeoen  derartigen  Versachen  ist  mir  jedoc 
solche  Erweiterung  für  jetzt  wenigstens  bei   der  Grundforn 

Sesammten  sphärischen  Trigonometrie»  welche  die  zwiscb 
rei  Seiten  und  einem  Winkel  des  sphärischen  Dreiecks 
findende  Relation  ausdruckt,  gelungen»  und  ich  erlaube  mir 
den  Satz  von  dem  dreiaxieen  EHipsoid»  zu  welchem  diese 
suchung  geführt  hat»  im  Folgenden  mitzutheilen»  weitere  B 
tungen  über  diesen  Gegenstand  einer  andern  Gelegenheit 
haltend.  Zugleich  enthält  das  Folgende ,  wie  es  mir  scheint 
wegen  seiner  Allgemeinheit  sehr  befriedigenden  analytischen  1 
der  Grundformel  der  sphärischen  Trigonometrie »  welcher  vi< 
für  die  Leser  des  Archivs  gleichfalls  von  einigem  Interesi 
dürfte»  da  er  im  Ganzen  auch  nur  wenige  VorKcnntnisse  i 
analytischen  Geometrie  —  bloss  einige  der  einfachsten  und  fc 
testen  Grund  formein  dieser  Wissenschaft  ~  in  Anspruch  n 


Die  Gleichung  einer  beliebigen  Fläche  in  Bezug  auf 
winklige  Coordinaten»  die  wir  in  dieser  Abhandlung  immi 
Grunde  legen  werden»  sei 

,        1)    u=Aj^.,V.^)  =  0 

und  (oTi^i;^)  sei  ein  beliebiger  Punkt  dieser  Fläche,   so  das 
wenn  wir.  der  Kürze  wegen 

•  • 

2)    iii=/*(^i,yi,2i) 
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MteD, 


3)  «i=/'(^i>yi»*i)=o 


iit  Bk  GlelchimgeB  der -durch  den  Punkt  (ari^iii)  geleeten  Nor- 

Mk  dieser  Fläche  sind   nach  den   PrincipieD    der  anaiytbchen 
fieanetrie 

^       8ui  Smi  &Ui   ' 


dxi  8y, 


Bh 


ÜMÜriicb  alle  Dlflerentialquotienien  partielle  Differentialquotien- 
IfiaiBd. 

bt  nuD  die  Fliehe  ein  dreiaxiges  Ellipsoid,  dessen  Gleichung 


>t,  M  Ut 


«iblgUcli- 


•>  -=(f)*+(o'+er-. 


^  Bu_2x      Bu_2j[      3w_2i 
^^  aar—««'    S^""6*'     SJ—c*' 


Abo  sind  die  Gleichungen  der  durch  den  Punkt  (oriy^Zi)  des  EUip- 
•iUs,  filr  wakhen 

HgdhtDden  Normale  des  Ellipsoids: 


9) 


a«  6« 


Z  — Zi 


10)  a»{i-j)=fi«a-J)=c«a-^). 


11)  ^(*-*i)=||(y-vi)=^(,-.,). 


j8lid  letzt  (arisna^)»  (ar2^2^>  (^z9bH)  drei  Punkte   des  EUip- 
^1  «nd  folglich 
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">  i  (?)■+  (?)'+  (?)=•• 

SO  sind  nach  dem  Vorhergehenden 


^      .^ 


13)    <     £«  2?       >.^  ' 

^3  ^3  :^ 

«2  6«  c* 

die  Gleichungen  der  diesen  Punhten  ebtsj^rechenden  Normalen  des 
EUipsoids.  ^  j 

Wir  wollen  jetzt  durch  die  dem  Punkte  (^i^iZi)  entsprechoide  . 
Normale  und  durch  den  Punkt  (Xf^^^  eine  Ebene  legen«  und  ans 
in  dieser  Ebene  durch  den  Punkt  {xifftZi)  eine  auf  der  demselbea 
entsprechenden  Normale  senkrecht  stehende  gerade  Linie  gezoMO 
denken.  •  Die  Gleichungen  dieser  Ebene  und  qieser  geraden  Linie 
seien  respective  ^  I 

14)    AiX+Biy^C\x+Jk=0 

und 

Weil  die  durch  die  Gleichung  14)  charakterisirte  Ebene  durch 
die  Punkte  {xiyiZy)  und  {x^^t^)  geht,  so  haben  wir  nach  14)  die 
Gleichungen 

Mi(^-:ri)+Äx(,y-y,)+Ci(2-ii)=0, 
f  Ji(^-Ä^+Ä,(y--ya)+Ci(x^:i)s=0; 
und 

17)    ^i(a:i-a:i)  +  A(y*-y«)+Ci (^1-^=0. 

Weil  ferner  iMe  durch  die  Gleichung  14)  oder  durch  die  Gleichuog 
16)  charakterisirte  ^bene  durch  die  dem  Punkte  (^i^tXt)  ent« 
sprechende  Normale  des  EUipsoids  geht,  und  diese  NonnaiQ  also 
ganz  in  der  in  Rede  stehenden  Ebene  li^»  so  eriialte«  wir  — 


100 

ersten  Systeme  der  Gleichungen  13)  und  der  ersten  der  bei- 
den Gleichnngen  16)  auf  der  Stelle  die  Gleichung 

18)  .<,  3+^5+^^=0 

Weil  aber  auch   die    durch    die  Gleichungen   15)  charakteri- 
sirte   gerade  Linie   ganz  in   der   durch   die   Gleichung  14)   oder 
•  dvrcli  die  Gleichungen  16)  charakterisirten  Ebene  liegt ,  so  erhal- 
len wir  ans  den  Gleichnngen  15)  und  der  ersten  der'  beiden  Glei- 
dsngen  16)  die  Gleichong 

19)  ^jFi  +  fiiGi  +  CiÄ^i=0. 

Weil  endlich  die  durch  die  Gleichungen  15)  charakterisirte  gerade 
Linie  auf  der  dem  Punkte,  (^i^i^t)  entsprechenden  Normale  des 
Eilipsoids  senkrecht  steht,  so  erhalten  wir  nach  den  Principien 
der  analytischen  Geometrie  aus  dem  ersten  Systeme  der  Gleicnun- 
gcn  13)  and  den  Gleichungen  15)  die  Gleichung 

Vi  £l' 

Xi      t.i        3Ci     tx 


20)  3'i+?iGx+^/r,=o. 


.  » 

i  Ans  den  dreiCUeichungen  IT),  18),  10),  nämlich  aus  den  drei 

I    Cileichangen 

(d?l  -  jr,)^4  +  (yi— ya)i^+(z4— 2j)Ci=0, 

«eilen  wir  ntin  die  dr^i  CtrOssen  Jj ,  £i ,  C^  eliminiren.    Zu  dem 
Ende  multipiiciren  wir  diese  drei  Gleichungen  nach  jder  Reihe  mit 

(i,  — *a)  ©l-r  (sü  -  jr«)Ä, , 

'  (»i-y^li-C*!-*.)^. 

« 

■i  addiren  sie  dann  au  einander;   so  erhalten  wir  nach  leichter 
isriwiTOg  anerst  die  Gleichung 


•  •••♦ 


.♦l 


N 


IM 

((^-H)Ct-(y,-^J5fi)|i 

+(yi-y2)(p»i-^Gi) 

und  hieraus  ferner  die  Gleichung 

+l(«i  -j*) Ji  - («1  -^«)^l  G,  ^  =  0. 

Weil  non  aber  nach  20) 

ist,    so  ist,    wenn  man   aus  diesen  beiden  Gleichungen  nach 
Reihe  die  Grossen  Bx,  Gif  F^  eliminirt»  wie  man  leicht  fii 


'  p((yi-y4)?i-(*.-^)g) 

— ^  ((*i  -  ^2)  ä»  ~  ^^»  ~^*)  ^^ 
J((yi-y^^i^(*A-:«a)?4)  ) 

-  5  ((^.  -  :ra)  f^  -  (yi -y»)  3-)) 


\ 


-.)^-f„^)((?.)'+(&)><>.-=.)Sä''-.j^o, 

•.-'^((S)'+(?.)><».-»«>S#-<"-=«'S?«|«' 

Mti  kann  also  offcDbar- 

=  -('.-^)afH(y.-i^^((S)V(^j)^(t^^. 

n^  IL.  11 


24) 


1S2 

23)     j  G,=(y,-ff,)((fi)V(^)')-(t,-%)^.-(^t-*j5| 
setzen.     A.uch  ist 

-;!l(»i-»jf^+(»i-»)|!+(=.-'i)^S. 

«.=  <».-»jK&)'+(l')'+(?)'i 
».=  (-'^K?)"+(l')"+(?)'i 

und  folglich 

also 

Verbinden  wir  aber  den  Punkt  (^x^i^)  ^^f  ganz  Sholiche  A 
mit  dem  Punkte  (^8^323)5  wie  wir  Denselben  vorher  mit  dfl 
Punkte  (ar^yt^  verbunden  haben,  und  bezeichnen  dann  die  A 
vorher  durch  Fj,  Gi,  Hi  bezeichneten  Grössen  entsprechendt 
Grossen  durch  Fi',   61  ,  Hi';    so  ist 


1<3 


/  «•=  (-.-.)i(:-!)-+(^)-+(ä)-, 


■i 

1 


26) 


».'=  <=.-.)l(s)"+(s)"+(&)"l 

-^t(^,-a-,)-3+(j,,-y,)^+(--|-2,)^| 
27)    Fi'«  +  Gi'«+Wi'* 

Am  24)  und  26)  erhSit  man  aber 

+  (yi-ya)gKn-H)Jl 
(S)' '  ^'»-^«^  9  +(yi-»»)  ^ +(^1  -^  J !  i  (^1-^3)  f i 


11* 
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»■, 


+  Ö)'t(^i-^a)§+(y;i-ya)|-i)-(*»-^^lU*i-^)  § 


t 


also,  wie  leicht  erheilet: 

28)    F>i'  +  ^iGi*  +  #,A/i'  ■  ^ 

+  (z,— *a)(ri— *i)J- 

Von  dem  Anfange  der  Coordinaten  wollen  wir  uns  jetzt  an  die 
Punkte 

C'iyi-l)>    (^2!f2H)y   (^3^3^) 

des  Ellipsoids  respective  'die  igeraden  Linien    ; 
gezogen  denken^  und  die  von  "den  Linien 


I«5 


AnfiuigspHikte  der   Goordkiateii  als  ihrer  gemeinscbafttichen 
•ingescbloMeneii,  180^  nicht  übersteigenden  Winkel  res{>ec- 
tÜB  durch 

'j        ,  ,     «1?    «2».  ^3» 

Ce  Entfernangen  der  Punkte 

(^HV^*  (^3^323);   (^33^323)^  (^i^i-i);    (^lyi-i)»  (^2^222) 

TttB  einander  aber  respective  durch 

El,  E29  E3 

fkaeicboen ;    so  ist  nach  einem  bekannten  Satze  der  ebenen  Tri- 
imetrie 

£i« = Ä2»  +  «3«  -  2Ä2Ä3  cos  «1 , 

E2*  —  Ä8«  +  /?!*— 2R^Ri  cos  oa , 

jE^'zzä/«  +  Äa*— 2/?|/?aCosa3. 

einer  bekannten  Formel  der  analytischen  Geometrie,  ist  aber 

Ä3«=V+y3"+23" 


^•=(^2—^3)'  +  (»2  -ys)''  +  (218-23)% 

rArt  man  dies  in  die  obigen  Alisdrücke  von 

■ 

Ei^,E^\E^' 

9   so    erhält  man   nach  einigen  ganz  leichten.  Reductionen  die 
"        en 


^2*3  +  f^3  +  22^3  =  ^2^3  COS  Ofi  , 

^B^i  +  yzVi  +  2321  =  Rs^l  COS  «a, 
a^i^«+yiy2  +  2i22  =  ÄiÄ2Cosa3; 

denen  sich  schleich 

■ 

«"«»- Äa«, ' 

PAß«  —  ^»^g  +  yiy*±!i5 

cos  «51  _ jjr^^ 
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Durcb  den  Anfang  der  Coordinaten  wollen  wir  uns  jetzt  eine 
der  dem  Punkte  (^i^iii)  entsprechenden  Normale  des  fillipsoids   ' 

Sarallele  gerade  Linie  gelegt  aenken,    und   die  Coordinaten   mnes-  , 
er  beiden  Durchschnittspunkte  dieser  geraden  Linie  mit  der  ObcT'^ 
fläche  des  Ellipsoids  durch  |x,  971,  ti  bezeichnen;  so  sind  nach  13) 

30)    f=l.  =  l. 

a*      6«      c* 
oder 

*i  "^  yi  ""  ^ 

die  Gleichungen  dieser  geraden  Linie.  Die  Entfernung  des  Ponk- 
tes  i^ifiiii)  von  dem  Anfange  der  Coordinaten  sei  ^i ,  und  die  von 
den  Linien 

Pi>  ^i5    ^i>  Rz'y    Qi»  Äj 

an  dem  Anfangspunkte  der  Coordinaten  als  ihrer  gemeinschaftiicbeo 
Spitze  eingeschlossenen,  18Ü^  nicht  übersteigenden  Winkel  seien 
respective 

so  ist,  wenn  uir  die  Entfernungen  des  Punktes  (liiji^t)  von  den 
Punkten 

(^i^i^i)*  (^2^2^)*  f^ays^s)  i 

respective  durch 

bezeichnen,  nach  einem  bekannten,  schon  oben  angewandten  Satse   ^ 
der  ebenen  Trigonometrie 

^'i.i^Pi'  +  /?i*-2piÄiCosiVi,i, 
^^,2  =  Pi*  +  /?2'-2^iÄ2CosiVi„, 

und  folglich,  auf  ganz  ähnliche  Art  wie  oben: 

32)     ^cosiVi,a—  ^^ 

Weil  nun  aber  der  Punkt  (^ii^i^Si)  '^  ^^>^  durch  die  CrleHJiini* 
gen  30)  charakterisirten  geraden  Lmie  liegt;   so  bt  >:  f> 
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a'      6*      r« 


?i  Vi 

Ij  *1 


nd  folglich  nach  32) : 


co82V|,i  = ^ Ji , 

Xx      ,  yi      ,  2i 
33)  <  co8iVi^=? ^ ^^ — &, 

Xi  ,    «i  -  Ii 

cosJ!Vi,8  = ^ ti. 


Kach  den  Principien  der  analytischen  Geometrie  ist  aber 
also  nach  dem  OJiigen 

(SO 

•der 
(•IgUch  ist 


iadem  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,   jenachdem  Zi 

■id  ii  gleiche  oder  ungleiche  Vorzeichen  haben,  d.  n.  jenachdem 

Ae  Punkte  (xiyiZi)  und  (Ij^i^J  auf  einer  und  derselben  oder  auf 

pMlgegeDgesetzten  Seiten  der  Ebene  der  xv  liegen.     Nehmen  wir 

ho,  was  oleobar  verstattet  ist,  filr  diriiii)  immer  deojeoigeii  der 
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beiden  Durchschnittspunkte  der  durch  den  Anfans  der  Coor^ina* 
ten  mit  der  dem  Punkte  (oti^Zi)  entsprechenden  l^onnale  des  El* 
lipsoids  parallel  gelegten  geraden  Linie  mit  der  Oberfläche  des 
Ellipsoids,  welcher  mit  dem  Punkte  (^i^i^^i)  auf  einer  and  dersel* 
be^  Seite  der  Ebene  der  xy  liegt,  so  ist  '    * 

und  folglich  nach  33): 

■ 


« 

34)    /  co8iVj^  = 


COS  iV,  ,3 


"'^oy^m^&y 


von  welchen  drei  Form^hi  man  wegen  12).V]ie  erste  auch  unter  der 
einfacheren  Form 


35)    cos  N^n  = 


«.voy+(K>'+ö)" 


darstellen  kann. 

Nach  25)  ist  nun 


.    .    ..         I.    ■' 

also  nach  deni  Vorhergehenden,  wie  leicht  erhellen  vriTd:   • 


*i>a 
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Äx«  cosiVVi  (Fl«  +  Gl»  + //i«) 

1  Ä» 

f  ■ 
—  2  ^  (coao^ —cos  (Ni ,i  -4-  iVj  ^)) 

•  —2^(008  03  — cos  (iVi,i  +  iVi^) 

Auf  ganz  ähnliche  Art  ist  nach  27) 

Ä,*  cos  iVin' (F,'«  +  (?x"  + /y,'*) 

1     "  Ä 

=  —  jy^  ^   { sin  iV»,  .i  -  2  ^  (cos  «a — cos  iVi„  cos  JV,  ,3) 


}  ■   "1 


2 


-2^(cosorj-^cos(iVi,i— iVi,3)) 

—  2  ^(C0S02  ~C08(A^1,1  +  iV,,3)) 

Nach  28)  ist  aber 

:         1  .  ,  ,'  '     '  t 

'  -(^S^i+yajfi+'fl'ij' 


..^ 


Von   'l«m  Anranke 
zwei  den  beiden 
eiils)>rt>chentle  Ni 


ilcn  iiiiH  wollen  wir  uns  jeUt  J 
.  ^,:,)    auf  Hie  diesem    Punkt«  1 
Luii  Senkrechten,  deren  Gleichungen 


J— a-,_S— yi.    i  — ii 
F,'    ~    6','  -^T^ 

sind,  parallele  gerade  Linien  gesogen  denken,  deren  Gleichungen 
«lau 


und 

^-JL ' 

Tp—Gi'  —  Ii^ 

sind,  und  in  diesen  beiden  geraden  Linien  7.tvei  beliebige  darch 
die  Coordinaten  A, ,  K, ,  Z,  und  X,' ,  J',',  Z|' bestimmte  Punkte, 
deren  Entfernung  von  einander  durch  (Ei  bezeichnet  werden  mag, 
und  deren  Entfernungen  vom  Anfange  der  ('onrdinalen  respecÜT« 
Si  und  2ti'  »ein  sollen,  annehmen.  Bezeichnen  wir  nan  den  roa 
iKeeen  beiden  geraden  Linien  eingeschlossenen,  IW  nicht  ütter- 
^tsigenden  Winkel  durch  Aj ,  ao  \sl  bekanntlich 

«i»  =  Äi'+Ä,"— aK.Xi'eos  ^, , 

plso  nach  einem  bekaonten,  im  Obigen  schon  mehrfach  angewand- 
ten Satae  der  analytiscbeD  Geometrie: 


(A,  -  A,r  +  ( J'i  -  riT  +  (2i  -  2i')' 

^Sf  *•»■*  sogleich 

cosii^  = mt  ~'v  T — 

Ugf,   Nun  ist  aber  nach  dem  Vorhergehenden 


nd 


Fl      Gl     /#! 


ty—Gi'-Hi" 


■bo 


_^i. 


Xt  =  '^^Zi,  J'i  =  ir  ^i  «"»*'  J'i' = 5^, «,'.  Fl ' = 


//i 


6" 


'1     y  / 
1  ^1  < 


Folglich  ist 


cos 


Aber  bekanntlich 


mid  folgUch 


) 


iD  das  obere  oder  untere  Zeichen  nehmen  muss,  jenachdem 

3ti  und  Zi  gleiche  oder  ungleiche  Voiyeichen  haben,  d.  h.  jenach- 
dcfli  die  beiiien  von  dem  Anfange  der  Coordinaten  aus  gezogenen 
Mf«den  Linien  auf  einer  und  derselben  oder  auf  entgegengesetz- 
tai  Seiten  der  Ebene  der  xy  liegen.  Also  ist  nach  dem  Obigen 
■dt  derselben  Bedingung  wegen  des  Voneichens: 


98)    cos^i=i: 


Fj\'^tGiGl±H,H,' 


ff  ff '  \r(^i*+ gj' +g^(>V'+<i^V'-i-Ar/«/ 
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Ist  nun  HiHi    positiv,  d.  h.  haben  die  Grossen  Hi  und  H^ 
deiche  Vorzeichen,    so  ist  mit  derselben   Bedingung  «vegen  des 
Vorzeichens  wie  vorher: 

o7)    COS  i^i  =c  Ht  ^ 


V"(Fi*  +  C?i*  +  //i*)(/^\'-  +  Gl'»  +  iJk'^) 


Ist  dagegen  H^Hi'  negativ,  d.  h.  haben  die  Grössen  H^  und  H%! 
ungleiche  Vorzeichen,  so  ist  mit  derselben  Bedingung  w^gen  den 
Vorzeichens  wie  vorher: 

38)    co8^.=T  F.F^'^^  G,G,' ^JhHI 


Nach  dem  Obigen  ist  aber,  wie  man  leicht  findet: 

^^^Ri^  cos  iVi,i«  "  c^  ^^      Äi  cosiV,,/ 

Wenn  wir  nun  in  den' Ausdruck  von  cos^i  die  aus  dem  Obi' 
gen  sich  ergebenden  AusdrCicke  von 

und 

einfuhren,  so  erhalten  wir  Folgendes. 
Wenn  die  Grössen  Hi,  Ui*,    A.  i. 

/?i^cosiVi,i*      C"^        /?iCosJVi,i^' 

a^j  —H  Zi    -  __  /g3CosiVi,8 

/?,  •  cos  A^i,,  *  "^  c'"  ^^      Äi  cos  iVi,i  ^ ' 

oder,  was  Dasselbe  ist,  die  Grössen 

c 

h-^—  ^     ^^^    1,1  ^ip^  cos iVi,i  -  Ä, cos iv; ,3) 

I 

gleiche  Vorzeichen  haben,  so  ist  mit  derselben  Bestimmung  w^^  ' 
des  Vorzeichens  wie  xoAer 


■  •!• 


!      • « 


r 
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40)    coaAi  = 

snkNi,i^+^  •  ^  (coscfi  —  cosiVi,2CosiVi,8)  \ 

—         ^  (cos  «a  —  cos  iVi  ,8  cos  iVi  ,i ) 

_  ,  —         -^(cosaa  — cosiViJiJCosJVi^   , 

■  *^i 

i     [8iBA,a«-2j"-(cos«s-co8iVi,iC08iVi^)+(^)%lnA,^»])* 

R     R 

I   8iDiVi,i*+ j^.|^(cpsai  — cosiVi,2CosiVi,3)  \ 

--         ^  (cos a*  —  cos iVi,3  cos  Ni,i) 
Kl 


R 

—  ^  (cos  «3  —  COS  Ni,i  cos  iVj  ^) 


r(8iiiiVi„-^siniVi^«  -  2  ^  (cosa3  -  cos  (iV„i  -  N^^)  ],^  ^ 

/?  R 

fx [(siniVi,! - ^siniVi,3)*  ""  ^  S^  ^^^^ ofa — cos (iVi,i —^^1,3))  ] 

R     R 
siD  iVi,i  ^  -\"W"~ir  (cos  cfi  —  cos  iVi,2  cos  iV|,3) 

—         ^(coscf2-  cosiV,,3CosiVi,i) 

Kl 

R  ' 


C       [(8hr^l,i+^sin^l^«~  2^  (cosa3-cos(iVi,i+iV,^)]j  • 


i< 


[(siniVi,!  f  ^  siniVi,3)*-  2  ^  (cos  «^  -  cos  (iV^,!  +iVi,3))] 


41)  cosi4i=^  ! 

Äi  "siniVi,!  *  +  Äa/?3  (cosor^  — cosiV^^cos  iVjjj) 

—  /?!  /^(cosos  —  COSiVi^ßCOSiVi,!)'] 

'  \  —  Ri  R2  (c  OS  (Tj  —  COS  iVi  „  COS  iV,  ^) 


^C 


{iZ|>«iiiVi,|  •  --aÄiÄa(cosa3-co8iVi,iCosiVi^)+/^a'ß»n^iV^ 
Xjl^»  siniVia*  — 2ÄjiÄ8(cos«4-co«iVi,iCosiV|,8)+Äs*«in2Vi,j*) 
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(  /?!  •  siniV^,!  *  +  /?2  /?3  (cos  a,  —  cosiV^^cos JVi^) 

—  /?x  A3  (cos  02  -^  CO«  Ni  ,9  CO«  Ni  ,1) 


^  X{(Ri  8iniVi,i-Ä3siiiiVi,3)»-2ÄiÄ3(cosa2-.co8(iVi^-JV,^))J 

IÄi*«miVi,i*  -f  i22£3(cosa|  —  cosiVi.^cosiVi^)  ^  , 

—  Ri  7?3  (cos  «2  —  cös  iV^js  cos  iVj,j) 
—  RiR^ (cos «3  —  cos Ni^g  cos ^i9%)  J  ' 

^  ><i(/^lSln^^,l+/^38in^l,3)*~•2Äl/^3(cosc2--cos(^l,l+^l,»))^  -ä 

i 

Wenn  dagegen  die  Grössen  Hi,Hi\  d.  i.  ^ 

/?i*cosi\'i,i''       c' V         ÄiCosiVi,iJ'  ^ 

3?!  -  23  Zt    i^  i?8COsi>ri,3^, 

Ri''cosNi,i'      c»  V.^'^i?iCosiVi,,^'  fi 

oder,  was  Dasselbe  ist^  die  Grossen 

-1  -  *«  -  ''^'T^  («1  CO»  iV„i  -  Ä,  cos  JVj  ^ , 

h-h—        \i — -'  (^1  cos iVi,!  —  Äj cos i\i,3) 

ungleiche  Vorzeichen  haben,    so   ist  mit  derselben  Bestimraung 
wegen  des  Vorzeichens  wie  vorher: 

42)  cos^i  = 

R     R  ^ 

^  sin  Aj,i^  +  j^  •  TT- (ooeui  —  cosiV^^  cosiV,,,) 

—  n-  (cos  «2  —  co5iVi,3  cos  Nia). 

—  ^(cosa3  —  cosiV^,!  cos  7^1^) 


i  [siniVi^^— 2|^(cosa3— cosiVi,iCosiV|,2)+l  ^  )  «»n^i»«']J 


^i,iCosiV,,2)+(^gj  «in^i^'li 

i,icosiv„3)  +  C^)'»l«^i*•]( 


r 
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R        Km 

sinifi,]*  +  -j^  •  ^(coscfi— cosiVi^cosiVj,^) 

—  ^  (cos  0^  —  cos  iVj  ,3  cos  iVi  ,i) j 

—  j^  (cos  Og— cos  Ni,i  cos  Ni,^ 
[(«ioiVi-ji- J»iniV,^«-2^(cos«3-cos(iVi.i  -iVi^)]  1* 

8iniV|,|'  +^  •  jp(coscf,  —  cosiVi^cosiVVs) 

—  -^(cOSfifj  — C0SiVi,3C0SiVi,i) 


A. 


—  j^  (cos  03  ~  COS  Ni,i  cos  iVi^ 

[(sioiVi,,+^siDiVi^)«-2^(cos«3--cos(iVi.i+iV,^))])* 

X[(siniVi,i  +  ^«iniVi,3)^-2^(coscr^~cos(iV„i+iVi,3))]| 

oder 

43)    cos  Ai  = 

/?!  '  sin  iVj  ,1 »  +  R2R3  (cos  cfi  —  cosiVuj  cos  N^)  1 
— i?i /^s  (cos  02 — cos i\\,3  cos Ni,i)  > 

— /?!  /?2  (cos  €»3  —  cos  Nj  ^  COS  iVi  ,a)    1 


=T 


4/"    |Ä| "siniVi,! *-2Ä, /?a(cosa3-cosiVi,iCosiVi^)+Ä« ViniVi^«! 

^    ><rfi?l*8illiVi,i«-2/?iÄ3(C0Sait--C0SiVi,iC0SiVi,3)+Ä3«8iDiVi,8*) 

Äj  '  sin  iV,,!  *  +  ÄjÄj  (cos  «1  —  cos  Ni^  cos  iV^  ,3) 

— RiRi  (cos  «2  —  co8iVi,3  cos  Ni^i) 
—  RiR^icosa^  —  cos Ni,i  cosiV|,a) 

iT^^'^^sin^Ci-^r«^ 

^  Xj(/2i«iDiVi,i-Ä3sinJVi,3)»-2Äi/^3(cosaj-cos(iVi,i-i\ri,3))| 

Äi  *  sin  iVj,!  •'4-  ^2  ''^  (cos  «1  —  cos Ni  „  cos  iV)  ^)  % 
—  RiR^(cosa^ — cosA\,gC08iVi,|)   > 

^p_Vj —  /?!  /?a  (cos  «8  — cos  Ni  ,1  cos  iV^,,)    ) 

r  4/     K'^«lnJV,,i+Ä,8iDiV,,0='-2Ä7S;;(^a3--cos(iVi,,  +iVi„))f 
^  Xl(Ä,siiiiVi,i+Ä38in2V„3)«-2ÄiÄ8(coso;.-co8(iV„i+iV,^))} 
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Für  Ai=iW^,  also  cos^i=0,  ist  nach  dem  VMhergehenden : 
44)    0=Äi*8iniVi,i'  +  /22i?3(co8ai-co8/Vi«co8jr,,5) 

—  Hl  /?2  (cos  03 — cos  Ni  ,1  cos  Ni  ^ 
oder  '. 

46)       —  i?27?3C08ai   +  Äi7?3COS0f2  +  Äifi^COSfl^  " 

=  JBi  •  sin  Ni  ,1  •  —  R^Rs  cos  N^  ,2  cos  JVi  »3 

+  Ri  /?3  cos  iVi  ,1  cos  -ffi,3 
-f  i2^/?2CosiV|,i  cosiV^i^ 
=     /?!  •  —  /?a/?s  cosiVi^cosiViJs 

— Äi  cosiVi.iCÄjCosiVi,!— ii^cosiVi^— ÄjCOSiVi,,). 

Für  cr|=o^=ors=90^  wird  diese  Gleichung  "■ 

46)    JBi*siniVi,i*=— i?ijR2CosiVi,iCosiVi,a| 

—  RiRiCosNifiCosNif^ 

oder 

47)     /?i '  =       /?2Ä3  cos  Ni  ,2  COS  iVi  ,3 

—  /?i  cosiV,,i  (l?i  cosiVi,!  — /faCosiVi^— ÄjCOsiVijj). 

Besondere  Relationen  dieser  Art  würden  sich  aus  dem  Ohigeo 
noch  mehrere  ableiten  lassen,  wobei  wir  jedoch  jetzt  nicht  länger 
verweilen  wollen. 

Entwickelt  man 

sin  ^1  *  =  1  —  cos  Aily 

so  erhält  man  als  Zähler  von  sin^^^  ^10  Grosse 

Äi'Ä2*(8iniVi,i*sinA^i,2* — (cosa3  —  cosiVi,iCosiVi^)*} 
+  /?2*  /?8*t8iniVi^*siniVi,3*-— (cos»|— cosJVi^cosiVi,3)") 
+  Ä3*Äi'»{8iniVi,3»si'niVi,i«--(cQ8a2-cosiVi,3CosiVi,j«) 

i^jr     siniVi,i*(cosai  —  cosiVi,2CosiV,,3)  * 

■ — (coscr2--cosiVi  ,3CosiV2,i)(co8cr3— COS/Vj,!  CaB2V^,|);j 
r     sin  Ai,2'*  (cos  «2  —  cos  iVi,8  cos  Ni,i)  * 

j         L— (cosa3— cosiVi  ,LCOsiVi  ^^)(cosa|  ^cosiVi^cosi^i  ^, 

fr     sinA^i,3^(cosa3— IcosiVjjiCosiVi^  • 

\        L — (costti  — cosiVi  ^cosiVi  >s)(co8a^— coaiV]  »acosi^f«)^ 
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—  *«•  J^«{cos  tti  —  COS  (JVi^  +Ni,^]  Icos  «1  —  cos  (Ni^  —  iVi^)  | 

—  Ä|«Äl«tC08l%--C0S(iVi,3+iVi,i))(C08Oa  — C08(i\ri,,--JVi,i)) 

„  r       COS  CTi — COSOTaCOSOrs — cosiVi,2COsiVi,3  ~|' 

^  L— cosiVi  ,1  (costti  cosiV,  ,1— cosoaCosiVi  ^— cosoß  cosiVi  ,8)  J , 

IRtRmR  Ia'RA'    ^<^^'^~^®*<'3Cos«i  — cos-ZVi,8CodiVi,i  -|j 

3  \    ^1^ — cosiVi^(cosaaCosiVi^— coscfaCosiVijj— co8«|COsiVi,i)Jj 

'    |j  r*    cosaj  — coscf^cosoa  —  cosiVi,iC08iVi,2  ~|' 

,     ^L—  cos  iVi,3(cOßa3C08iVi ,8 COSCfi cosiVi ,1 — coso^cosiVi  ^ J^ 

Der  Nenner  von  sm^lt^  ist  ab^r  das  Quadrat  des  obigen  Nenners 
Ton  cosil^^  welchen  wir  hier  nicht  weiter  entwickeln  wollen. 

Wir  wollen  nun  annehmen,  dass  das  im  Obigen  betrachtete 
allgemeine  dreiaxige  EUipsoid  in  eine  mit  dem  Halbmesser  r  be- 
schriebene Kugel  übergehe«  und  dass  dann  die  Punkte  (.rj^^zt), 
(^^^^^(^iyzH)  Au^  ^cr  ^u^  ^^^  positiven  Seite  der  Ebene  der 
^  liegenden  Halbkugel  ein  sphärisches  Dreieck  bestimsren,  in 
wdcbeni  keine  Seite  und  kein  Winkel  180^  übersteigt  Dann  sind 
offenbar  ai,a^,ci^  die  drei  Seiten  dieses  sphärischen  Dreiecks ,  und 
es  ist y.  weil  jetzt  ojfenbar  der  Punkt  (lii/i^i)  mit  dem  Punkte 
(jcijfih)  zusammenföUt/augenscfaeinlich 

Legen  wir  nun,  was  im  vorliegenden  Falle  offenbar  verstattet  ist, 
die  Ebene  der  (ary)  durch  den  Mittelpunkt  der  Kugel  und  durch 
die  Punkte  (^^^t^s)  und  (^3^323)»  so  ist  22=Z3==0,  und  nach 
dem  Obigen  ist  folglicb 


2j  cos  «3 


rii^   h         h   /i      ,_iiC0sa2 

Da  unter  der  gemachten  Voraussetzung  Xi  positiv  ist,  so  haben 
Ux^^^Ui  gleiche  oder  ungleiche  Vorzeichen,  jenachdem  cos «2 
und  cos 03  gleiche  oder  ungleiche  Vorzeiqben  haben,  d.  h.  je- 
nachdem die  Winkel  02,0^  beide  ^«1^^^^  als  9(K^  sind,  oder  von  den- 
selben der  eine  kleiner  und  der  andere  grösser  als  90^  ist.  Neh- 
BMD  wir  nun  die  von  dem  Anfange  der  Coordinaten  oder  dem 
MUtdpimkte  der  Kugel  aus  mit  den  auf  die  dem  Punkte  (po^t  Vi  z^) 
Cfltepreehende  Normale  in  diesem  Punkte  im  Obigen  erricnteteo 
SenKreehten  parallel  gezogenen  geraden  Linien  im  ersten  Falle 
«■feiner  und  derselben,  im  zweiten  Falle  dagegen  auf  entge^en- 

Setzten  Seiten  der  Ebene  der  (h:y)  an,  so  ist  der  Im  Obigen 
ch  Ai  bezeichnete  Winkel,  wie  mittelst  einet  einfachen  Be- 
trachtang  sogleich  erhellen  wird,  jederzeit  der  von. den  Seiten 
€^sUg  des  sphärischen  Dreiecks  eingeschlossene  oder' der  Seite 
Ol  desselben  gegenüberstehende  Winkel.  Im  ersten  Falle,  wo  Hi 
«od  Hl    gleiche  Vorzeichen  haben,  muss  man  aber  unter  dieser. 

TkeU  \.  12 
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Voranssetzung  in  der  Gleichung  41)  das  obeieZeieiieD,  im  Bw«to 
Falle,  wo  Ä  und  //.'  ungleiche  Vorzeichen  haben,  araMiiud^ 
gegen  unter  dieser  Voraussetzung  in  der  Gleichiing  43)  dasiotoBJ 
deichen  nehmen,  und  erhält  daher  in  beiden  Fallen,  aboibvfiUig«' 
Allgemeinheit, 

-         cos  Cf.  —  cos  «2  CO«  OTg 

cos  Ai  =  — ■/-.  —  • 

V  sin  «2  sin  «s* 

Weil  nun  aber  keiner  der  beiden  Winkel  a^  und  a^  grosser  ab  Wi 
ist,  also  sin 02  und  sinc^  beide  positiv  sind,  so  ist 

* 

V  sin  o^*  sin  Oa^  =  sin  o^  sin  «% , 

\ 
und  folglich  \ 

cosai  — cosa^coso«  i 

48)    cosA  = -. -j? ^y  1 

welches  die  bekannte  Grundformel  der  sphärischen  Trigonomstib 
ist,  aus  welcher  sich  diese  ganze  Wissenschaft  ableiten  lässt 

Weitere  Untersuchungen  über  diesen,  wie  es  uns  schAjl« 
nicht  uninteressanten  Gegenstand,  behalten  wir  einer  ändert 
Gelegenheit  vor. 


Heber  eine  geiometrisehe  Anf|i^alK^ 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  Anger 

in  Danzig. 


Leonhard  Euler  hat  In  den  Novis  Actis  der  Petert" 
burger  Akademie,  Tom.  IX.  1796.  pag.  133  a.  f.,  die  AiA 
gäbe  behandelt: 

„Die  kleinste  Ellipse  zu  finden,  welche  eineii 
gegebenen  Vierecke  umschrieben  werden  kann.'' 

Er  filhrt  die  Aufgabe  auf  die  Auflösung  einer  Gleichunff  vom  drütM . 
Grade  zurück,  und  macht  dann   eine-  Anwendung  auf  den  besot* 
dem  Fall,  in   welchem   das  Viereck  ein  Parallel<^ramm  Ist.    Dca 
noch  einfacheren  fUr  das  Rechteck  hat  er  bereits  in  den  Acfea 
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dm sellleii  Akademie  fOr  das  Jahr  1780,  im  2teii  Theile, 
geikM,  aIvHim  die  Aafldsang  der  aligemeinen  Aafgabe  poc^  nicht  in 
sewiinschter  Einfachheit  gelangen  war.  In  einer  auf  die  obige  A6^ 
Eandlung  unmittelbar  folgenden,  Nova  Acta  1791  pag.  146u.  f., 
betrachtet  er  dieselbe  Aufgabe  fiir  das  Dreieck. 

Für  das  Parallelogramm  und  Dreieck  ergeben  sich  einige  merk- 
würdige Eigenschaften  der  gesuchten  Ellipse.  Der  Zweck  dieses 
Aufsatzes  ist,  zu  zeigen,  wie  dieselben  ganz  einfach  ohne  Calcul, 
durch  geometrische  Betrachtungen  erhalten  werden ,  und  auch  noch 
andere  auf  demselben  Wege  sich  leicht  erhalten  lassen,  dass  end- 
lich die  Projectionslehre  die  allgemeine  Aufgabe  auf  eine  andere 
vom  Kreise  zurückzuführen  gestattet.  Um  jedoch  alles  hieher  ge- 
hörige beisammen  zu  haben,  werde  ich  die  Euler'sche  Auflösung 
vorani^chicken  ond  darauf  eine  Betracfatmiff  über  die  Wurzeln  der 
cubischen  Gleichung,  auf  welche  sich  das  Problem  reducirt,  folgen 
lassen. 

Es  seien  (Taf.IV.Fie.  i)A,B,C,D  die  vier  Punkte,  durch  wel- 
che die  Ellipse  gehen  soll.  Euler  verlängert  die  Seiten  AB ,  CD, 
nimmt  den  Durchscbnittspunkt  O  derselben  zum  Anfangspunkte 
schiefwinkliger  Coordinaten,  die  Gerade  ABO  zur  Abscissen-Axe 
oiid  CDO  zur  Ordinaten-Axe  an,  so  dass  die  ^'s  der  Seite  CD 
parallel  werden.  Der  Coordinaten- Winkel  AOC  wird  durch  »  be- 
zeichnet und  OA = a ,  OB =b,0 C=  c ,  OD  =  d  gesetzt ,  woraus 
sich  ergiebt : 

AB=:b-a, 

CD=d'^e, 

AC^=  a^  +  c'^-  2//cCos  to , 

AD^:^a^  +  d:^-2a(lCo8LG},       . 

ÄC»=:Ä«+ c«— 26eCos(a, 

Bi)^=ö^+iP''  2bd  Cos  ü>. 

Da  durch  die  Punkte  J,  B,  C,  D  eine  Ellipse  gehen  soU,  ao 
vrird  dieselbe  durch  die  Gleichung 

ar2+2/3ary+y^«  +  2*a:  +  2£2^+£=0 (1) 

.  ausgedruckt,  in  welcher  zunächst  die  Grossen  er  und  /  dasselbe 
Stichen  haben  müssen,  ausserdem  aber  das  Product  derselben 
«y  grosser  sein  muss  als  ^,  weil  crv  gleich  ^  und  uy  kleiner 
als  6^,  resp.  eine  Parabel  und  Hyperoel  geben  würden.  Die  Be- 
jj^cnnang  der  Coefficienten  ist  hier  von  der  bei  Enl<^r  versehieden, 
md  auch  im  Folgenden  so  beibehalten ,  wodurch  natürlich  im  We- 
sentlichen nichts  geändert.,  vielleicht  aber  der  Ueherblick  etwas 
erleichtert  wird. 

Dm  nun  diese  Gleichung  dem  vorliegenden  Falle  entsprechend 

einzurichten,  setze  man  y=0,  wodurch- dieselbe  in 

fl 

aar*Tf2^.r  +  f=0 

libergeht,  welche  also  die  beiden  Punkte  A  und  B  ergeben  Ainss, 

12* 
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in  welchen  die'  Abscissen-Axe  von  der  krammen  Linie  „ 
wird;  da fär  jenen  dr=a,  fär  diesen  x^=b  ist»  no  aiflsMni  « 
die  Wurzeln  dieser  Gleichung  sein.    Setzen  wir  demnach 

«u:*  +  2*ar  +  f=m(a:  — a)(a:— 6), 
80  wird 

,  m(a-\'b)    .  - 

Setzt  man  ferner  jr=0,  so  entsteht  die  Gleichung 

)ry«  +  2qf+t=0, 
deren  Wurzeln  c  und  d  sein  müssen,  weslialb  man  haben  wird 

yy« + 2ey  +  £;= n  (y— c)  (y — rf) , 


wo 


ii(c+<0    .  . 

'=?i,£= ^ö — -,i=ncd. 


2 

Da  aber  auch  i^^mab,  so  müssen  die  Grössen  m  und  n  so  ge- 
wählt werden,  dass 

mab=ncd 
werde,  welches  durch  die  Annahme 

m=cd  und  n-=^ab 
geschieht. 

Die  Gleichung  (1)  wird  demnach  einer  durch  die  vier  gege^ 
benen  Punkte  gehenden  Ellipse  entsprechen,  wenn  man  seUt: 

a=cd,y=:a6,2J= — cd{a-\^  b),2e=:'—ab{c  +  d),t=abcd, 

so  dass,  ausser  6,  alle  ührieen  Coefticienten  der  Gleichung  (11 
bestimmt  sind.  Auf  diese  Weise  bleibt  also  ß  unbestimmt,  ima 
es  entstehen  unzählig  viele  durch  die  vier  gegebenen  Punkte  ge- 
hende Ellipsen,  wenn  ß  beliebig,  doch  so  angenommen  wird,  daM 
/3*  <  ay  werde. 

Wir  wollen  mm  die  Ordinate  A^F  suchen  (Taf.  IV.  Fig.  2). 
Eis  ist  aber  klar,  dass  im  Allgemeinen  jeder  Abscisse  zwei  Ordi- 
naten  XV  und  XV  ents])rccnen  mfissen,  welche  die  Wurzeh 
unserer  allgemeinen  Gleichung  sind.  Die  Auflösung  derselben 
ergiebt : 

y 

7 
Da  die  Punkte  Jlf  und  F  in  der  durch  die  Punkte  AyB^C^L 


m^ 


ip99  li«j!en,  so  wird  das  Intervall  )'J''  cwisclien  Afi 
«ein;  luiMi  wird  at«o  haben,  da  ¥¥' ^ XV—XY 

j,  jv  ^  äVl()ij;t-t)'-gy,r«-2yd.r-)>fl 

Wenn  der  Ufdiiiule  XW  tmendlicb  rinlie  eine  andere  ai/i/'  ge- 
^  wird,  wcirh«  von  derselben  um  das  liitenall  ^v  allstem. 
iiM,  lU  Xr=&r  ist. 


I,  Ulli]  M  er^iebt  sich  das  Element  des  Inhalts  der  £Ui)ise 

ib  DUereiiziftl,  dessen  Integral  an(  die  ganite  EUi|)8e  nusgftdelint. 
fci  htiall  derselben  ergiebt.     Für  diesen  Tindet  Lulcr  folc^enden 


«.Sin. 


'V(«Y-ß*)) 


I  velifietn  er  sagt : 

„baec  expreesio  idru  maxime  est  iiolatit  di^iiii,  i)uud  eju» 
o|M!  omniunt-ellifistuni  are«e  tntae  satio  eüpedije  asiiigiiuri 
l>oni4unt  ex  solu  acquatigiie  inter  coordinala« ,  sive  eue  eint 
reclangulae  sive  obllquangulae". 
tla  nun  auf  diese  Weisederlnhall  aller  Ellipsen,  iveklie  durch 
*iB  ||«)(ebene  Punkte  gehen,  aiisgedrflckl  ist,  so  w'  '  ' 
'um  aein,  doss  jener  Ausdruck  eiu  Minimum 


■ird  t 


II  he 


erde.  Uiffe- 
■nuirt  man  denselben  in  Beniebiing  auf  ß  und  setzt  den  t>iffe- 
Kn'nlqnotientoD  gleich  iVull,  so  ergiebt  sich  lur  Be^tiinmiing  vnn 
t  üt  lolgeii'lc  cuhische  Gleichung  : 


£;j»~4di/J«-K3>'aH3«"— «J-Ö13— Scyai^O  . 


(2) 


die  Aufgabe  gelüst  ist.  Euler  bemerkt  noch  lolgendes: 
„Erce  rrgo  tota  sidutin  probletnntis  jirupositi  perducta  est 
ad  reHolutionem  aequationis  cubicae,  qiiae  cum  semper 
babe-ul  railieem  realem,  certum  est,  i|uoinod»cuni|ne  (piuliior 
puncia  fueriiit  dii^pusita,  semper  unara  dtipsin  assignari 
possp  per  qnatuor  illa  puiicta  Iranseuntem,  cujus  area 
uinulum  sit  niiiiima,  pro  qua  aequatio  inter  conrdinntMK 
>t  w  cxhiheri  potnnt,  si  modo  Inco  B')  radix  ex  illa 
Eputiaoe  cuhica  oriunda  substitualur.  Quodsi  forte  eveniat 
_  Mquatio  illa  eubica  Irec  ndmiltiitradires  reales,  totidem 

Socine  solutinnes  locum  habebunt,  quarum  oulem  indolem 
is  pcrscrutandam  rclinquo". 


■)  Kri  Eiitnr  hat  ff  ri!»  Boiluu 
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Für  den  Fall,  dass  ö=0  and  c=6  wird,  das  Vteredr  m 
also  in  ein  Dreieck  verwandelt,  ist  die  obige  cnbische  Ghiümmff 
nicht  anwendbar,  weil  ausser  ß  auch  a  und  /  unbestimmt  bleibeft.! 
Der  Ausdnick  filr  den  Inhalt  der  Ellipse  wird  dann 

a«Sinfi^  j '{ay^ß^)l  \ 

wo  <r,  ßy  y  so  zu  bestimmen  sind,  dass  derselbe  ein  IVlinimnm 


werde.    Euler  setzt  hier —  =  Cos  qp* ,  wodurch  sich  der  Ausdruck -J 
fiir  den  Inhalt 

j^Sino,  J Sin<p»Vc7 

oder,  wenn  zur  Wegschaffung  der  Irrationalität 


y  =  Cfm^ 


angenommen  wird. 


,  h^  +  d^m« — 26dm  Cos  tp 

ergiebt,  und  die  Aufgabe  reducirt  sich  darauf,  die  Grusse  m  und 
den  Winkel  9  so  zu  bestimmen,  dass  dieser  Ausdruck  ein  Minimum 
werde.  Sieht  man  den  Winkel  q>  als  bereits  gefunden  an,  so 
kommt  es  nur  darauf  an,  den  Ausdruck 

zu  einem  Minimum  zu  machen.    Die  Differenziation  glebt 

6 

m  =  ^, 

also 


a 


-cP' 


und  man  kann,  da  es  sich  nur  um  das  Verhftitniss  von  a  zu  ß 
und  y  handelt, 

o=d2undy=:6* 
annehmen. 

Substituirt  man  diese  Werthe  in  den  Ausdruck  des   Inhalts» 
so  wird  derselbe 


183 

Stitai  nan  hier  Tang  l^=t,  so  wird 

l->Cogy_(H-eT 

Sing»*    ""        4^       ' 

i 

und  die  Differenziation  ergiebt 

'-V3' 

also  9=:60<*,  TToraus  man  ftir  den  Inhalt  der  dem  Dreiecke  um- 
schriebenen kleinsten  Ellipse 

2nbd  Sin  a 
3V3 

erhält.  Der  Inhalt  dieser  Ellipse  verhält  sich  also  immer  zu  dem 
Inhalte  des  gegebenen  Dreiecks  wie  47r:3v'3. 

Die  Gleichung  der  gesuchten  Clliiise  ergiebt  sich  auf  folgende 
Weise.  Da  angenommen  wurde  a=rf^undy=6-%  so  wird  ßziz\bd 
und  durch  Substitution  dieses  Werthes  erhält  man 

d^x*  +  bdxy  +  6*y'  —  bd^j:  —  6*rfy =0 , 

also  

djb-'X)  ±  d  V(h^a:)  (b  +  JJx) 

■•  ■ 

Aus  dieser  Gleichung  geht  hervor,  dass  die  Abscisse  x  niemals 
'griisser  werden  kann  als   b,  und  die  negativen   Abscissen    n\cht 
die  Grenze  |6  überschreiten  können. 

Verlängert  man  (Taf.  IV.  Fig.  Z)  die  Seite  OB  des  gegebenen 
Dreiecks  ()i?/>  über  O  hinaus,  und  macht  OE^=\b^  so  ^virddfe 
Ordinate  EF=ld,  die  beiden  Werthe  von  y  fallen  in  EF  zu- 
sammen, und  diese  liinie  berührt  die  Ellipse  im  Punkte  F.  Wenn 
nun  die  Gerade  BF  gezogen  wird,  welche  die  Seite  OD  in  G 
schneidet,  so  ist,  wegen  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  Oiff&und 
EBF, 

BE:EF=^BO:OG, 

also  OG=^id=iOD,  so  dass  die  Gerade  ÄGF  die  Seite  OD 
halbirt.  Da  ferrter  OE  der  dritte  Theil  von  OB,  so  ist  auch' FG 
der  dritte  Theil  von  BG,  wodurch  der  Punkt  F  sehr  leicht  ben 
stimmt  wird. 

Für  x=b  fallen,  da  die,  Grösse  unter  dem  Wurzelzeichen 
▼erschwindet,  die  beiden  Werthe  von  y  in  einen  zusammen, 
welcher  gleich  Null  sein  wird,  d.  h. ,  zieht  man  durch  B  eine  un- 
endlich kleine  Gerade  der  OD  parallel,  so  wird  dieselbe  die  fil^- 
lipse  in  B  berühren,  und  deshalb  wird  BF  ein  Durchmesser  der- 
selben sein,  in  dessen  Mitte  5  der  Mittelpunkt  der  Ellipse  fallen 
muss.  Da  nun  FG=lBG,  so  fällt  der  Mittelpunkt  der  Ellipse 
in  S,  wenn  man  £5=}  JSG  oder  Cr <S=x  ßG  macht;  dieser  Durch- 
messer wird  alle  der  Seite  OD  parallele  Ojrdinaten  halbiren.    Da 


IM 

■ 

renier  die  drei  Puukte  JB,  O»  D  imter  nchjrtrved 

jcSnneiiy  so  müssen  sich  auch  die  Linien  Jfttlijaaii  MiXU-WKUbe 
resp.  die  Seiten  BD  und  Bü  halhireo»  im  PiwSte  S  ■efcäeMen 
Es  ist  aher  helcannt,  dass  auf  diese  Weise,  d^  $diwerraiikt  des 
Dreiecks  bestimmt  wird,  so  dass  wir  folgencie  merkvrürd^  EigCB- 
schaft  erhalten : 

,,Der  Mittelpunkt  d^r  kleinsten  Ellipse,  wei<&e 
einem  gegebenen  Dreiecke  umschrieben  werdee 
kann,  ist  der  Schwerpunkt  desselben**« 


Wenn  das  Dreieck  gleidiseitig,  also  b=^d  und  w<=60^,  eo 
wird  die  Gleichung  für  die  demselben  umschriebene  klehiato  Ulpw 

und  der  Inhalt  dieser  kleinsten  Ellipse,  welche  dch  In  einen  Kr 4 in 

▼erwandelt, 

Wir  betrachten  jetzt  den  Fall,  in  welchem  das  Viereek  efa»  Pn* 
rallelogramm  ist.  Hier  nehmen  wir  die  Diagonalen  su  Coordin» 
ten-Axen,  und  den  Durchschnittspunkt  derselben  znmAnGuiMpankti^ 
welche  Wahl  sich  auch  später  als  zweckmissiger  filr  die  mllge- 
meine  Aufgabe  herausstellen  wird. 

Es  sei  (Taf.  IT.  Fig.  4)  ABCD  das  gegebene  ParalMogramm. 
Man  ziehe  die  Diai^onaien  AD,BCy  welche  sieh  in  O  schneiden. 
Bezeichnet  man  ^4 Ö  durch  +  a  und  OC  durch  +  6,  so  ist  0/>  =  —  a 
und  OB= — 6.  Nehmen  wir  nun  die  allgemeine  Gleichung  der 
gesuchten  Ellipse  (1)  wieder  vor,  so  wird  für  ^=0 

ar2  +  25ar  +  J:=:0, 

welche  Gleichung  die  beiden  Wurzeln  a?=-|- n  und  jr= — a  haben 
muss.     Setzt  man  also 

ca:*+2dj;+t=m(ar— a)(j?+c), 

so  ergiebt  sich 

c=:m ,  ^=  0 ,  J;=  —  ma*. 

Für  x=0  wird 

welche  Gleichung  die  beiden  Wurzeln  ^=-J-6  und  jf=— 6  haben 
muss. 

Setzt  man 

W'+2qf  +  t=n(y-6)(y+6), 
80  Wird 

y=n,e=0,t= — n6*, 
und  da 

sein  muss,  so  wird  man  setzen  können 
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v^^Dw  aHsearalat  Gleichung  für  eine  dem  Parallelogramme  um- 
MJMebtrie  Ellipte  wird  also  folgende  sein: 


I  h 


liMtsen  wir  nun  die  obige  Gleichung  (2),  so  entsteht 

faren  Wurzeln  O.-f  ^^  und  —  «76  sind  ^  wo  mir  die  erste  in  Betracht 
*.hMfn  kajui,  da  die  Bedingung 

irftllt  werden  muss.  Bei  dieser  Gelegenheit  bemerke  ich  aber, 
-,Im  die  Gleichung  (2)  in  diesem  Falle  aufhurt  vom  dritten  Grade 
n  sein  und  sich  m  der  That  in  eine  vom  ersten  Grade  verwan- 
UL  Sie  ist  nSmIich  entstanden  durch  Differenziation  des  allffe- 
■ÖDeo  Ausdrucks  fär  den  Inhalt  der  Ellipse  in  Beziehung  aut^, 
«ddbe  sich  wegen  d=0  und  e=:0  auf 

srSinco. 


'CVia^'b^-ß*) 


nlaciit.    Die   Differenziation  giebt  für  den  Differenzialquotienten 
ieier  Function  in  Beziehung  auf  ß 

jrSin».^^,^,_^,jj  =  0, 
ilw  nur 

ß=:0. 

tte  beiden  andere  Wurzeln  +ab    und   — ab  scheiden  also  von 
•dbst  aus. 

Zu  ähnlichen  Betrachtungen  wird  sich  auch  noch  im  Folgenden 
Cdegenheit  bieten. 

Die  Gleichung  fiir  die  gesuchte  Ellipse  ist  demnach 

b^a:*  +  a^y*=a*b\ 

vri  der  Inhalt  dieser  Ellipse 

nSinca,  ab. 

IW  Inhalt  der  Ellipse  verhält  sich  also  zu  dem  Inhalte  des  Pa- 
nllelogrammes  wie  9s:2. 

Man  sieht  ferner,  dass  der  Mittelpunkt  dieser  Ellipse  in  den 
Btrchschnittspunkt  O  der  beiden  Diagonalen  des  Parallelogramms 
ttt»  welche  als  conjuj^irte  Durchmesser  erscheinen ,  die  sicn  unter 
«Bm  Winkel  a>  schneiden.  Daraus  folgt,  dass  die  Tangenten  in 
Vi  Punkten  A  und  D  dem  Durchmesser  BC^  und  die  Tangenten 
'  h  B  und  C  dem  Durchmesser  AD  parallel  sein  werden ,  woraus 
^  Constmction  der  Ellipse  sich  leicht  erglebt.  Wenn  der  Winkel 
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t»  eiD  Rechter  ist,  so  verwandelt  Rieh  das  ParalMogramm  in  mnen 
Rhombus,  dessen  DiagoDalen  die  Haupt- Axen  unserer  Ellipse  wjML 
Fär  a  =  6  wird  das  Parallelogramm  ein  Rechteek,  und  man  er- 
hält, wenn  /  und  ^  die  halben  Haupt- Axen  dergesnehten  Ellipse 
sind, 

/•=aCo8lG)V2, 

^=aSinioi)V2> 
woraus  die  bekannte  Eigenschaft 

/57  =  «*  Sin  Gl 
hervorgeht. 

Wir  kommen  jetzt  zu  der  Betrachtung  der  Wurzeln  der  von 
Euler  aufgestellten  Gleichung  (2).  Ich  werde  zeigen,  dass  diefl(0 
cubische  Gleichung,  aufweiche  das  Problem  ftihrt,  im  Allgemeiiieo 
immer  drei  mr>gliche  und  zwar  positive  Wurzeln  hat,  and  dasA 
diejenige,  welche  hier  allein  iu  Betracht  kommt,  stets  die  kleinste 
von  allen  ist,  während  die  beiden  andern  Wurzeln  sich  auf  K^^- 
schnitte,  die  nicht  Ellipsen  sind,  beziehen. 

Zu  diesem  Ende  setze  ich 

ß=lz\fbacd 

und  transformire  die  Gleichung  (2),  welche  durch  Substitution  der 
W^erthe  von  a,  y,  S,  e,  f  folgende  wird : 

ß'-(a  +  b)(c  +  d)ß' 

+ — j p 2 =^-  W 

in  nachstehende  : 

/ 

x^-2pg2*  +  {3(p^  +  q%)'^i]z'^ipq=0 (4) 

wo 

a+b  c+d 

Das  allgemeine  Criterium,  dass  die  cubische  Gleichung 

drei  mögliche  Wurzeln  habe,  ist  bekanntlich  : 

\velches  sich  für  unsere  Gleichung  in 

>  108/>«ff»+4p2g*t8pV— 27(p«+  ^  +36| 


>  Griisse  in  der  Tliat  Mlets  |inB!tiv 
daher  auch  die  Ulnichnng  (iJ)  oder 


-7 —  nn«  «^^ — -T —  (tos)tive  (iTüsseij  sind :  die  uMge 
n-Ird  demnnch  erfallt,  wenn  der  Aiuidriirk: 

iflllv  isl.     hprKclbe  katiti  alter  wie    ffdgt  gcschriehcn  tverdcii: 

ataa  htn^viicht,  Aubb  die 
tg,^n  <I1<-  <:U-ieh<ini;  (4), 

(B,  immfr  df»  mflulHlte  Wnrxdii  ha*.  Da  ferner  der  (ofllipient 
fw:m  df.T  Glüklmnil  (4)  nffenliar  positiv  ist,  so  siiid  nath  dem 
ÜMfartrs'Ki'hrn  SnUc  die  Wurzeln  dieser  GlerehtiiiK  Rtißleich 

■i.pu«iiiv. 

We  «edinsnnti  ß^^ay  fordert,  diiss  :  <  2  sei.  Da  in  der 
RMdmRK  (4)  d^r  links  stehende  Tiieü  für  t^O  ni^ptiv,  niliulidi 
-Um  und  Rir  i=i  positiv,  nomlich  C}{u  —  «*)  nirri,  an  licpl  eine 
Vtml  EHiKelien  d«n  Grfu/.en  U  nnd  9,  und  da  d;is  Glied  4;>y 
t  fitiwcier  als  Id  ist.  so  kOnucn  zwischen  diesen  Grenzen 
lilt  alle  drei  Wurzeln  enthalten  sein,  sondern  nur  eine  und  zwar 
blleii»»le  von  allen,  wodurch  die  obige  Behauptung,  dass  die- 
hiln  Wurzel,  welehe  für  die  Aufgube  nilein  in  Betracht  kuuiml, 
«tteinale  d«r  drei  Wurzeln  ist,  sich  bestätigt. 

Nicolane  Fitss  hnt  in  den  IS'nvis  Actis  der  Peters liurger 
ltA<lrmi<-  Tom  XI.  17tl8.  eine  Ahhundinni;  ")  vcrilffentlii^ht,  in  >vel- 
liWf  udie  von  Ruler^e^ehene  cnhlsthe  Gleichung  in  Beziehung  auf 
IheWunutln  tintereucht,  nnd  auf  einem  von  dem  hier  eiiipe^cbUi- 
Rrk  sehr  verschiedenen  Wege  vbenfalls  lindet,  dass  dieselbe  immer 
m  rvelln  Wurzeln  hat,  von  denen  eine  dem  vorliegenden  Pro- 
ane  rnlHirricht ,  die  andern  beiden  über  sich  auf  Hyperhein  hc- 
Mkil  l'm  das  Erscheinen  derselben  zn  erklären,  fietrachti't  er 
C(  in   Kcde   stehende  Anfgahe   als  einen  besondern  Fall  dieser 

nnetueit : 

„Unter  allen  durch  vier  ^e^ehene  Punkte  sehen- 
den krummen  Linien  der  /»eilen  Ordnung  die- 
jenigen zn  finden,  bei  welchen  das  Urchicck 
BUB  den  UalbaxeD  ein  Kleinstes  wird". 


»Jedoch  die  Pnrahel 
ÜHchlDMen  ist. 


tegen   ihrer   unendlich  grossen  Axe 


1  „DIliicldalioBct    Miiiiir    jirn 
fiUa  ((untiinr  pnnrtD  durcndu. 
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Anwendung   der  Projectionslehre    auf  die    Aufgabe: 

,,Die  kleinste  Ellipse  zu  finden,  welche  einem 

gegebenen  Vierecke  umschrieben  werden 

kann.^^ 

Aufgabe. 

Zwei  einander  schneidende  Sehnen  eines  Kreise)^ 
sind  mit  ihren  Segmenten  gegeben»  man  sucht  deo 
Winkel»  unter  welchem  diese  Linien  sich  schoeiden. 
müssen»  damit  der  Inhalt  des  durch  ihre  Endpunkt« 
gehenden  Kreises  in  Beziehung  auf  den  Inhalt  des 
Vierecks»  weiches  durch  Verbindung  dieser  Punkte 
entsteht»  ein  Kleinstes  werde. 

Auflosung. 

Wir  bezeichnen  die  Segmente  der  einen  Sehne  durch  annd^« 
die  deT  andern  durch  v  und  8^  wo  im  Allgemeinen  cc^ß  und  7>  S 
sein  mag»  den  gesucnten  Winkel  durch  9»  den  Inhalt  des  ent- 
sprechenden Kreises  und  Vierecks  resp.  durch  K  und  J,  dannli^ 

aß  =:yd 
und 

K  _  (tt-ft^  +  (y-ö)^  -  2  (cc—ß)  (yS)  Cos(p  +  4aß  Sin  y> 
7^  2(a+ß)(y+S)S\n<p^ 

welcher  Ausdruck  ein  Kleinstes   werden  soll.     Differenziirt  mai^ 
denselben  in   Beziehung  auf  q>  und   setzt  den  ersten 
ou'otienten  gleich  Null»    so  ergiebt  sich  der  gesuchte  Winkel 
folgender  Gleichung: 

(I)  .  .  .  .      Cosec  y«  { Cos  y '  +  ^"~^^Jl '"  ^  Cos  y« 

m^-ß)H(y-S)^]+i«ß  p^_,  («rM^ 

oder  wenn  man  den  Factor  Cosec y*  wegl&sst,  aus  dieser: 

(II) Co«y'+^"-'^>^y-^C.08y« 

3\(a-ß)*  +  (y-d)*\  +  4aß .  (ct-ß)(Y-e)_^ 

iüß ^'*"''+ 2^ -**• 

Im  Allgemeinen  kann  n^an  zwar  mit  diesem  Factor  die  Gleichung 
dividiren»  allein  in  besondem  Fällen  wird  man  durch  Beriickrich- 
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_  detselbeo  diejeDigen  Wurzeln,  welche  nicht  zum  Probleme 
gehCüsD,  »ogleich  entfenien  kunneo. 

Ala  specielle  Fälle  betrachten  wn  folgende: 

8«lst  man  a=Y  und  ß=^6,  in  welchem  Falle  das  Viereck  ein 
Trapez  wird,  dessen  nicht  parallele  Selten  eioander  gleich  sind» 
tt  entsteht : 

=>Cm»cf*\CoBip*  +  (-^  - 1)  Cos<p-  ^^^\  (1  -Co8g))=0. 

ftUeibt,  da  der  Factor  1  — Cosf)  sich  gegen  denselben  Factor 
8b^  weghebt,  nur  die  quadratische  Gleichung 

wimta  erhält 


CwV- ^ ' 

■iiker  nur  der  erste  Werth  in  Betracht  kommen   kann,    da  der 
M^ere  Cos9> —  1^  also  für  q>  einen  unmöglichen  Werth  giebt.    ^ 

Setzt  man  ferner  y=^»  d.  h.  ist  das  Viereck  ein  solches.  In 
*dehem  eine  von  beiden  Diagonalen  durch  die  andere  haibirt  wird, 
Mhat  man 

Cosecy«{Cosy'-   ^^~^]*^^Cosy)=0, 
^m  Cos  9=0,  d.  h.  9)  =  90^,  da  die  andern  beiden  Wurzeln 

Cosg)=±Vtl  +  i^-^^^b 

abi  für  9  unmögliches  geben. 

Wenn  a^=ß  und  r=d,  also,  da  afi^yS  sein  muss,  das  Vier* 
ideio  Rechteck  wira,  so  findet  sich 

Cosec  q>* .  (Cos  9^  —  Cos  9)  =  0, 

iIm  ist  die  einzige  Wurzel 

Cos9)=0  und  daher  9=90^, 


mit  dem  bekannten  Satze ,  dass  das  Quadrat  unter  allen 
dbftm  segebenen  Kreise  eingeschriebenen  Vierecken  den  grSssten 
Wtält  Mt ,  übereinstimmt. 

'  ^  8«tit  man  a  =  y  =  0  und  ß  =  i,  in  welchem  Falle  sich  das 
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Viereck  in  ein  frlelchscfienkiiges  Dreieck  vqrtimiwteRy-  — i*  üm^hjfcl 
sich  nur  die  eine  Wurzel 

abo  9) =60^,  welches  d^o  SdU  enthält,  ihtia  imter  alle*  ebem 
Kreise  einfcescbriebenen  Dreledceii  das  glelchseitrg«  den  giCsg> 
ten  Inhalt  hat.  ^ 

Wir  wollen  jetzt .  die  Gleichung  (II)  in  Beziehung  auf  lln« 
Wurzeln  untersuchen.  «^ 

Setzt  man  Cosa>:=0,  so  ist  der  Wertb  des  link«  vam  GMdi- 

heitszeichen  stehenden  Aasdracks 

■  f 

also  positiv,  wenn  cc-^fi  und  y — 6  gleiche  Zeichen  feldien»  ne* 
gativ,  wenn  eine  von  beiden  GrOssen  4*  i(Qd  die  andere  —  M; 
setzt  man  €089)=+!,  so  wlrd\derjBelb^     j     -  - 

»t(a^/g)^(y~^}«  .   .,    . 

also  negativ. 

Für  Cos  9  :=  —  1  geht  jener  Ausdruck  in 

über,  ist  also  positiv,  för  Co^q>=n-\<c  wird  derselbe 

+x,   also  positiv 

und  för  Cos  9  ~  —  oc  wird  er 

—  OD,   also  negativ, 

weshalb  eine  Wurzel  zwischen  -\-\  und  —1  liegt;  eine  zweite 
Wurzel  liegt  zwischen  + 1  und  +  oo  und  eine  dritte  zwischen  —  l 
und  —  00.  *  Diese  beiden  Wurzeln  geben  aber  Cos  9  >  + 1 ,  also 
för  tp  einen  unmöglichen  Winkel  und  gehören  daner  nicht  zum 
Probleme,  so  dass  nur  die  eine,  zwischen  -|-1  und  — 1  liegende, 
för  unsere  Aufsähe  in  Betracht  kommt.  Dieselbe  ist  -f  wenn  a—ß 
und  y — ^  gleiche,' und  .—  wenn  sie  ungleiche  Zeichen  haben.  In 
jenem  Falle  erscheint  der  spitze,  in  diesem  sein  stumpfer  Neben- 
winkel. 

Wenn  man  in  dem,  gegebenen  Vierecke  ABCD  (Taf.  IV.  Fig.  5.) 
die  beiden  einander  innerhalb  desselben  in  O  schneidenden  Diago* 
nalen  AC  und  BD  zieht  und  die  Abschnitte  AO::=a,  OC=b, 
BOz=zc,  ODzzzd  setzt,  wo  im  Allgemeinen  immer  a>6,  c>rf 
anzunehmen  ist,  so  kann  man  alle  Ellipsen,  welche  diesem  Vier- 
ecke umschrieben  ^ind,  als  Projectionen  des  Kreises  K,  und  das 
gegebene  Viereck  ab  Projection  des  entsprechenden  Kreisviexecks 
7  betrachten,  wobei  zugleich  a  als  Projection  von  a,  i  als  Projec" 
tion  von  ft,  c  sl\b  Projection  von  y  und  d  als  Projection  von  0  er- 
scheint,  so- dass 
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b 


t 

8 


'I 


fiRtit  werden  darf. 

BeEekhnet  man  den  Inhalt  des  gegebenen  Vierecks  AB  CD 
Ineb  t  und  den  Inhalt  einer  ihm  nmschriebenen  Ellipse  durch  JE^ 
m  Ist  ofenbar 

dit,  wenn  man  den  Winkel,   unter  welchem  die  Diagonalen  des 
pgdbenen  Vierecks  einander  schneiden,  durch  m  bezeichnet, 
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WO  (p  den  Winkel  bedeutet,  welchen  die  beiden  DiagonaieD  des* 
jenigen  Kreisvierecks  einachlies^en,  von  welchem  da»  gegebene 
Viereck  die  orthographische  Projection  ist. 

Wenn  nun 

die  Gleichung  einer  dem  gegebenen  Vierecke  umschriebenen  Elbwf 
ist,  der  Anfangspunkt  der  schiefwinkligen  Coordinaten  in  den 
Durchschnittspunkte  O  der  Diagonalen  liegt,  und  die  Azen  des 
schiefwinkligen  Coordinatensystems  in  diese  Diagonalen  fallen»  wo* 
bei  zugleich  die  Richtungen  a  und  c  als  positiv ,  die  von  b  imd  i 
als  negativ  anzunehmen  sind,  so  ergiebt  sich 

Ar=cdy  C=ab,  D=--lcd(a'-'b),  £=:-ia6(c— d), 

4 

während  B  unbestimmt  bleibt 

Die  Gleichung  des  Kreises  K  auf  schiefwinklige  Coordinates 
bezogen ,  deren  Anfangspunkt  der  Durchschnittspunkt  der  Diagonal 
len  des  Kreisvierecks  ist,  und  deren  Axen  in  diese  Diagonalen 
fallen,  ist 

(5~Ä^)*  +  (i7-A)H2(S-i^)(i7-A)Cos9=r», 

wo  g  und  h  resp.  die  Abscisse  und  Ordinate  des  Mittelpunkts  des 
Kreises,  r  seinen  Radius  bedeutet  und  tp  seine  obige  Bedeutung 
behält.  Bezeichnet  man  ferner  die  Winkel,  welche  die  Diagona* 
len  des  Kreisvierecks  mit  der  Projections-Ebene  bilden ,  in  welcher 
das  gegebene  Viereck  liegt,  durch  ^  und  iL,  und  die  Coordinaten 
des  Mittelpunkts  der  dem  gegebenen  Vierecke  umschrlebeneij 
Ellipse  durch  m  und  n,  so  ist 

|  =  j;Sec^,    ^  =  mSecd, 
17= y  See  iL,    iA  =  nSeciL; 

und  man  erhält: 

^=Cosil«, 

JB = -f.  Cos  ^  Cos  ;L  Cos  9) , 

C=CosOa, 

Z)= — (m  Cos  A — n  Cos  9  Cos '^)  Cos  ^  Cos  X , 

£= — (nCosd~mCos9)Co6it)CosdCosX, 

F=m«Co8X*+n«Cos^-2iiinCosdCosXCosg)— r*Cos^Co«A« 

Demnach  ist 

B^  =  abcd  Cos  9*, 

und  man  erhält 

B  :=:  Cos  9  \f  abcd. 
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DcrWerfliTon  Bj  welcher  derkleinstendem  gegebenen  Vier- 
•cke  uflwcbriebenen  Elli|ise  entspricht»  ergiebt  sich  also  aus  der 
HriefciDg  fll) ;  man  erhält  nämnch  durch  die  Substitution  folgende 
■bliebe  Gleichnng 

all)  ......  Ä»+(a— 6)(c— d)Ä« 

3|(a— &)»crf+(c~iQ««&}  ^iabcd  ^      (a'~b)(c-d)abcd    ^ 

Die  Eule.r'scbe  cubische  Gleichung  (2)  verwandelt  sich,  wenn 

iM  den  Allfangspunkt 9  wie  hier  geschehen,  in  den  Durchschnitts- 

fmki  der  Diagonalen  verlegt,    also   dort  für  ccy  y  etc.   resp.  die 

ikven  Werthe  inr  A,  C  etc.  setzt,  eenau  in  diese  Gleichung  (III). 

I  In   der  Untersuchung  specieller   FSlie    wird   man  auch  hier  den 

FAeior  Coseccp*  nicht  unherücksichtiget  lassen,   indem   man  statt 

[^Bwchnng  (111)  unmittelbar  anzuwenden ,  dieselbe  zuvor  durch  den 

'ÜMtor 


(B+V  abrd)  (B  -  V^tAcd) 

JttUpficiren  wird. 

Setzt  man  ad=^hCi   wodurch   das  gegebene  Viereck  sich  in 
Trapez  verwandelt,  so  ergiebt  sich 

— ((o-6)«+  ab)  =F  V  ((a-6)*+o6)«+2flÄ(ö— 5)*" 
Cosy= ,^-g- , 

mber  nur  der  erste  Werth  in  Betracht  kommt,    da  der  andere 
Dir  «einen  unmöglichen  Werth  giebt. 

Wenn  c^d  ist,  id.  h.  ist  das  Viereck  ein  solches,  in  welchem 
ciae  von  beiden  Diagonalen  durch  die  andere  halbirt  wird»  so  er- 
giebt sich 

Cosg)=0  und  Co»fp^±V  \l-[-\~^\\ 

■ao  bat  also  allein  ^6=0,  indem  die  anderen  beiden  Wurzeln  aus- 
scheiden, weil  <p  unmögliche  Werthe  erhält. 

Die  Gleichung  der  gesuchten  Ellipse  ist  folgende: 

c«a;*+aÄ^*  — c*(a— 6)a:— aAc«=0, 

•der,   wenn   man  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  in  die  Mitte 
ier  ungleich  getheilten  Diagonale  verlegt,  wodurch 


Aergeht, 


i 


c^x^ 


.a  —  b 
X  m  x-\ — ö~~ 


+aV=^'(^X 


man  erhält  folgenden  Satz: 

Theil  \  13 
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'»»Wenn  in  dem  gegebenen  Vierecke  eine' toi 
beiden  Diagonalen  durch  die  andere  halbirt] 
wird,  8o  fällt  der  Mittelpunkt  der  kleinsten  wü*; 
schriebenen  Ellipse  io  den  Halbirnngspniiktdor] 
ungleich  getheilten  Diagonale.*'  | 

Hier  sind  -~-  und    ^t/  6     conjügirte  Halbmesser  der 

suchten  Ellipse,  die  Construction  derselben  ist  daher  sehr  leidhl^ 
Wenn  ausser  c=:zd  auch  a=zb,  also  das  gegebene  Viereck  aii'^ 
Parallelogramm  ist,  so  ergiebt  sich  als  Gleichung  der  gesncUa^. 
Ellipse : 

übereinstimmend  mit  dem  obigen  Resultate. 

Die  Aufgabe:  ,,die  kleinste  Ellipse  2U  finden,  weiAM 
einem  gegebenen  Dreiecke  umsehriebenen  werden  kaiiV 
von  welcher  wir  oben  die  Euler'sche  Auflosung  gegeben  habii^ 
ordnet  sich  auch  jenem  Falle  sehr  einlach  unter.  Ist  nftraKeh; 
(Taf.  IV.  Fig.  3.)  BOD  das  gegebene  Dreieck,  halbirt  man  eint 
Seite  OD  in  G,  zieht  BG  und  veri&ngert  dieselbe  bis  FG=iiBß 
wird,  so  muss  die  gesuchte  kleinste  Ellipse  durch  den  Pmuil- F 
gehen.  Setzt  man  also  DG=GO=:c,  BG^=a  und  FG=Ja,  m 
wird  die  obige  Gleichung  folgende: 

^f^x'^  +  3a V  ==  ^«*<*- 

2  2c 

Hier  sind  ja  und  —k  conjügirte  Halbmesser.     Der  Anfangspudd 

der  Coordinaten  ist  Mittelpunkt  der  Ellipse  und  ftUt  In  deo  SehiW^ 
punkt  des  gegebenen  Dreiecks. 

Die  Gleicnung  (III)   kann  auf  fihnliche  Weise  wie  Gieldnag 
(Z)  transformirt  werden.    Setzt  man  nämlich 

a— ^       ,         c — d 

SO  ergiebt  sich,  wenn  i?=izVa6cS  gesetzt  wird: 

(IV)  .  .  .    x»  +  2;>^t«— {3(p«  +  y«)  +  4U+4py=0, 

wo^  und  o  stets  positiv  angenommen  werden  können.  Diese 
Gleichung  nat  offenbar  zwei  positive  und  eine  negative  Wurxel; 
filr  unsere  Aufgabe  kommt  nur  die  positive  zwischen  0  und  .2  lie- 
gende Wurzel  in  Betracht. 

Will  man  den  Factor  Cosectp^  gleich  mit  beräcksichtigeo,    so 
nimmt  diese  Gleichung  folgende  Gestalt  an: 

(V)  |z»-|-2/>y»«-[30»«+»«) +4].  +  ipq\. (, _^/(^^ jjj=0. 

Ist  das  gegebene  Vieredr  ein  Trapez,  so  wird  p=9  und  diese 
Gleichung  rcducirt  sich  auf  folgende  quadratische: 
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lat  das  gegebene  Viereck  ein  Parallelogramm,  «o  wird  p=:igzJO, 
OD«]  die  Gleichung  verwandelt  sich  in 

1  =  0, 
(Ibe<r6in8timniend  mit  den  obigen  Resultaten. 


Nachdem  wir  die  Aufgabe:  »»die  kleinste  einem  gege- 
benen Vierecke  umschriebeoe  Ellipse  zu  finden'S  in 
ihrer  allgemeinsten  Form  ^elust  haben ,  stellen  wir  noch  einige 
SHtxe  zusammen,  welche  sich  ohne  Caicul  auf  elementare  Weise 
ablöten  lassen,  und  zum  Theil  in,  jener  Aufgabe  enthalten  sind. 
Wir  schicken  folgende  leicht  zu  beweisende  Sätze  voran. 

1)  Bezeichnet  t  den  Neigungswinkel  einer  geraden  Linie  a 
ff^en  die  Projections-  £beue,  und  o'  die  orthographische  Projec- 
ttoa  dieser  Linie,  so  ist 

a!  =  a  Cos  t. 

Znsatz.  Jede  gerade  Linie,  welche  in  irgend  einem  Ver- 
Wtniüse  getheilt  ist ,  erscheint  in  der  Projection  in  demselben  Ver- 
Ultnisse  getheilt. 

2)  Jedes  Dreieck  ist  zu  betrachten  als  die  Projection  eines 
gleichseitigen  Dreiecks,   jedes  Parallelogramm  als  die  Prolec-' 
tioD  eines    Quadrats,    jede   Ellipse    als    die    Projection    eines 
Kreises. 

3)  Wenn  der  Flächen-Inhalt  irgend  einer  ebenen  Figur  durch 
ff  der  ihrer  Projection  durch  F'  bezeichnet  wird,  so  ist 

F  =  F.Co8t, 

wo  t  den  Neigungswinkel  der   zu  projicirenden  Figur   gegen    die 
Projections -Ebene  bedeutet. 

Zusatz.  Jede  ebene  Figur,  welche  in  einem  gewissen  Ver- 
biltnisse  getheilt  ist,  erscheint  in  der  Projection  in  demselben 
Verhältnisse  getheilt. 

Aus  der*  Lehre  vom  Grussten  und  Kleinsten  sind  folgende  ele- 
mentare leicht  zu  beweisende  Sätze  bekannt: 


1)  Unter  allen  nEcken,  w^elche  einem  gegebenen  Kreise  ein- 
seschriebeu  werden  können,  hat  das  reguläre  den  grHssten 
FIfichen- Inhalt. 

Zusatz.  Das  gleichseitige  Dreieck  ist  das  grusste  unter 
allen  Dreiecken  und  das  Quadrat  das  grösste  unter  allen  Vier- 
edceo,  welche  einem  gegebenen  Kreise  eingeschrieben  werden 
können. 

13* 


*e's^ä::£^ 
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2)    Uoter  allen  nEcken.  welche 
schrieben  werden  küanen,  bat  das  reguläre  d 
Inlialt.  ■  b« 

Znsatz.  Dos  glelchsfeitlg«  Dreieck  Irt  dks  tiiBSiMit« ^äSr 
allen  Ureieckeo  und  das  Quadrat  das  klrinste  tmtw  slkK-VktP 
ecken ,  welche  einem  gegebenen  Kreise  umschrieben  werdm  kjlipiw. 

Diesen  S&tzen  f3gn  wir  noch  folgenden  Unn:      ''''"  '•'>^i'" 

Lehrsatz.  '    *    '  " 

Wenn  eine  von  zwei  Sehnen  eines  Kreises  durel^. 
die  andere  halbiit  wird,  so  ist  der  Inhalt  de^  durch  die* 
End|>unLte  derselben  gehenden  Kreise«  iu  Bezieliunci 
auf  den  Inhalt  des  Kreisrierecks,  welches  durch  di|i! 
Terbiodung  dieser  Endpankte  entsteht,  ein  KleinsleEi 
wenn  die  beiden  Sehnen  auf  einander  eenkrecht  stchegt 
also  der  Miltelfiunkt  des  Kreises  in  de«  Builiirung^ 
pnnkt  der  ungleich  getheilten  Sehne  fällt.  IM 

Beweis.  '  '  /*\  *  j  ■ 

Es  seien  (Taf.  IV.  f^- 60 '^ff.  CDdle  beiden  S^iMi&'iM«Ü 
sich  in  £  schneiden,  so  dass  AE=EB  M.  CD  stdie  auf  AB 
senkrecht.  Man  liaÜHre  CD  in  F,  i^o  ist  dieser  Punkt  der  Mit- 
telpunkt des  durch  die  Punkte  A,  B,  C,  J)  gehenden  Kreises; 
der  Itilialt  desselben  i«t  in  Beziehung;  auf  das  \  iereck  ACBD  ein 
Kleinstes.  Denn  zieht  man  durch  £  diu  Linie  OD'  beliebig, 
macht  CE=CE,  h'E=DE,  halbirt  C//  in  G  und  zieht  GH 
senkrecht  auf  C 1^ ,  so  ist // der  Mittelptmkt  des  durch  die  Punkte 
A,  B,  C,  /J' fiehnnden  Kreisen  und  OH  ein  Radius  desselben. 
Da  nun  011>'0G  und  OG=  CF,  so  ist  (^H^  CF,  also  der 
Inhalt  des  durch  A,  B,  O ,  D'  gehenden  Kreises  erfisser  als  dw 
Inhalt  Ae»  durch  A,  ß.  C,  D  gehenden.  Zudeicn  ist  Viereck 
AOBiy  <  Viereck  ACBD,  demnach 

Kreis  AOBD'    ^    Kreis  ACBD 


Viereck  ACBD'  -^  Viereck  ACBD' 


Aus  der  Verbindung  dieser  Satze  mit  den  obigen  erliiilt  man 
nun  leicht  die  folgenden: 

„Wenn  in  einem  Vierecke  eine  von  beiden  Dia- 
gonalen durch  d  je  andere  halbirt  wird,  so  fallt 
der  Mittelpunkt  der  diesem  Vierecke  umschrie- 
benen kleinsten  Ellipse  in  den  Halbirungspnnkt 
der  unfileich  getheilten  Diagonale,  woran«  sieh 
eine  leichte  geometrische  Construction  dieser 
Ellipse  orgieht." 

Znsatz  1.  Der  Mittelpunkt  der  einem  Parallelogramme  um- 
schriebenen kleinsten  Ellipse  liegt  Im  Durchschnittsiiuokte  der  bei- 
den Diagonalen. 


Znsatz  %    Der  Alilleljmiikl  der  uinciii  Ureiecke  iimsdiriebe- 

kläMteti  RltijiHR  iic^t  im  KchHerjiunkle  desnclbeii. 

WuBn  ein  t;teii'liBeitJ^eä  Dreieck  mit  dem  ihm  u m seil  ri ebenen 

emjilir»4.'liTk-ltt; Den  Kreise  orlboj^rnjiliisRh  i)n'iicirt  wird,  «o  ent- 
len  In  «Im  l'nijeitinn  nivei  uoncciilnoche  iilinliche  und  Shnlich 
«Dtle  Ellii)«>cn,  lind  zwar  »ind  diu  hxuü  der  kleinere»  die  Hälf- 

d«  Ihnen  entüp reichenden  Axeii  der  jtriisserti  BIlipHe ;  die  Pro- 
iim  de«  iticich«eitigeo  Dreiecks  wird  riii  Druieck,  di^Ksen  Ecken 
dem  Urofanne    der    grlissern  Ellipse    licfieri    und    def^sen  Selten 

kleinere    lierdhrcn.       Der    gemeinscIiaDlitche    Mitlelpunkt    der 

mea  Ut  der  fiebHeqmnkt  dieses  Dreiecks. 

nDeninsch  ISi-st  sicli  in  eine  gegebene  Ellipse  eine 
haxr  erUnsler  Dreieck«  cinsclireilieii;  nämlich  jeder 
nVt  der  Ellipse  ist  Ecke  eines  solchen  Dreiecks;    die- 


ilbeo  baden  ^'leiclion  f 
i«lm  Milfelpunkte  der 
II  eine  xwrilc  der  ueve 
rdahnllrb  lie;tende  Ell 
aMB  niall,  uIh  die  enisn 


echi 


Wenn    elii    (jiiiulrnt    mit    dorn   ilii 

klMipnen  Kreiine  (irtiiourauhisch  proiicirt 

Prnjeelinn   x»ei  coneenfrlsche   iihiJli  Ii 

«en,   und  ZH'ar  verhalten  sieb  ilie  Ax' 

pw-'-hTiileii  der  erlisiieren  wie  l:^^;; 

"  '  ■  "■    '■  rillelo^ramm,    dessen  ILcki 

fr  li-'üen    nnit  dessen   Serti 


Seh» 

iic.  nnd  ihre  .<%eit<] 
cotirentriHche,  'ä\ 
ein,  deren  Äsen  I 
nden  jener."  ') 


-  lif 
I  hül- 
lliche 


ii'hrirhenen  und  eilige- 


rd. 


die  klE 


•stehei 
»lirh  liegende 
'iricren  iiu  den 
Clin,,  des  (Jua. 
I  L'inlarige  der 
3  henihren. 


fie  Milteliimikt  der  Ellipsen  ist  der  Schtverjtunkt 
sEllips 


..Ueuiii;ic!i  läset  sich  in  eine  {;egehe 

i>ar  ^rüsster  l'ariillelo^ramnie  einsOircHien  ;     n;ini- 

ijeder  I'nnkt  der  Ellipse  ist  Ecke  eines  aolchen  l'a- 
llalogrammsi  dieselben  lialen  [-leichen  Inhalt,  ihre 
'ertiunkle  liegen  iin  Mittelininktc  der  Ellipse  und 
Seilen  hfillen  eine  r.weile  iier  g:eeebcnen  cuncen- 
itche  aholidie  und  Ühnlirh  lie^'-nde  l^tlipsc  ein,  deren 
ICK  «ich  zD  den  entsprechenden  der  gesehenen  nie 
V^  *erliallen",  und  idlf;emein: 

Wenn  ein  rcKulKres  nEck  mit  dem  ihm  umschriebenen  und 
WKbriobenen  Kreise  ortbn){riiphisch  projidrlnird,  sn  entstehen 
«f  PrnJBctinn  iswei  eoncentriscbe  fthnllctte  und  ähnlich  lieKendc 
ripmn.  und  nwar  verhalten  sich  die  Axen  der    kleineren  zu  den 

t>I>rerhcndeii  der  griisseni  wie  Cos  —  :1;    die  Prnjeclion  des  rc- 

'     :      i-'    ein  nEck,    dessen  R<;ken  in  dem  ümfani;e  der 

lii'^en    und   dessen  Seiten   die  kleinere  berühren. 

liilie  Mittelpunkt  heider  Ellipsen  ist  der  Srhiver- 


■  tih.    Uli.  \\X.    Ilrfi  ;i.    8.  ; 
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„Demnach  lässt  c(ich  in  eine  gegebene  Ellipse  6 
Scbaar  grOsster  nEcke  einschreiben;  nftmlicn  je 
Punkt  der  Ellipse  ist  Ecke  eines  solchen  itEcks;  i 
selben  haben  gleichen  Inhalt,    ihre  Schwerpunkte  1 

f;en  im  Mittelpunkte  der  Ellipse  und  ihre  Seiten  I 
en  eine  zweite  der  gegebeneu  concentrische   &hiili 
und  ähnlich   liegende  Ellipse  cin^   deren  Axen  sieb 

den   entsprechenden   der   gegebenen  wie  Cos  —  :1  f 
halten.'' 


Heber  einiipe  Relationen  zwischen  d 
Inlialten  zweier  TetraSder,  die  fttr  ei 
Fläelie  zweiter  Ordnunip  reeiprolL  ^ 

einander  sind. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  A.  R.  Luchterhandt 

la  Berlin. 


Nehmen  wir  zunächst  als  FiSche  zweiter  Ordnung  eine  K 
deren  Gleichung 

ist  und  bezeichnen  die  Coordinaten  der  Ecken  des  einen  Tetra4 

mit  :r|,yi,:i;  a^^f^^yH'^  ^8»y3»»s;  ^4.^4»^*;  ««  hat  man  fli 
Polarebenen  derselben  die  Gleichungen 

^i^+yiy+«i2  =  r«,  (l) 

^  ar2ar  +  y2y  +  «aX=r*,  (2) 

^8^  +  y3»  +  232=r«,  (3) 

^4^  +  y4y+'42;=r*.  (4) 

Der  Durchschnitt  je  dreier  dieser  E^benen  giebt  eine  Ecb 
reciproken    Tetraeders.     Bezeichnen   wir    die  Coordinaten  d 


190 


L 


hM,  dass li.ih>ft  ^em  Schoeidepuiikt  der  Ebenen  (2)  ,(3)  und 
(4  eiteprecheo ,  und  jsetzt  man  noch  der  Kiirze  wegen 

11^—54^=  «14   »    «1^4  — «4^1=*14  »  ^l3f4-^4yi  =  <^14; 

9^-94^=0^4  .  ^»4— 2;4a'2=6a4  »  ^2^4-^4^2=^*4; 

»^4— y4^  =  flS4   *   «3^4— •4^3=*34  *  ^3y4  ^^  ^4y3  =  <?S4  ; 

taJ bemerkt,  dass  Oi2  +  (t^i^=^0  u.  s.  w. ,  so  erhält  man 


4=^ 


^  +  g4«  +  «2» 

?r(234) 


T^       iV(134)  ■      '  ^^^       iV(134) 

|_45*  +  «i4  +  fl«      _      ^^ä  +  ÄmJL*« 

^="^^7^24) — •  ^=^ — mm — 

t^t«13  +  «^i  +  «l«       ..        ,i>ftia+&81  +^12 


f  —.2  ^^34  +  ^42  +  ^    . 
g41+g|3  +  <^4. 
g|2  +  g24  +  ^4l   . 
<^  +  g31+g|2  . 

^     iV(T23)      ' 


£i=r« 


=V^4  +  ^C4a+ 24^*3; 

iV^(134)  =  ^04,+  ar4fri3  +  J-j  O34  =ys*41  +  ^4*13  +  Vi  '>34 

=23^41 +V13+21C34; 

iV(124)=a:4ai2+:rifl24  +  a:2fl4i=y^6jj  +»i&24  +  »2'>4i 
iir(123) =a?iatB  +^^»^31 +^3012=^  2^  An  +^2631  +.V.//12 

Bezeichnet  P  den  Inhalt  des  einen  und  II  den  des  anderen 
TflCraiders,  so  bat  man,  ohne  Rücksicht  auf  das  Zeichen, 

tPaza:^  (a^^  + 1134 +^42)  +^^(«14  +  «43  +«31)  +^  («12+0^24  +  "41) 

+  ^4(^13 +  «32  + 0^21)  > 

ÄJI=fe  (l%,  +  «i4  +  a4»)  +  12(024 +«43  +  «3l)  +  &(«l2+ «24  +  a4l) 

+  S4(«l3  +  «82  +  «^)- 

Nun  ist  aber 

«i2-ih&  "  »hfl  -  lv(234)"iV(i5iir ' 


200 

"li-Vib-nsü-  7V(234)iV(124)  ' 

_     .  ,      6(jr,-aa)r*.P 

«i4-'hCi-*J4fi-  jv(l23)i^(234)  ' 

_     .         :      6(xt-Xi)r*.P 
««■-%&-%&—  iV(134)iV(l24)  ' 

•   _    ,.         .  _6(j,— .T,)r*.P 
«>4— »hSi  -  «J4Ä  —  ^(123)  iv  (iä4)  ' 

_    ».         ..      6(xt—Xi)r*.P, 
»at  -  %Si- 14&  -  lV(123;iV(124)  ' 

und  deshalb 

«23  + «84  +  ««=—  2vl;i2^iV(124)iV(134) ' 

«ia  +  «M+«4i  -- -iV(li3)iV(134)iVC234)' 

«IS  +  «8«  +  «21  =  +  2V(124)  N{IU)  N{2M) ' 
und  hiernach : 

|^i(fla+Ö84+«4a)+^(öi4+«4S+a»i)+^Ka+"»*+"4»)| 

AfT_1ß-6  199 +  J^4(<'l8+<'8g+^gl) 

uii-oor  .1-.  ^^ J23)  ^(124)  iV(l34)  iV(234) 

-  iV(123)  iV(124)  jy(l34)  iVÖSJ)* 

Bedeuten  nun  noch  Pj,  P^,  Pj,  P*  die  Rauminhalte  der  Te- 
traeder, welche  durch  den  Mittelpunkt  der  Kugel  und  durch  je  drei 
der  Eckpunkte  des  ersten  Tetraäaers  gebildet  werden,  so  dass  also 

2V(123)  =  6P4,    A^(124)=6P3.    2V(134)=6Pj,   iV(234)  =  6Pi 

ist,  80  kann  man  obige  Relation  so  darstellen: 

TT  ^^^  /L\ 

Da  nun 

J   ^r^         <^4  +  «42+«83  _^4.  ßM  +  ß4li+ßn 

*  ^a0^4+^8«4«+^4«M  *      ^*  •^a34+^«4»+«^0» ' 

.  _ya M±Z*2±M__; 

**  ^a«84+^3«42+^4«23 ' 

U.    8.   W. 


* 
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WO  die  Bedeatang  von  ^  und  y  leicht  erhellt,  so  hat  man  auch 

y6J73 

wo  17^ »  il,,  17,9  iZ^  eine  ähnliehe  Bedeutung  haben  wie  P^  u.  8.  w. 

Ans  den  beiden  aufgestellten  Ausdrücken,  ergeben   sich  nun 
leicht  auch  die  folgenden: 

P*  JI* 

PyP^p^p^  nj^tijr^' ^^^ 

r^p^.m=z6*.PiP^p^p^niiLtn^ii^,  .  .  .  .  (D) 

i^p^=^^.{Pj\pj\)^n^n^n^n^, (E) 

ifl*n^=^W'.{nyH^n^n^^p^pj[\p^ (F) 

Besieht  man  die  Tetralfder  nicht  aqf  die  Kugel,  sondern  auf  eine 
solche  Fläche  der  zweiten  Ordnung,,  die  einen  Mittelpunkt  hat  und 
deren  Ualbazen  a»  .6,  c  sind,  so  gehen  die  angegebenen  Relatio« 
nen  io  die  nachstehenden  über: 

""aßPiP^p^.p^' ^^^ 

p*  n* 

P[P^I\p2^  nJhnTffl' ^^'^ 

a*b*c*p*m=zQ*.PiP^p^p^nj^n^nin^, . .  .  .(D') 
a%^c'^p^=^^.{Pj\p^p^yn^Ti^n^n^, ....  (E') 
a^b^cm^=&^.(n^Ti^n^n^)^p^p^p^p^, (FO 

welche  man  aus  jenen  leicht  erhält,  wenn  man  für  r'  überall 
o.6.r  setzt. 

Betrachtet  man  ein  Paraboloid,«  dem  die  Gleichung 

entspricht,  und  bezeichnet  man  mit  /)|  u.  s.  w.  den  Inhalt  des- 
jenigen auf  die  Ebene  der  yi  projicirten  Dreieckes ,  welches  von 
den  Punkten  x-,  y«,  22?  ^3«  y^y  23;  «^4»  ^4»  *4  gebildet  wird, 
■nd  legt  man  dem  Zeichen  J^  eine  ähnliche  Bedeutung  bei,  so 
hat  man: 

■ 

7**  n* 


202 


;* 


n 


I 


Jt  I» 


IFeber  den  ir^^metriBclieii  Ort  des 
Scbeltels  eines  Hei^els  zweiten  C(radc«^ 
welcber  die  Seiten  eines  wlndscMefen 

Sechsecl&s  beriUhrt. 

Von 

Herrn  Fr.  Seydewitz, 

Oberlehrer  am  Gymnasium  an  Heiligenstadt. 


einfachen  Hy- 
eiten  Grades^ 


I. 
L  ehrsatz. 

Ist  im  Raunte  irgend  ein  windschiefes  Sechseck 
Qbcöef  gegeben,  und  man  verbindet  die  Hauptgegeneckea 
a  und  D^  b  und  e»  c  und  f  desselben  durch  drei  gerade 
Linien  aO,  be,  cf;  so  ist  jeder  Punkt  einer  Geraden, 
welche  diese  drei  letzteren  durchschneidet,  also  jeder 
Punkt  des  durch  dieselben  bestimmten  e'  ^  ' 
perboloids  der  Scheitel  eines  Kegeis  zwe 
welcher  die  sechs  Seiten  des  Secnsecks  berührt 

Beweis. 

Es  sei  D  ein  Punkt  einer  Geraden  m,  welche  die  Geraden 
aD«  be,  cf  schneidet;  so  schneiden  sich  die  drei  Ebenen  DaJb, 
JJhCy  Dcf  in  dieser  Geraden  m.  Eine  beliebige  Ebene  ft  treffe 
die  Geraden  Da,  Db,  De,  Dö,  De,  Df  in  den  Ponkten  a,  fi,  /, 
9,  €,  (p  und  die  m  in  u;  so  schneiden  sich  die  Geraden  ad,  ßg, 
ytp  in  dem  Punkte  u;  nach  dem  Satze  des  Briancbon  lässt  sich 
also  in  das  Sechseck  ußyiiq>  ein  Kegelschnitt  beschreiben.  Also 
muss  der  Kegel  zweiten  Grades»  dessen  Strahlen  den  Punkt  D 
mit   den   Punkten  dieses  Kegelschoittts  verbinden,   die  Ebenen 


bf.  /ÄÖ,  /»C.  /M.  »ffl,    unil    iliJier    uiiili  die  tierndcii 
Öl,  tx,  efTfo  bcriih.         w.  z.  Ii-  iv- 


dechicles  Sech^ 
tm,  nnil  iiiiin  lest  dorcli  je  /"ci  aneiua 
nde  Seiten  ab  und  be.  bc  iina  cö.  cO  und  Oe,  Öc  und 
rfnnd  fil  di^süclben  eine  Ebene,  im  Gunzeti  ^ecbfi 
tuttt  ß.  f,  i,  I.  tp,  «,  n  eiche  sich  jiaariTelsc,  nämlicb 
^ad  t,  y  und  if.  d  tind  a  in  drei  Geraden  in,  n,p  acbnei- 
o:  jtlr^t  man  endlich  eine  beliebige  Gerade 
n  and  />  dnrcbscbueide  t ;  »n  niuss  ein  e  jca«  Ehe 
■lelcbe  durfb  die^e  (ierndc  y  seht,  also  eine  jede 
rOliniMf(Kebene  dun  durch  die  (>eradeti  m,  »,  p  be- 
nnteit  einfachen  Hyi<  erhol oidi«,  die  Sei  len  ab:  bc.  cO, 
«f,  fain  »echs  Pnuiilen  a'.  b',  c',  ö',  C,  P  schnuideii. 
|j^«  einem  und  demselben  Kegelschnitte  angetior«!!. 

B  e  »    e  i  » 

Dte  CbenL<  (C  «chnaide    die    Gi-rude^n  rn,  P,p  in  den  Punkten 

n,  p:  x'i  liegen  dielte  iu  einer  Geraden  o.  Da  min  £  die 
mto  ß  und  t  in  den  Linien  a'b'  und  &'e'  schneidet,  nml  tu  die 
rdkw-hnitlxUnii-  von  (f  und  {  ist,  eii  ist  m  der  DurcbKchnitls- 
ikl  der  Iliiuplecgen selten  a'b'.  ö'e'  des  ebenen  Serbsecks 
'rt'e'f ;  und  «■liensii  ist  tl  der  l)iirehBebnitls|iuni(t  von  b'c'  und 

,  p  der  Vdii  c'ö'  und  f'-i'.  der  beiden  anderen  Paar  Hikupt^e- 
Kcilm  deiuellten.     Nneh  dem  Satse  des  Pasrttl  liegen  demnncb 

»eefcs  Ecken  des  Sechsecks  «'bVO'e'f  aufdem  ('mfaiige    ' 
•eWhnittw,  w.  2.  h.  w. 


xvni, 

Sre  KoHNtruktion  einer  Corve 
doppelter  Kriiniinang:- 

Von 

Herrn  Fr.  Seyäewitz, 

F  Olerlahnr  am  GjmiiBainiii   lU  HcingcnalBilt. 


tvc  dniiiielter  Krflntnnini;  dvr  nten  Ord- 
hfco  Ich  ein  Jcdea  rfinnillchc  Syaiem  iit«tig  kuT- 
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einander  folgender  Punkte,  welches  mit  einer  belie^i 

*'"--ie  im  Räume  im  Allgemeinen  Und  hochr''  — 

gemein    liat^     und    unter   einer    Curve    doi 


gen  Ebene  im  Räume  im  Allgemeinen  Und  huehstena 

Punkte    gemein    liat^     und    unter   einer    Curve    doppelt« 

Kriimmung  der  nten  Klasse  ein  jedes  System  stetig  aal 


einander  folgender  Ebenen,  welches  mit  einem  bell« 
bigen  Punkte  im  Räume  im  Allgemeinen  und  hOchstti 
it  Ebenen  gemein  hat.  Tangente  einer  Curve  doppelfi 
Krümmung  heisst  eine  jede  Gerade,  längs  welcher  sich  oe^i 
lieh  zwei  stetig  aufeinander  folgende  Punkte  oder  Ebc 
nen  der  Curve,  und  Berührungsebene  oder  Berfihrungi 
punkt  derselben  eine  jede  Ebene  oder  Punkt,  in  weicht 
sich  bezüglich  wenigstens  drei  stetig  aufeinander  ft| 
gende  Punkte  oder  Ebenen  der  Curve  vereinigen. 


I. 

L  Es  seien  im  Räume  zwei  beliebig  (schieQ  iiegeode  ool 
neare  räumliche  Strahlbüschel  D  und  Di  gegeben  (sielie  S.  IN 
des  IHen  Theils  des  Archivs);  so  werden  die  entsprechendp 
Strahlen|>aare  <t,  ai;  b,  b^^  c,  r|;  il,  ili....  derselben  Im  ADfl 
meinen  sich  nicht  im  Räume  begegnen;  es  entsteht  aber  ol 
Frage:  ob  nicht  gewisse  und  wieviele  entsprechende  Strahlet 
paare  einander  begegnen,  und  was  für  einem  Systeme  von  Pinl 
ten  deren  Durchschnittspunkte  angeboren? 

Eine  beliebige  Ebene  C  im  Räume  werde  von  den  Strahle 
a,  fr,  c,  d..„  des  1)  in  den  Punkten  a,  b,  c,  d....,  und  eineaufl 
liegende  Ebene  l&i  von  den  entsprechenden  Strahlen  0|,  bi 
Cp  </i....  des  Dl  in  den  Punkten  Ai,  bj ,  Ci,  Oi....  getroffen;  i 
Niiid  die  Ebenen  IE,  (Ei  in  Ansehung  der  entsprechenden  Pail 
tenpaare  a,  b,  c,  D....  und  Ai*  b|,  Ci,  Di....  collinear,  und  folglic 
müssen  sich  (nach  S.  t25.  des  Steii  '1  heils  des  Archivs)  in  deiue 
bell  im  Allgemeinen  und  höchstens  drei,  jedenfalls  ein  Ptiarei 
siirechende  Punkte  vereinigen.  Also  gibt  es  in  jeder  Ebene  ^ 
lcannu*8  im  Allgemeinen  drei  Punkte,  in  denen  sich  entsprecben' 
Strahlen  von  D  und  Di  begegnen.  Zwei  solche  Punkte  sind  ofn 
bar  die  I^littelpunkte  Z>,  Dt  ner  Strahlbüschel  selber,  indem  U 
gemeinschaftlicher  Strahl  DDi,  nämlich  r,  von  dem  entsprechet 
den  Strahle  ei  im  Punkte  />|.  und  dieselbe  Gerade,  nämlich/ 
von  dem  entsprechenden  Strahle  f  in  D  geschnitten  wird. 

Durch  die  Genide  DDi  gehe  eine  beliebige  Ebene,  welche 
oder  «i'  heisse,  jenachdem  sie  zu  D  oder  zu  D,  gerechnet  vir 
Die  der  a  entsprechende  Ebene  ofi  schneidet  oie  Ui'  in'  eine 
Strahle  «i ,  welchem,  als  zu  a^  gehörig,  ein  in  a  liegender Stra 
a  entsprechen  muss.  Also  schneiden  sich  die  Strahlen  a,  0i 
einem  Punkte  a,  welcher  auch  einer  der  fraglichen  Punkte  v 
Denkt  man  sich  nun  um  DDi,  als  Achse,  einen  EbenenbOsd 
H  von  stetig  aufeinander  folgenden  Ebenen  o,  ß,  y,  2....,  so  erh 
man  eine  stetige  Ueihe  von  i^unkten  a,  b,  c,  D....,  in  deren  jedi 
zwei  entsprechende  Strahlen  a,  fi|;  A,  ä,  ;  c,  f| ;  rf,  rfi—.  v 
Ü,  />!  sich  schneiden.  Diese  Punkte  bilden  also  leine  Curve,  m 
weil  sie  in  einer  beliebigen  Ebene  des  Raumes  im  AUgemcii 


I  drei  211   drei  li»gcn, 
ritten  Ordntin^. 

ikl  W,  lic'iBse  f,  als  Durchsdinitt  der  Slrnhlen  c,  p, : 
<i«r  Cnrve,  llurelischnilt  von  m,  w, ,  tiüliere  «ich  dem 
Iche-,  fl'i  wird  dli»  Sokarite  cm  "der  in,  allmiilili»  in 
I  für  e  (ihoraidten,  und  i:lricIix«Uii;  m  tidt  (i,  nij  mit  C] 
leii.  AIho  ist  der  dem  i;<!>i>eLti»i.'hul'tru'heii  Ntruhle  c 
__r  StnhlliÜMcliel  eiitsiirtichetidu  Strnid  e,  TuuEeiitu  der  t'imo 

Ba  i>«i  <  dti^,{ei)ii;e  Elx^nu  des  Kbenenhfisolicis  3t,  w(>klie  de» 
lÜ  e  mit  »einem  etitBiirechendeü  f|    veihimlet;    und   es  sei    r, 

iIct  *  fnl»ptorlii'tide  tberie  in  />, .  ■  Du  jedn  diircli  r,  sehende 
BM  hweitö  die  beiden  Hing«  r,  vereinißlen  Punkte  der  l'nrve 
llAlt ,  SA  tniiHK  jede  noch  einen  drittL-n  Pnnkt  dt^rselUen  enthul- 
.  Es  «ei  [  dieser  dritte,  der  Ebene  i,  ziigehürlgo  l'unlit;  so 
d  iWsvHie  rnlweder  iiul'  der  (ivriiden  i\,  oder  irgend  «rt  aus- 
Un>  fi  auf  f| ,  nder  Hillt  mit  e  ziisiinimen.  Im  ernten  Falle  aher 
jtw  tincm  viin  f  versehierli'ni-ni  Slru,hle  j-  ein  mit  f]  idenliäefaer 
lU  j!-i  eulsprecheTi ,  nun  iiniu'i^liih  iüt;  im  zweiten  uiinle  dum 
Ji  Iteg^tiden  .Strahle  .r,  ein  niriit  in  e  lieijender  .SIridil  ,r  cnt- 
ttbea,  woi»  gleichrnllf  iiiiniöuliili :  also  lallen  auf  t,  drei  Punkte 
id  CS  ist  C|  die  Herd  hnin^'t^ctiene  in  />,. 


L  e  li  r  H  a  t  7,     I . 

Sinti  im  Räume  xwß'i  collineare  räumliche  Strahl- 
Cüb«l  ID  beftebtger  sichiefer  Lüge  gegeben,  »o  i^ibt 
In  dBn'*'tlben  unzübliRe  Paare  en  tsnrediender  titrah- 
■.  wolchn  einander  begeenen,  nnd  xwar  bilden  die 
irclifti-ltiiI(tK[>iinktc  aller  dieser  Strahlenn&aro  nubst 
ahlbdschel  eine  Curve 
und  diese 
licen  8trnlilei>, 
..  ,  ^    n'  und  von  denjt-ni- 

n  Ebenen  berührt,  deren  eiitspredienile  den  gemein- 
kaniidteii  Strahl  mit  dßii  betrefl'enden  Tanuenten 
rlilude... 

Dem  Kbcnenbilschel  ?(   von  D  entspricht  in    />,    ein  Ebenen- 

~  1  3lj,  dessen  Acbse  c j ,  and  der  mit  erstcreni  in  Anechuni; 
r  wiUprrclnfiiden  Ebenenpaare  n,  p,  y,  S....  nnd  «,,  ^„  y,,  ö,..!. 
icbtinot-h  itil:   nUo  bilden  die  Durchscbniltnlinien  (ifA,,  i-i.  f/i-... 

ent«pre<di enden  Ebenenpaar»  Linien,  welche,  wie  oben  pe- 
it.  den  Punkt  I),  mit  sümmtlirben  Punkten  der  Curve  verliln- 
K,  dn«n  Kf^'id  des  xweitoo  <irades  Af,.  »elchcr  am^h  die  Slriih- 
)  rj  nnil  c  enthült  nnd  lüng»  di-n  Nir.ihlen  ei  und  c  bezii-^Heh 
B  «Iniienigvn  Ebenen  i,  and  t'  ben'ibrl  "ird,  deni^n  in  J)  und 
I  Äe  Ebenf  Ff.  ((  und  £,')  <^nf*pricfil.  Aus  dcniKcllien  (Grunde 
Mn  aui'h  (lio  den  vorigen  enlsiirvihendün  und  nueb  denselben 
Mlil«n  iler  Curvi-  gebriiden  Strableii  n,  b.  n,  //....  einen  Keg«l 
«tltm  GrudcK  K,  ivekher  ttiii;;!«  f  und  h  bezfiglich  von  xnei 
bien  71'  und  ipi  berührt  wird,  dniien  in  1),  und  D  die  Ebene 
^1  ['fi'  uud  (p)  entspricht.    IJiej>e  beiden  Kegel  buben  atso  eiDen 


ircnfti'itnniKpnnKic  auer  uieser  rtiraiiie 
n  Millvlpnnklen  der  beiden  Strahlbdsch 
fiielter  Krümmung  der  d  ritten  Urdn  un 
TA  in  Jonen  Mittelpunkten  von    dcnjenii 
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Ule  in  Rede  «(ehendc  (^une  —  mmi  mag  nun  ihre  Erxeugun^ 

rth  rtiimlicli«  Struhlliüsuhel    üHer  durch    zwei  Kegel    im    Auge 

I  —  bul  groHrii;   Aebnliclikeit   mit   ilerjeiiigen   ebenen  ('une. 

•  durcli  zwei  [irnjetLilv lache  ebene  Strahl bflscbel  and  KUgleit-h 

ivnh   den   Schnitt    eines  Ke^tilrj    mit   einer  Ebene  erzenst 

Mnn   kann   sXv  duher,   um   fic   einerseits  von  den  ebenen 

Initteo  des  Kegels  dritten  Grudes,  nndererüeits  vnii  der  Üurch- 

tttsltaie   zweier    lieliehiger    Kei-el    des    zweiten ,    welifie    eine 

V  itn|>pelter  Krammung  der    vierten  Ordnune    Ist    und    durch 

iRdiD  Atndilhn>tehel  vim  hiUierer  Verwandtschnft  erzeugt  ivtrd, 

WterKhelden,  den  räumlichen   KegeUehnitt   der   drit- 

V  Ordnang  beUsen. 

Dm»  iv*  letzte  Satz  auch  iinigelfebrt  gelte,  hiervnn  wird  man 
h  BÜlteU  des  KtiencnbCinciiei»  3t  leicht  überzeugen  küiinen. 

3.     Ea  seien  jetzt  31,   31,    trcend  aivei   entsprechende  itnd   in 

EmPnnkle  t), \\i:k  treffende  Strahlen   von  />,  D,:    »o  bilden 

ÄRDSelben  anE;ehI)rigcn  entsprechenden  Ebenenpiiare  der  rflum- 

i«i   Strohlbfischel,  zwei   EbencnbüNchel  31,  3lt,    welche   in  An> 

HWe  dieser  Ehenenpanre  a,  ß,  y,  &....  und  a, ,  f3, .  }-,,  ^,...,  pro- 

tiTUeh  »ind.      AUo    bilden    die    Durchschnittslinien  von  a,  n, ; 

Äl    t'  Yi''    *.  ^1    einen    Ke$ri'l    ztveilcn  Grades    Ä',,    welcher 

&  i»e  JJImhIen  t,    ^.   enthält  und   z.  U.    längs  3  von  derjeni- 

I  Ebene    herdhrt   wird,    welche,     der  Ebene    Jl3l|   v«n  />,  ont- 

:hend.  den  Strahl  31  mit  der  Tangente  f  verbindet.     Bedenkt 

um  norh,  dnss  mnn  die  Ebenen  a,  e, ;    *,(*,....  orbJUt,  wenn 

die  Punkte  A,   b-.-.  der  Ciirvo   mit  den   Geraden  3,  3,    ver- 

■t.    und  dans    die  Cune    in  jedem  ihrer  Punkte  nur  eine  ein- 

Ton^eiite  hat,    so   j^elungt  man  z(i  folgendem   raerkwardigen 


Lehrsatz     3. 

EIu  jeder  Punkt  eines  rüumlicben  Kegelschnittes 
Itirr  Urdiinng  ist  der  Scheitel  eine«  Kegels  zweiten 

das,  dessen  Strahlen  nnch  den  übrigen  Punkten, 
td  dcMoen  lietUfarungsebenen  nach  den  Tangenten 
ir  Curvc  geben. 

Die  Panlcte  />.  Aj  sind  also  keine  eigen thi'imlichen  Punkte 
Corv«;  vielmehr  wird  der  Punkt  />j  und  der  Kegel  A'f  die 
Eigenschaßen  haben  niGssen ,  ;ils  />  und  K  oder  />, 
Kl ;    Btiter  anderen  Tolgende : 


im  xwei  Punkt 
itter  Ordnung  si 
irtanllcfaen  Sl< 
AcrUi  Pui 


li  tt  b  r  s  a  t  2 

4. 

e    piiio«  riiuni 
,i  dIoMitleli. 
ruIiUÜBchc'l.  u 
ui.a  Tansenlei 

Irlien    Kc  lelxlinillei 

inkl.-  zwctar  uollliiia- 

r.J  .n.r  .in.l  .lle  »not 

.!.,«  et.let.ü  «.hon. 

ahle 


br  letztere 


und   Ebeiiüupaare    entsprechende   Ete- 
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Lehrsatz    5. 


Die  Berührungsebene  in  einem  beliebigen  Punkte 
eio^es  räumlichen  Kegelschnittes  dritter  Ordnune  be« 
rührt  den  durch  jenen  Punkt,  als  Scheitel,  und  die  üorvf 
selbst  erzeugten  Kegel  längs  der  jenem  Punkte  xuge.- 
burigen  Tangente  der  Curve. 

Aufgabe. 

Durch  sechs  im  Räume  beliebig  gegebene  Punkt« 
einen  räumlichen  Kegelschnitt  dritter  Ordnung  zu  legev- 
nämlich:  a)  auf  jeder  Ebene,  welche  durch  zwei  der  ge- 
gebenen Punkte  geht,  den  der  Curve  angehurigendrit^ 
ten  Punkt;  ß)  die  Tangenten  und  }^)  die  Berührungsebe' 
nen  in  diesen  Punkten;  d)  die  Punkte,  welche  eineia^ 
Räume  beliebig  gegebene  Ebene  mit  der  Curve  eeraeit 
hat,  und  insliesondere  s)  die  unendlich  entferntet  \ 
Punkte,  die  Asy^ptotenlinien  und  AsymptotenebeDea 
der  Curve  zu  finden. 

Auflu-fiun  g. 

Verbindet  man  irgend  zwei  der  gegebenen  Punkte  y  z.  Bt  H^ 
/)|,  mit  den  vier  übrigen  a,   b,   c,   D  durch  gerade  Linien  a»  ^ 

c,  d  und  Ol,  61,  e«,  d^,  so  sind  hierdurch  zwei  colün.  ränmBdn^ 
Strahlbüschel  /),   />i  bestimmt,   in  denen  diese  vier  Linien|»»aisi. 
einander   entsprechen,    und    diese    Strahlbüschel    erzeugen  oadk 
Lehrs.  2.  einen  räumlichen  Kegelschnitt  dritter  Ordnung,  wekher 
durch  jene  sechs  Punkte  geht.     Gäbe  es  nuh  einen  zweiten  sol- 
chen Kegelschnitt,    welcher  durch  dieselben  sechs  Punkte  ^dMl 
so  würden  nicht  nur  alle  Geraden,  welche  den  Punkt  D  mit  &a 
Punkten  des  ersteren  verbinden,   einen  Kegel  zweiten  Grades  Ep 
sondern  auch  alle  Strahlen ,  welche  D  mit  den  Punkten  des  zwei- 
ten verbinden,  einen  Kegel  zweiten  Grades  K'  kraft  Lehrs.  3.  er^ 
zeugen.    Diese  beiden  Regel  aber  würden  fönf  Strahlen  a^  b^  cd 
und"  />/>!  gemein  haben ;   also  würden  sie  zusammenfallen  mflssei^ 

d.  h.  der  zweite  räumliche  Kegelschnitt  würde  auch  der  Ober- 
fläche von  K  angeboren.  Ebenso  zeigt  man  aber  auch,  dass  def^ 
selbe  der  Oberfläche  des  Kegels  Al,  angeh($rt,  welcher  um  Di  als 
Scheitel  durch  den  ersten  räumlichen  Kegelschnitt  erzeugt  wird. 
Also  fallen  beide  räumlichen  Kegelschnitte  in  allen  ihren  Punktea 
zusammen. 

a)  Es  sei  v  eine  beliebige,  durch  D  und  Di  gehende  Ebenem 
deren  dritter  Durchschnitt  n  mit  der  Curve  gesucht  wird.  Denk! 
man  sich  unter  71  und  tii  die  Strahlen ,  welche  von  D  und  A  nacl 
n  gehen ,  und  den  Strahl  DDi ,  jenachdem  er  dem  Kegel  Jl  odei 
Kl  angehört,  mit  e  oder  /]  bezeichnet,  so  bilden  einerseits  die 
Strahlen  a,  6,  c,  d,  e,  n  ein  dem  Kegel  K,  anderererseits  die 
Strahlen  ii|,  6|,  C|,  di,  /*|,  rti  ein  dem  Kegel  Ki  eingeschriebeiMi 
einfaches  G-Flach  im  Strahlbüscber*).    Kraft  des  sogenana 


*)  Siehe  Steiner's  SyttemaL  Entwickelung  d.  Abh.  a.  e.  w.  TU.  I.  S. 
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ten  mystischen  Sechsecks  liegen -die  drei  Geraden,  in  denen  sich 
die  drei  Paar  Hauptgegenflächen  eines  solchen  6- Flachs  schnei- 
den,  io  einer  und  derselben  Ebene.  Legt  man  also  durch  a  und 
6,  b  und  c,  e  und  d,  d  und  e  vier  Ebenen  ab^  bc,  cd,  de,  so  er- 
h&lt  man  als  Durchschnittslinien  von  ab  und  de,  bc  und  v  zwei 
Gerade  p  und  q,  und  legt  man  durch  letztere  eine  Ebene  por,  so 
ücfaneidet  diese  die  Ebene  cd  in  einer  Geraden  r,  und  verbindet 
man  r  mit  a  durch  eine  neue  Ebene  an,  so  schneidet  diese  diev 
ib  dem  Strahle  n,  welcher  durch  den  gesuchten  Punkt  n  geht. 
Auf  gleiche  Weise  findet  man  auch  den  Strahl  »x  und  somit  den 
Punkt  n. 

Am  Einfachsten  wird  es  sein,  statt  im  Räume,  in  einer  der 
Ebenen  (Taf.  IV.  Fig.  7.)  zu  operiren,  welche  drei  der  Punkte 
As  h,  c,  0,  z.  B.  b,  c.  D,  verbinden.  Nämlich:  hat  man  die  Ge- 
niden  DD^,  Dft  und  Dia  gezoi^en,  welche  diese  Ebene  in  den 
Punkten  (ef|),  ft'  und  aj'  schneiden,  und  ist  (n'ni)  der  Durch- 
schnitt derselben  Ebene  mit  v,  so  ziehe  man  die  Geraden  d'b, 
bc,  cO»  De;  den  Durchschnitt  q  von  n'  und  bc  verbinde  man  mit 
dem  Durchschnitte  p  von  a'bund  De  durch  eine  Gerade,  und  den 
Punkt  V,  wo  letztere  die  cO  trifft,  mit  dem  Punkte  a'  durcli  eine 
andere  Gerade;  so  trifft  letztere  die  n'  in  einem  Punkte  n'.  So- 
dann ziehe  man  die  Gerade  ai'bi  (Ai'b),  welche  die  D^fi  (De)  in 
^schneidet,  verbinde  P|  mit  qi  (q  durch  eine  Gerade  und  den 
Punkt  ti,  wo  letztere  die  CiD^  (cO)  trifft,  mit  ai'  durch  eine  nene 
Gerade;    so  schneidet  letztere  «ie  fi|'  (oder  n*)  in   einem  Punkte 

Ä'.     Endlich  verbinde  mun  im  Räume  den  Punkt  D  mit  n* ,   den 
inkt  Dj  mit  nj'  durch  zwei  Gerade  n  und7i|;    so  schneiden  sich 
dieie  in  dem  gesuchten  Punkte  n  der  Curve. 

ß)    Um  die  Tangente  der  Curve  im  Punkte  n  zu  finden,  kon- 
stmire  man  die  beiden  Ebenen,  welche  den  Kegel  K  län^s  n,  Ki 
linf^s  9ij    berühren;    so  ist  sie  deren  Durchschnittslinie.    Bedenkt 
■an  nämlich,  dass  bei  einem,  einem  Kcuelschnitte  eingeschriebe- 
nen Fünfeck  die  Tangente  in  der  einen  Ecke  die  Hauptgegenscite 
dio»er  Ecke  in  einem  Punkte  trifft,  welcher  mit  den  Durchschnitts- 
punkten  zweier  anderer  Seitenpaare  in   gerader  Linie  liegt,    und 
überträgt  man  diese  Eigenschaft  auf  das  dem  Kegel  K  eingeschrie- 
bene Fünf- Flach,    dessen  Kanten  der  Reihe  nach  r/,  a,  b,  c,  d 
lein  mögen,    so  findet    man  die  erstere  von  jenen  beiden  Berüh- 
rangsebenen,  wenn  man  noch  die  Ebene  ndXe^X,    welche  die  ab 
in  der  Linie  s  schneidet,  diese  letztere  mit  dem  bereits  gefunde- 
nen Durchschnitte  r  von  cd  und  an  durch  eine   Ebene  verbindet, 
nnd  durch  die  Gerade  f,  wo  letztere  die  bc  schneidet,  und  durch 
«^ine  neue  Ebene  legt;    diese  nämlich  berührt  K  längs  n.     Die 
lodere  Berührungsebene  ergibt  sich  auf  iihnlicbe  Weise. 

In  der  Ebene  der  Punkte  b,  c,  D  ist  zu  dem  gegenwärtigen 
Zwecke  nur  noch  Folgendes  hinzuzufügen.  Man  zietic  die  Gerade 
Dn',  welche  die  a'b  in  s  schneidet,  sofort  die  Gerade  sc,  welche 
die  bc  in  t  schneidet,  und  verbinde  t  mit  n'  durch  eine  Gerade. 
Wiederum  ziehe  man  Din^',  welche  die  a|'b|  in  8|  schneidet,  so- 
fort ^itj,  welche  die  bc  in  tj  schneidet,  und  verbinde  t,  mit  n/ 
durch  eine  Gerade.  Endlich  verbinde  man  den  Durchschnittspunkt 
der  Geraden  m'  und  tin.'  mit  dem  Punkte  n  durch  eine  Gerade; 
so  ist  letztere  die  gesuchte  Tangente. 

Theil  X.  14 
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y)    Die  TaiicentB  hi 


1  iHid  Im 
Piinljt  niil  vier  der  EflReUeneii  BecliJ! 


e  t)  utiil  Dl , 


■ßenif  vier  Gerade,  weMwiMMeo 
dis  Pimbtu  verliincien ,  liestinunen 
«iiKti  Ke;;»!  K^.     Mun  «uche   n'le  iiben    dif^jenitre  Ebene.    weldM 
dteHeii  Keitel   läni;s  jener  Taiijiente  beriiltrl ;    ao  ixt  dieselbe  Back 
l.ckrsnt/.  T).  ä'ie  tierubrungseheau  der  ('unc  im  Punkte  n. 

»weien  der  gegeliciicn  sechs  Punkte,  a.  D 
Imal  Rlrtf  Geriirfc  u,  0.  c,  il,  f  und  o, ,  *,. 
jedesmaliiteu  fiinf  Übrigen  Piiiikten  a,  b,  C, 
und  a,  b.  C,  ö,  /);  eu  treffen  die«e  (ienideu  die  im 
■{iiiime  heliebig  gegebene  Ebene  in  den  Punkten  a',  h',  c',  9',  e* 
und  fl|',  b|'.  fi',  t>i',  fj'.  wo  t'  und  l','.  clicnKiinie  rund/,,  eicli 
vereinii^cn.  Jctxt  lege  ntnn  durch  die  erstcrcn  Rhif  l'utikte  eintn 
Kei;otsi.'hnitt  2t,  und  duruh  die  li-tzlercn  rünf  Pnnkle  einen  Ke^- 
s(<hnilt  3t,.  und  (Jiichc  die  drei  (resj».  ziici-oder  einen!  fibfif;«» 
Punkte,  welrlio  S  uiu!  Ä,  au^^or  dem  Punkte  {e'fij  geitidn 
haben;  ca  sind  diese  die  Ihirclistdinlttspirnktc  jener  Lhene  mit 
der  durch  die  ßcijebeuen  sechs  Punkte  j^henden  Curve.  Denn 
diene  KrgeUchiide  gehüren  den  durch  die  Punkte  />,  h^,  t3» 
f^cheitel,  und  durch  die  Cur^c  erzeugten  Kegeln,  und  fnlt:l'>eh  elft 
jeder  den  erstereii  gemeinceliurtticfie  Punkt,  itBleher  nicht  tiuf 
dem  gern  eins  chnftii  oben  Striihle  der  Kegel  liegt,  der  Curve  eelb« 
au,  —  Es  inusH  über  bemerkt  u erden,  diiax  Hie  Aurgube:  Weim 
vnn  zwei  Kegelschnitten  ein  DorehscIinittxpnNkt  bekannt  iot.  die 
flbnsen  zu  linden  —  eine  Aufiiitbe,  nnf  welche  nuch  die  Verdop- 
iielunf!  des  Wfirl'els  zurOckk^mnit  —  sehti'erlleb  ndttcla  den 
Mostien  Linenlü  und  eine«  Tealen  Kreises  geliist  werden  kiuni. 
Duell  liissen  siuh  jedeemul  ein  Kreis  und  eine  gleichseitige  Hype^ 
Iji'l  lindeu,  deren  Dorchsehnitte  jene  Pnnkte  sind,  wovon  Art 
(•rund  im  Hteu  Theile  des  Archivs  S.  10.,  Lehrs.  '>i.,ü)  uud  /)  uud 
ä.  24.  zu  suchen  ist. 

r)  Die  Sfmlib.Ti  eine«  Punktes,  welche  den  »liramtliehen  Strah- 
len eines  Kcgeh  xwoilen  (ürades  iiurallel  sind,  bilden  einen  den 
letzteren  congruenten  Keget ;  sind  daher  Rfnf  Paar  Strahlen  iwdcr 
Kegel  zweiten  (irades  parallel,  s«  ist  jeder  Strahl  des  einen  tAnvm 
Strahle  des  :iiideren  pandlel.  Hierauf  beruht  folgende  Konstrak- 
tion:  M.au  xiehc,  wie  vorhin,  die  lieraden  n.  b,  c,  il ,  f  und  v,, 
iiy,  (-, .  '/i./i.  und  sndnnn  durch  einen  der  Punkte  I),  Oy,  Z.B. 
durch  l).  mit  d'*n  Strahlen  a^,  b,,  c,,  il^  des  nndcren  iFie  psnl* 
lelcn  Strahlen  «".  A",  e",  rf".  Eine  beliebige  feste  Ebene  nerde 
ifiin  o,  ft,  c,  d,  a",  y ,  c",  d*  und  (e/,)  der  Reibe  mich  hi  tlon 
Punkten  a',  b',  c',  Ö',  «",  b",  c",  Ö"  und  (e'f")  cesehiiitten. 
Man  lege  durch  a',  b',  d ,  0',  e' einen  Kegelschnitt  ^' ,  und  dardi 
a",  b",  e",  ö",  f"  einen  zweiten  S".  suche  die  Punkte  p.  q,  r. 
wek'he  R'  und  S"  ausiser  (e'f")  gemein  buhen,  und  xiehe  durch i) 
nach  diesen  Punkten  die  SirahUn  p,  o,  r  (mit  welchen  die  Strah- 
let) pi,  ift,  r,  des  Punktes  />i  purallcl  sein  mrigen):  sn  beslnii* 
nien  ;j,  q.  r  die  Richtungen  dreier  unendlich  entferntet 
Punkte  der  Curve,  Sacht  man  ferner  die  beiden  Ebanem 
welche  die  durch  a,  b,  c,  d,  f.  und  n, ,  6,  ,  c, ,  r/, ,  (\  bestiiMi- 
ten  Kegel  A',  K,  längs  »  und  />,  (uder  tj  und  ^ .  r  und  r,)  berftli* 
ren,  so  ist  ihre  Durcbscbnittsltaie  die  Tangente  der  ('urve  in  dea 
Punkte,  nach  welchem  p(^,t)  gerichtet  i^it.  d.  h.  eine  Asvinf»- 
tittenliti-ie  derscllten ;     und  zieht  man   durch  zwei  der  Putikte ü 
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b,  c,  0  mit  p  die  Parallelen  m,  st  und  sucht  die  Ebene,  welche 
doi  durch  jene  Asymptote  und  die  Geraden  p,  pi ,  m,  it  bestimm- 
ten  Cylinder  längs  der  ersteren  berührt,  so  hat  man  die  Berilh- 
mgsebene  der  Curve  in  jenem  unendlich  entfernten  Punkte,  d.  b. 
ane  Asymptotenebene  der  Curve. 

Die  unter  a)  angestellte  Betrachtung  hat  zugleich  ergeben : 

Lehrsatz    6. 

Durch  sechs  im  Räume  beliebig  gegebene  Punkte, 
▼OD  welchen  keine  vier  in  einer  Ebene  liegen,  lässt 
•ich  allemal  einer,  aber  auch  nur  ein  einziger  räumli- 
cher Kegelschnitt  der  dritten  Ordnung  legen. 

Femer  folgt  aus  f)  und  Lehrsatz  3. 

Lehrsatz    7. 

Sind  im  Räume  6  beliebige  Punkte  gegeben,  so  sind 
in'jeder  beliebigen  Ebene  15  Punkte  gegeben,  in  wel- 
Atfk  die  Verbindungslinien  der  ersleren  die  Ebene 
scbneiden;  durch  je  fünf  dieser  Punkte,  welche  den 
Strahlen  je  eines  der  gegebenen  sechs  Punkte  ange- 
kBren,  geht  ein  bestimmter  Kegelschnitt,  im  Ganzen 
•tchs  Kegelschnitte;  und  diese  Fetzteren  haben  nicht 
oir  paarweise  jene  15,  sondern  alle  zugleich  im  Allge- 
meinen auch  noch  entweder  einen  oder  drei  besondere 
Pvnkte  gemein. 

Die  unendlich  entfernten  Punkte  der  in  Rede  stehenden  Gurre 
bieten  den  natürlichsten  Eintheilungsgrund  ihrer  Arten  dar.  « —  Von 
den  Durchschnittspunkten  p,   q,  r  ^r  unter  e)  gedachten  Kegel- 
sdiiiitte  !R',  &^  sind  im  Allgemeinen  entweder  nur  einer  oder  alle 
(bei  Torhanden.      Im  Besonderen  aber    können  auch  zwei  derseK 
ben  oder  alle  drei  sich  vereinigen,    d.   h.    mit    andern    Worten: 
jene  Ke4(elscbnitte  können  ausser  dem  Punkte  (e'f'O   einen  Punkt 
p  Qod  einen  Punkt  (qr) ,  in  welchem  sie  einander  berühren,  oder 
iber  nur  noch  einen  einzigen  Punkt  (Wt),    in  welchem   sie  sich 
tefailiren,'  gemein  haben.    Ein  fünfter  Fall,  dass  einer  der  Punkte 
p,  Q,  r  sich  mit  (e'f'O  vereinige,  ist  hier  nicht  zulässig,  weil  dann 
Ae  Kegel  K,  Ki  einander  längs  ihrem  gemeinschaftlichen  Strahle 
ißfii  berühren ,    und  hiermit  die  Curve  selbst  in  einen  gewuhn- 
neo  Kegelschnitt  ausarten  würde.    Entweder  also  1)  wenn  über^ 
kuipt  nur  ein  Punkt  p  existirt,  hat  die  Curve  nur  einen  ein- 
sigen nnendlich  entfernten  Punkt    und  in  demselben  eine 
Asyroptotenlinie  und  eine   Asymptotenebene  von  end- 
iicker  Entfernung.      Unter  allen  Kegeln^    welche  sie  erzeugt, 
gibt  es  also  nur  einen  einzigen  Cy linder  und  zwar  einen  ellipti- 
•dien.    Sie  mag  daher  selbst  eine  räumliche  Ellipse  heissen. 
Oder  2)  wenn  orei  Punkte  p,    q,    r  getrennt  von  einander  existi- 
reu,    besitzt   die   Curve   drei    unendlich    entlernte    Punkte 
mit  drei  Asyroptotenlinien  und   drei  A^y mptotcnebenen 
teo   eiidliclier   Entfernung,    und   es   gibt   dann   unter  jenen 
Kegeln  drei  hyperbolische  Cylinder,  deren  Asymptotenebe* 
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nen  paarweise  parallel  sind.  Die  Cnrve  heisse  dann  eine  rii 
liehe  Hyperbel.  3)  Wenn  es  einen  Punkt. p  und  einen  Pa 
(i|r)glbty  hat  die  Curve  nur  zwei  unendlich  entfernte  PunI 
mit  einer  unendlich  entfernten  Taneente  und  einer  Ära 
tote  und  zwei  Asymp totenebenen  von  endlicher  Entfernung.  Ua 
den  von  ihr  erzeugten  Kegeln  ist  ein  hyperbolischer  ood  < 
parabolischer  Cylinder,  die  eine  Asymptotenebene  des ers 
ren  mit  den  die  Kegel  K  und  K^  längs  {qr)  berührenden  Ebern 
die  anderen  mit  der  die  Geraden  p  und^  {qr\  verbindenden  Ebc 
und  zugleich  mit  den  Durchmesserebenen  aes  anderen  Cyliodl 

Carallel.  In  diesem  Falle  möge  die  Curve  eine  (räumliche)  par 
olische  Hyperbel  heissen.  4)  Wenn  es  einen  PnnKt  {gi 
gibt,  hat  die  Curve  nur  einen  unendlich  entfernten  Paif 
und  in  demselben  sowohl  eine  unendlich  entfernte  T.a; 
gente  {ils  Beruh  rungs  ebene;  und  es  befindet  sich  unter  dl 
von  ihr  erzeugten  Kegeln  nur  ein  einziger,  nämlich  ein  parabi 
scher. Cylinder.    Dann  heisse  dieselbe  eine  räumliche  Parab« 

* 
Lehrsatz    8. 

Ein  räumlicher  Kegelschnitt  dritter  Ordnung  h 
entweder  1)  drei  unendlich  entfernte  Punkte  ohneai 
endlich  entfernte  Tangenten  und  Berührungsebenf 
(räumliche  Hyperbel);    oder  2)  nur  einen  unendlich  entfer 


lische  Hyperbel);  oder  4)  nur  einen  unendlich  entfernfi 
Punkt  mit  einer  unendlich  entfernten  Tangente  ai 
Berührungsebene  (räumliche  Parabel). 


H. 

Der  vorigen  Betrachtung  steht  eine  andere  zur  Seite»  weid 
von  der  Frage  ausgeht:  Wenn  zwei  collineare  Ebenen  tc 
beliebiger  Lage  im  Räume  gegeben  sind,  welche  ei) 
ander  entsprechenden  Geradenpaare  werden  dann  i 
je  einer  Ebene  liegen,  und  welche  Curve  oder  Fläd 
werden  diese  Ebenen  umhüllen?  Der  Gang  der  Betrac 
tung  bleibt  natörlich  derselbe,  und  es  wird  daher  hinreichen,  b 
die  Resultate  anzugeben.  Die  Nummer  der  Sätze  wird  immer  i 
gleich  die  der  früheren  reciproken  Sätze  sein. 

Lehrsatz    1. 

Sind  im  Räume  zwei  collineare  Ebenen  in  beliel 
ger  schiefer  Lage  gegeben,    so   gibt  es   in  denselb' 
unzählige  Paare   entsprechender    Geraden,    welche 
einer  Ebene  liegen,  und  zwar  bilden  alle  dieseEbeK 
nebst  den  beiden  gegebenen  Ebenen' eine  Curve  do 


Krfimmuiif;  d 
[n  keidpn  Ef)(!iieii 
ttitcl 


itter  Klniüse,  itn<l  diese  nirtl  1  it  <li«- 

von    den  jun  i);riii    (■4trn(len,    vte  leite 

Uurt-Iiscliflil  tsliriie   entspretlicii,    und 

l'unktcn  hcnlhrt.  deren  enfsiirecbende  in  der  Durtli- 

firGaw  der  Ebenen  und  in  den  bvtrefrcnden  Tan^'enlcn 


■&„ 


illirlli 


dtr   üe 


.de 


iirvIoT  Hellt  erliegenden  roltin  euren  Ebenen  verbindeu 
Rkallrn  zivf'i  KeeoUchnitte,  welche  ein«  Tangente 
««In  habi^ii  und  Ml  iliesen  Eltem-ri  liet;eu.  .SSmmt- 
bv  T»ni:ent<-n  der  von  jenen  Ebenen  gebildeten  Ciitve 
tp)>e)t«r  Krümmuhs' dritter  Klasse  Hiiid  die  Verbin- 
BBgtlinien  der  Punktonpan  re,  in  welchen  je  eine  jener 
bcDt-n  die  beiden  KegcUehnilte  berühr'l:  insbesnn- 
nd  die  in  den  beiden  Ebenen  liegenden  Tungen- 
)in  4eT  Curve  diejenigen  »wei  Tan({enten  der  Kegel- 
ehlitte.  welche  nach  den  Bprilhriin!{N|Minl(tcn  der  Uurch- 
llnUtKl  iuie  Jielder  Ebenen  nnd  des  jedeRmuMgen 
sdervn  Keiiclsehnittes  eclten;  und  die  Uertlhrung»- 
inkle  .ler  Turve  In  den  beiden  Ebenen  «ind  die  ße- 
IbrangApunkto  der  beiden  Kegelschnitte  und  der  eben 
Winntvn  TangGiiteii. 

ßedeuki  man,  dosn  ein  Kegel  entsteht,  ttenn  eine  Schuur  von 
Hhmci  zvifi  Kegelerlinitle  im  Kuiiniu  umbiillen  und  in  einem 
lütft  (Sciieilel,  Mittel  (in  iikt.  fenlruai  des  Kegels)  sich  schnei- 
I.  «ict  ober  wenn  dieselben  die  entsprechenden  Strahlen  paare 
»ri«  im  Kuunie  beliebig  liegenden  coiiccnlrischen  ebenen  Strahl- 
kMiel  terbinden.  so  wird  liian  es  imtfirlich  linden,  die  in  Rede 
>  Curve  einen  excentriscben  Kegel  dritter  Klasse 
B  BdiDen. 


Eine  jrdc  Ebene 
UKlaaee  ulrd  \on  l 
«»TkDSvnlcn.  und 
llbM  luden  Punkte 


i'ines  exce  n Irischen  Kegels  dril- 
lieii  übrigen  Ebenen  desselben  in- 
von  sKmmtlichen  Tangenten  des- 
i  eines  Kegelschnittes  geschnÜlcn. 


Lehrsatz    i. 

Je  swei  Rhenen  eines  excc  niriscbeu  Kegels  dri 
lnlit&»t(r  »ind  in  Ansehung  der  (Jeraden-  nnd  Pnn 
Itupaar«,  in  denen  sie  von  sSmmttichen  Ebenen  ni 
TkBi^cutvn  de«  «THteren  geschnitten  werden.  coUinei 


Ein  Bxccntrischcr  Kegel  dritti 
JHcr  ■«Iner  Ehonen  In  dcmjenige 
■tTthtnc  von  ihm   erzeugten  Keg 


r  Klaxsc  »ird  v.>>i 
Punkte  des  in  dic- 
•Ufhnttles   berOhrl. 
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in  welchem  dieser   letztere  von  der  betreffenden  T^^i 
gente  des  ersteren  berührt  wird. 

Aufgab  e. 

An  sechs  im  Räume  beliebig  gegebene  Ebenes 
einen  excentrischen  Kegel  dritter  Klasse  zu  legen^ 
nämlich:  cc)  für  jeden  Punkte  welcher  auf  der  Durcb-^ 
scbnittslinie  zweier  der  sechs  Ebenen  liegt,  die  durch' 
ihn  gehende  dritte  Ebene  der  Cnrve;  ß)  die  Tangen- 
ten und  y)  die  Berübrunespunkte  der  Curve  in  diese» 
Ebenen;  d)  die  Ebenen  der  Curve,  welche  durch  elieo 
im  Räume  beliebig  gegebenen  Punkt  gehen,  und  insb^* 
sondere  €)  diejenigen,  welche  mit  einer  gegebenen  6e« 
raden  parallel  sind,  zu  finden. 

Lehrsatz    6. 

An  sechs  im  Rnume  beliebig  gegebene  Ebenen,  von 
denen  keine  vier  durch  einerlei  Punkt  gehen,  lässt  flieh 
allemal  einer,  aber  auch  nur  ein  einziger  excentrischer 
Kegel  dritter  Klasse  legen. 

Lehrsatz    7, 

Sind  im  Räume  sechs  beliebige  Ebenen   gegeben,   so  gehen 
von  einem  beliebigen  Punkte  des  Raumes  nacb   den  Durd^* 
Schnittslinien  jener  Ebenen  15   neue  Ebenen;   je  fünf 
dieser  letzteren,   welche  nach  den  Durchschnittslinies 
einer  der  sechs  ersteren   mit  den    fünf  übrigen  geben» 
umhüllen  einen  bestimmten  Kegel  zweiten  Grades,^  im 
Ganzen  sechs  Kegel;    und  diese  letzteren  werden  nicht 
nur  paarweise  von  den  15Ebenen,  sondern  alle  zugleich 
auch  noch  entweder  von  eine^r  oder  von  drei  besonde' 
ren  Ebenen  berührt 

Lehrsatz    8. 
(Ohne  eigentliclie  Reciprocität) 

Unter  allen  excentrischen  Kegeln  dritter  Klasse 
besitzt  nur  derjenige  eine  unendlich  entfernte  Ebene, 
und  daher  auch  eine  dergleichen  Tangente  und  Berüh- 
rungspunkt,  welcher  von  zwei  Parabeln  erzeugt  wird. 
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^mOge  Betraclifongren  aus  der  höheren 

Oeometrie- 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  O.  Schlö  milch 

an  der  Universität  zu  Jena. 


Es  sei  in  Taf.  IV.  Fig.  8.  O  der  Anfangspunfet  rechtivinkUeber 
iWdioateD  OM=ar,MP=y  und  PQR  eine  willköhrliche  Curve, 
li  reiche  im  Punkte  P  eine  Taneente  ST  eelegt  ist.  Conntruirt 
■n  tu  OM  und  der  Subtaagente  mS,  die  mit  s  bezeichnet  H^erden 
Ifige»  die  mittlere  harmonische  Proportionale 


ML= 


••  kann  das  Rechteck  aus  ML  und  MPy  nämlich  LMPN,  in 
^ead  einer  Relation  zu  der  über  der  Abscisse  liegenden  Flüche 
vMPQR  unserer  Curve  stehen;  so  wäre  £S  z.  B.  siuglioh«  cUss 
Ar  OMPQR=u 

— -j—  y = ti ,  oder = 2u ,  u.  s.  \v. 

ffbe,  wie  diess  z.  B.  bei  der  Parabel  der  Fall  ist*).    ARgemeiner 
Mgedrückt,  konnte  überhaupt 

Mio,  nnd  es  würde  nun  darauf  ankommen ,  diejenige  ('urve,  d.  h. 
lire  Gleichung  v'=f{x)i  zu  bestimmen,  in  welcher  die  genannte 
S||eMchaft  statt  fände.  Man  brauchte  aber  nicht  gerade  zwischen 


)Fär  die  Parabel  y  =  V^  ist  bekanntlich  w=|  jrj^,«t=2r,   also 
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X  und  5  die  mittlere  harinoDische  Proportionale  zu  constr 
man  konnte  diess  auch  zwischen  22:  und  s ,  3j?  und  $  y  oder  '  x 
u.  8.  f.  9  überhaupt  zwischen  irsend  einer  Linie  z  und  i,  y\ 
gesetzt,  dass  %  auf  bekannte  Weise  von  x  abhängt^  also 
z=t(;(a:)  ist.  In  dieser  Allgemeinheit  aufgefasst,  würde  du 
Aufgabe  lauten : 

Es  wird  die  Gleichung  derjenigen  Curve  gesuci 
welcher  die  über  der  Abscisse  x  stehende  Fläche  \ 
Ordinate  y  und  die  Subtangente  $  durch  die  Relati 

mit  einander  verbunden  sind,  wobei  (^(tf^  und^(x] 
willkübrliche  Funktionen  erster  Diinension  bezeichi 

Die  Gleichung  (1)  lässt  sich  auch  in  der  folgenden  Ges 

öder,  nach  Multiplikation  mit  y^  in  der  nachstehenden 

y  1 2_   2 

darstellen,  und  fuhrt  in  derselben  sogleich  zur  Differenzialglei 
der  gesuchten  Curve.    Da  nämlich 


ist,  so  folgt  umgekehrt 


u=  /  ydx 


du 


Ferner  gilt  zur  Bestimmung  der  Subtangente  einer  Curve  die  1 

dy 

woraus  man  sogleich  erhält 

y       dy      d^u 
s       dx      dx^ 

Substituiren  wir  jetzt  die  unter  (3)  und  (4)  gefundenen  Aus( 

y 

für  y  und  —  in  die  Gleichung  (2) ,  so  wird 


dhi         1     du         2    /du^ 
rfa;«  +  fiß(x)dx^  q>{u)\dxj 
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Mkr 


dht   ,    „  du       „/du\* 


«it«  +  ^  Ar 
wobei'der  Bequemlichkeit  wegen 


=  K0'         «> 


i/;(x)  g)(u) 

gesSetst  worden  bt.  —  Das  Integral  der  Differenzialgleichong  (5) 
wSrde  uns  nun  u  als  Funktion  von  ac,  also  etwa  u=F(;r)-f-C 
geben ,«  wobei  die-  Constante  so  bestimmt  werden  muss,  dass  fiir 
jr=:0  auch  tcrrO  wird,  und  darauf  hätte  man,  um  die  Relation 
zwischen  y  und  a:  zu  finden,  blos  eine  simple  Differenziation  no- 
thig^  namiicb  zufolge  der  Gleichung  (3)  wäre  y  =  ^  (jc)> 

Die  Integration  der  Differenzialdeichung  zweiter  Ordnung  und 
zweiten  Grades,  auf  welche  wir  in  Nro.  (5)  gekommen  sind ,  würde 
sehr  leicht  sein  9  wenn  das  Glied  auf  der  rechten  Seite  =0,  die 
Gleichung  also  von  der  Form 

iPw       «,  dv     ^ 

wire;  denn  man  hätte  dann  fur^  =  fi?: 

S  +  ^—O  (7) 

oder 

dw  ^. 

w 


fw 


=  —  /  Xdx  +  Const , 


oder,  wenn  man  den  cons tauten  Faktor  mit  x  bezeichnet, 

dv 


dx 


z^xer-J^^  (8) 


QDd  hieraus  wäre  i;  durch  eine  neue  Integration  leicht  zu  entwickeln. 
I)a  nun  die  Gleichung  (7)  bis  auf  die  rechte  Seite  formell  mit  der 
SQ  integrirenden  identisch  ist,  so  liegt  die  Vermuthung  sehr  nahe, 
das«  auch  ihr  Integral  von  ähnlicher  Form  sein  werde ;  wir  setzen 
^er  conform  mit  (8) 

g=xe-/r-x  (g) 

aber  mit  dem  Unterschiede ,  dass  wir  hier  untei"  %  nicht  eine  Con- 
atante,  sondern  eine  erst  noch  zu  bestimmende  Funktion  von  x 
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oder  u  verstehen.    Durch  Differenziation  von  (9)  ergiebt  sich 


oder,  wenn  man  filr  die  Exponentialgrusse  ihren  Wertb  aus  Nio.  (9) 
substituirt,  ■ 


dhi /d%  ^     y\  1  du 


Schreibt  man  nocb-j-  .  ^flir  t~,  so  wird 


dx^ 


8otl  nun  die  CHeitfcong  Nro.  (9)  fn  der  That  das  erste  Integnl. 
▼on  der  Differenzial^leicfaung  (5)  darstellen,  so  muss  die  Gleicfamig 
(10)  mit  der  in  (5)  identisch  sein;  da  auf  der  linken  Seite  diese 
Identität  bereits  statt  findet,  so  brauchen  wir  blos  die  rechten 
Seiten  zu  vergleichen,  und  daraus  erhalten  wir 

%du      ^' 
d.  h.  eine  Gleichung,  welche  zur  Bestimmung  von  %  dient,  nämlich: 

I 

U  =  /  üdu  + Consta  I 

wobei  zur  Abkürzung  e^*^^=  C  gesetzt  worden  ist.  Substitairen 
wir  den  Wertb  von  x  in  die  Gleichung  (9),  so  wird 

dx      ^         '-^ 

oder 

rfiA.  e-f  v^^=  Cdx .  e-f  x^', 

^  i 

Qod  da  hier  die  Variabelen  getrennt  sind,    so  ergiebt  sich  dordi    j 
•Integration  '  3 

fdu/e-f^^^cfdxe^^^'+C  '  ^U)       \ 

als  vollständige  Integralgleichung  der  Diffcrenzialgleichung  (5).  Nach 
geschehener  Integration  lost  man  sie  nach  u  auf,  bestimmt  die 
willkiihrlichen  Constanten  so,  dass  sich  u  mit  x  gleichzeitig  ae- 
iMiHirt,  und  erhält  dann  die  gesuchte  Gleidumg  swischen  y  und  jr 
mit  Hölfe  der  Fornei 
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du 


(12) 


Ab  erstes  Beispiel  betrachten  wir  die  Spezialisining  9  (u)  =  ti, 
t(x)=x,  also 

U  X 

Es  giebt  dasselbe 

-/t7rf«=z(l).-/irf.=/(i); 

fblgRdb  ist  die  Integralgleichung  (11) 


fdul=cfd.\^C 


u 
id  trean  wir  C= — a,C=-b  setzen: 

1 


wobei  in  der  That  «=0  ist  ftir  2>=0.  Nach  (12)  ergiebtsich  nun 

I 

b 

als  Gleichung  derjenigen  Curve»  ia  welcher  die  Coordinaten  mit 
4er  FIftche  u  und  der  8ubtaiigente  i  durch  die  Keiation 


11  = 


y 


Terbunden  suid^  wovon  man  sich  such   leicht  a  posteriori  über- 
kann. 


K  X 

FQr^(«)2=:-->  ^  (a:)=  — >  wo    n   eine  von    der  Einheit  ver- 
adUedene  Ztdd  bedeutet ,  wird  C7=  —  ,X='—y  und  folglich 

w  X 


Die  htegtalgleicbung  (10)  geht  dabei  in 
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*    oder 


'  ^       *    +C' 


2«— 1  tt^2«-*  n  —  1  a:«~i 

über,  woraus  man  für 


sehr  leicht 

findet.    Hierdurch  bestimmt  sich  dann  u  und  y  sehr  leicht    Die 
zugehörige  Relation  zwischen  x,  y^  u,  $  ist 

.1 
-  2— j:5 

1  '  n 

-ti=T y 

— arVf  * 


oder 


M=  — TT — v.V,  (14) 


und  es  ist  also  in  diesem  Falle  u  einem  Rechtecke  gleich ,  wel- 
ches die  Ordinate  zur  einen  und  die  mittlere  harmonische  Pro- 
portionale  zwischen  Abscisse  und  »facher  Subtangente  zur  aaderen 
Seite  hat.    Für  n=2  giebt  diess  z.  B. 

t 
wobei  u  mit  x  gleichzeitig  verschwindet  >  und  ferner 


g  4  )•       1 

»-3\  x^(a-Ox)*' 


Giebt  man  den  Constanten  u  und  b  spezielle  Werthe,  so  ergeben 
sich  besondere  Formen  unserer  Curven;  z.  B.  aus  (13)  fi3r  6=0 

i__ 

woraus  man  durch  Differenziation  oaeh  x  und  Cur 

sehr  leicht  erhält: 
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also  Curveoy  welche  unter  das  Geschlecht  der  Parabeln  gehören, 
«eon  l>2ii  lAt;    ffir  nz=i  ist  z.  B. 

y  =  A:  V^, 

■nd  io  der  That  wird  hierdurch  die  Gleichung  (14)  Hir  n  =^  i  be- 
finedi^;  für  ii  =  $  erhält  man  die  sogenannte^ ei Tsche  Parabel, 
die  EVohite  der  Archimedeischen. 


ITebnngTsauff^aben  fttr  Sclifiler. 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  O.  Schlo  milch 

an  der  UniTersitöt  za  Jena. 


Med  soll  die  folgende  Regel  zur  Beurtheilung  der  Convergenz 
oder  Divergenz  der  Reihe 


tto  +  Ui+tia  +  ti3+ 

beweisen.    Wenn  die  Reihe 

«0     »o  +  wi      «o  +  ««i+tta      '" 

coBTer^irty  so  ist  diess  auch  mit  der  obigen  der  Fall,   und  wenn 
dße  Reihe 


««o  +  «i      «o  +  «i+tta     «o  +  Mi  +  «a  +  W3 
diyergirt ,  so  divergirt  auch  die  anfangs  genannte. 


VoD  dem  Mittelpunkte  eines  dreiachsigen  Ellipsoids  sind  Per- 
pendikel auf  die  Tanjgentialebenen  desselben  gefällt ;  man  soll  nun 
Se  Gleichung  derjenigen  Fläche  aufstellen  >  welche  die  Fusspunkte 
Senkrechten  in  ihrer  €ontinuität  erzeugen. 
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miscelle 


Ueber  den  Brinkley'schen  Satz  vom  Mantel  des  scfaiefioi 

Cylinders. 

Von 

dem  Herausgeber. 


Brinkley  hat  die  folgende  Bestimmung  des  Mantels  dum 
schiefen  Cyfinder»  mit  kreisförmiger  Basis  gegeben ,  welche,  00 
einfach  und  so  leicht  sich  ganz  von  selbst  darbietend  dieselbe  I 
auch  ist ,  (Voch  verdient ,  allgemeiner  bekannt  und  bei  dem  Elemen-  < 
tarunterrichte  benutzt  zu  werden ,  da  sie  auch  sehr  wohl  eine  gans  -* 
elementare  Darstellung  gestattet.  Dieselbe  scheint  fibrigens  von 
dem  genannten  Mathematiker  schon  vor  Iftngerer  Zeit  gegeben,  und 
nur  erst  jetzt  in  einigen  französischen  und  englischen  Jouriiale^t 
von  Neuem  hervorgehoben  worden  zu  sein.  Bei  dem  geometrl^ 
sehen  Elementarunterrichte  ist  es  wohl  manchem  Lehrer  ischoa 
eben  so  unangenehm ,  wie  oft  dem  Verfasser  dieses  Aufaatses ,  ge- 
wesen, in  der  Lehre  vom  Cylinder  sagen  zu  müssen,  dass  die  Be- 
stimmung des  Mantels  des  schiefen  Cylinders  in  den  Elementen  sich 
nicht  geben  lasse  und  nur  durch  Kunstgriflfe  der  hohem  Mathematik 
möglich  sei,  überhaupt  den  Anfänger  ohne  alle  Auskunft  über  dio* 
8en  Gegenstand  lassen  zu  müssen. 

In  Taf  IV.  Fig.  9.  sei  ABA'B'  der  durch  die  Axe  eines  schie- 
fen Cylinders  geführte,  auf  seinen  beiden  parallelen  Grundfl&ciieo " 
senkrecht  stehende  Schnitt.  Legt  man  nun  durch  die  beiden  Punkte 
B  und  B'  zwei  auf  der  Axe  des  schiefen  Cylinders  seokreeht 
stehende  Ebenen,  so  erhält  man  den  zweiten  geraden  Cylinder 
BCB'C' ,  und  aus  dem  Princip  der  Symmetrie  erhellet  auf  der 
Stelle,  dass  die  beidefi  krummflächigen  Mäntel  der  Körper  ABC 
und  A'B'C  einander  gleich  sind,  der  schiefe  Cylinder  ABA'JP 
und  der  gerade  Cylinder  BCBfC  also  offenbar  gleiche  MfiAtd 
haben,  so  dass  folglich,  wenn  wir  die  Mäntel  dieser  beiden  Cylio- 
der  rcspective  durch  M.  und  XCi  bezeichnen, 

ist.    Die  Grundflächen  des  geraden  (lylinders  BCB'O  sind  aber 
Ellipsen,  deren  grosse  und  kleine  Axen,  wenn  die  Halbmesser  der 
Grundflächen  des  schiefen  Cylinders  durch  r,    und  der  Neigangs*    * 
Winkel  seiner  Axe  gegen  s^me  Grundflächen  durch  J  bezeichnet 
werden,  wie  sogleicn  m  die  Augen  fallen  wird,  respective 
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2r  and  2r  sinJ 


I    • 


«ad.  Uie  Hohe  des  geraden  Gylinders  BCVC  ist  der  Seite  s 
Ic«^  schiefen  Cylinders  ABÄ'W  sieicb.  Bezeichnen  wir  buh  den 
Perimeter  einer  Ellipse^  deren  Axen  überhaupt  a,  h  sind,  durch 
Per.  Ell.  (jiyh),  80  ist  offenbar 

m=*.(Per.  Ell.  (2r,  2rsin  J)|; 

ako  nach  dem  Obigen  anch 

ilf=  j .  (Per.  Ell.  (2r ,  2r sin  J)  1. 

lat  nun  aber  h  die  Hohe  des  schiefen  Cylinders  ABA'B'  y   so  iat 

h  —  jsin«/> 
folglich 

2r:2rsin  J=i :  ä=1  :  sin  J, 
•der 

2r:«  =  2rsinJ:Ä. 

Daher  sind  zwei  Ellipsen ,  welche  die  grossen  und  kleinen  Axen 
frt  Srain«/  nnd  $y  h  haben,  einander  ähnlich,  und  es  ist  folglich 
iiHibar  auch 

P^r.  Eil.  (2r,  2rsinJ):Per.  Ell.  (j,  A)=2r:5, 


Per.  Ell.  (2r,  2r sin •/)=-(  Per.  Ell.  (i,  A)  |. 

Mrt  man  diesen  Werth  von 

Per.  EIL  (2r,2rsinJ) 

hdai  obigen  Ausdruck  von  M  ein,  so  crhftit  man  sogleich 

jlf=:2r.(Per.  Ell.  {s,h)\, 

4  L  der  Mantel  eines  schiefen  Cylinders  mit  kreisfSr- 
■Iter  Basis  ist  einem  Rechtecke  gleich,  dessen  Grnnd- 
liaie  und  Hohe  der  Durchmesser  einer  seiner  beiden 
gleichen  Grnndfl&chen  und  der  Perimeter  einer  mit 
•einer  Seite  nnd  Hohe  als  Axen  beschriebenen  Ellipse 
dad;  welches  der  Ausdruck  ist,  auf  den  Brinkley  die  Hestim- 
Mag  des  Mantels  eines  solchen  Cylinders  gebracht  nat. 

Bemerken  will  ich  nur  noch ,  dass  man  bei  der  obigen  Darstel- 
kag  auch  die  Anwendung  der  Trigonometrie  oder  vielnichr  Gonio- 
■tfiie,  d.  h.  den  Gebrauch  des  durch  sin  /  dargestellten  Verh.'ilt- 
ahsexponenten,  leicht  canz  vermeiden  kann.  Die  grosse  und  kleine 
Aie  der  Grundflächen  des  geraden  Cylinders  sind  nämlich  offenbar 
AB  und  BCi  also  ganz  wie  oben 

m  =  *. {Per.  EIL  {ABy  BQ], 

ood  folglich,  weil  M=Xn  war,  auch 

M=:s.{^eT.  Eil  (Aß.  BQl 

■Am   einer  ganz   einfachen  Betraclitunc   der  ähnlichen   Dreiecke 
ABC  und  dB'D  folgt  aber  augenblicklich 

ABiBC=^BB.BD^$'.h 


AB.t=BC.h. 

ITMibar 
Per.  Ell.  {Jß,ßCj:Per.  Ell.  is.h)  =  AB:* 
ab» 

Per.EII.  (^ß.ÄQ^  — !Per.  Ell.  (»,/.)l. 
und  daher  nach  dem  Obigen 

ia=zAB.\ya.  Ell.  U,/)l. 


oder 


•M  = 


BB',  B'D)\, 

.  (s.f>)\. 

cder  der  obige  Brlnkley's 


ganz  wie  oben,  wnrai, 
Satz  folgt. 

Theoretis"*-    cP' 
nach  meiner 
Ellipse  Toraue 

Ansicht    zu  Rehea , 

eine»  schiefen  Cylin. 

ohne  alle  Belehrung 

bisher    beim    Elemeniaiuiii«mi;ni 

schehcn  muxste ,    »ubeitit  mir  di 

sehr  geeignet  zu  sein.     Vielleicht 

selben  känfti|t  bei'm  Elementarunterrichte  zu  benutzen  und  in  di 

selben  einzultibren  angemessen  finden.     Der  Umfang  einer  ElliuBe 

läset  sich  ja  neulgstens  mechanisch  mittelst  eine»   um  diesvlbe 

g«legten  Fadens  messen,    ivas  man  in  der  Praxis  vielleicbt  selbst 

seiner  Berechnung  aus  den  beiden  Äsen  vorziehen  dQrfte. 

Die  Formel  für  den  Mantel  des  geraden  Cyliaders  folgt  ahli- 
eens  leicht  aus  dem  Brinklevschen  Satze,  da  lür  diesen  Cylind«[ 
f  =  A  isf,  also  EH.  (i,  Ä)  in  tll.  (A,  A),  d.  h.  in  den  mit  der  Hübe 
h  als  Durchmesser  beschriebenen  Kreis  übergeht,   folglich 

Per.  Ell.  (*.A)=  A/t. 


!;ens  der   Brinkley'sche  Säte 
:h ,  da  er  die  llectilication  der" 
b  nur  durch  unendliche  ReihmsC 
■r    wenigstens   eine  deutliche 
der  Bestimmung  des  Manteb  ' 
nkommt,  ihn  überhaupt  nicht 
;en$tand  lassen  zu  darfen,  nit ! 
amer    geschehen   ist    und  g«- 
r  Lrinkley'srhe  Satz  in  der  That 
I  auch  andere  Lehrer  den- 


md  daher  nach  dem  Obigen 


]U  =  2r.k^=-2rAn 


ist,    welches  ganz  mit  dem  aui 
ten  Ausdrucke  Übereins (i mint. 


t  den  Elementen  allgemein  bekamt- 


■m 


i 


Uelber  einlgre  besttaninte  Integrale. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  F.  Arndt, 

Lehrer  am  Gymnaatam  za  Stralsund. 


§.  1- 

.    INe  ganie  Untersuchung,    welche  ich  im  Folgenden  anstellen 
'  f,  basirt  sich  auf  die  Werthbestimmung  des  Integrals 


«  =  /     ——ax, 

t/  OD       ^ 


vHpyO  ist.  Offenbar  muss  dasselbe  einen  bestimmten  endli- 
ma  Werth  haben ,  Rir  den  man ,  ähnlich  >vie  beim  Integralloga- 
~       eine  convergirende  Reihe  erhalten  kann.    Setzt  man  näm- 

flir  eoBX  die   bekannte   Reihe,   multiplicirt   dieselbe  mit  — » 
:,  und  macht  der  Kflrze  halber 


.9 


1  X^ 


(•)....   2'-^-2^i.2  +  41.2....4~ ^^^^' 


fcommt 


/, 


Pcosx 

X 


dx=e(p) +Ci,  wo  c, =—  e(« )  ist. 


Hier  tritt  nun  bei  Bestimmung  der  Constante  Ci  dieselbe  Schwie- 
[lUwit  wie  bei  der  des  Integrallogarithmus  ein,  indem  der  Werth 
fWao)  mittelst  der  Reihe  (a)  deshalb  nicht  bestimmt  werden  kann,  weil 
Mle  Glieder  unendlich  werden.  Die  folgende  Untersuchung  wird 
Hahrep,  dass  diese  Constante  Q  merkwOrdigenveise  die  des  Inte- 
^  *V>jKiuritlimus  ist,  was  man  noch  nicht  bemerkt  zu  haben  scheint/ 
me  Identität  der  beiden  in  Rede  stehenden  Constanten  darzu- 
M,  stellen  wir  jede  derselben  durch  ein  bestimmtes  Integral  dar. 
Ml  tat  den  Integrallogarithmus  schon  geschehen  ist,  hier  aber 
rilbfrcndig  mit  aufgenommen  werden  muss. 


TheU  \. 
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1^' 


Bezeichnet  nämlich  C  die  Constante  des  Integrallogaritfa]iiv% 

60  ist 

wo  />  >  0  sein  muss.    Könnte  man  nun  eine  Fonction  von  y,  ^ 
so  bestimmen,  dass  /      f(y)^^=^\l'P'^'{-fp{jp)»   wobei    ^p) 

%J   OD 


/>=0  nicht  unendlich  wurde,  so  hätte  man    /  1 f^Sm 

^  1     »*       1      1^ 

C— 9>(p)— /?+  Q  •  2-2  —  3  •  2  2a  "^  ®*^'  *   folglich ,  wenn  man  p  =:( 

setete: 


oder 


/;i^-A3f)|8^=c-v(0), 


und  C  wäre  somit  durch  ein  bestimmtes  Integral  ausgedrückt« 
Eine  solche  Function,  die  obigen  Bedingungen  genügt,  ist  m 


Ay)= 


;  denn  man  findet  leicht 


i^m 


aUo  g>(p)=— /(p+1),  9)(0)=0,  folglich 

wie  schon  bekannt. 

Keineswegs  ist  dies  die  einzige  Form ,  unter  welcher  C  AA 

darstellen  kann.    Setzen  wir  z.  B.  /rv)=    .,  .   ^>= ,  f  m»  tii 

kommt /J/'(y)8y=i/.p«--i/.(l+/j«),  also   9(/')=— Wd+pH 
9(0)==ö,*nd 

Auf  eine  ähnliche  Art  kann  man  nun  für  die  Constante  C^  ein  be- 
stimmtes Integral  finden*    Denn  es  ist 

y^Pcosy,.        ^      1  ,    „     1     ü*      1        p* 
Setzen  wir  also  weiter  /    f(i/)Biß=  II.  p*  +  9(p)»    90 
furp=():  p.^j 


\ 


« 


s« 


/. 


^\^-f(y)\S9=C,-vm. 


Oaich  die  beidtfH  Annahmen /•(y)=^^^q;^  und  f(y)  =  y(i^y^ 
'tt  man  also,  wie  vorhet, 

3.    Ci  =  -/'*(eosy-|-J-)^, 

Uiiteimcheti  wir  jetzt  die  sich  aus  1.  und  3.«  oder  aus  2.  und  4., 
ergebende  Differenz 


/»OD 


-«f*niK4f'^  -*^. 


(r~8^— cosy) 


y 


1  /•* 

Man  fletze  fiir—  das  bestimmte  Integral    /      p~~^8t<9  und  kehre 

die  Integration  um;   dann  kommt 

Ci  —  C=  /     (r-»— cosy)  8y  /      e-«9S« 

t/  o  t/  o 

=  /     du  I      (e~»  —  cosy)r-«s'8y. 
ist 

MgRch 

D»  e«dllchy*(i^  - j-^) 8a= /(l^) -4/.  (1  f„«)  = ./.  ö±^. 

b  M  offenbar  f^irr rx-l)^»=^'  ^-  '   Ci-C=0,  oder 

C|ssC.    Demnach  Ut 


15* 
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y 

HO  C=0,57721ö6....  ist.  . 


§.  2. 


Wenn  im  vorigen  Paragraphen  auch  hinreichend  dargethan  M;, 
dass  Cr  =  eist,  so  will  ich  doch  eine  Bestätigung  dieser  Wakv» 
heit  auf  anderem  Wege  geben,    der  uns  zu  einem  merkwQrdig«|^. 

Ausdruck  der  Function  — g führen  wird. 

Bekanntlich  entwickelt  Lejeune- Dirichlet    jy-v- dadurdk, 

dass  er  den  Ausdruck  r(a)=l     x^^'^er'*dx  nach  a  differenzifty 

wodurch  r'(a)  =  /      oca-'^  c~*  Ucdx  kommt,  nun  für  Ix  das  bestimmt» 

Integral    /     {e-y — e-*»)-^  setzt,  nnd  die  Integration  umkehrt 
Statt  dessen  nehmen  wir  me  Gleichung 

p  cosy-cosoygy^^ 

zu  Hülfe,  setzen  also  r'{n)=r^ x^'^e—dx  f    S^fyZTE^^^fjjy 
=  1  I      x^'^e-'icosy — cos :ry)  da:.  Beachtet  man' nun, dass 

Am 

I      x*^^^  e-' COS ydx=:  COS yr(a),  und 


/" 


a^^-^e-'coBXy^x=^a).^^^^^^pi 


ist,  sa  kommt 


r 

n 


'(«)_  /**  /"^n««      C08(aarctangy)\8y 

=H-7.  v"^~    a+3f»>-   /7" 


Bekanntlieh  ist  nun  die  Constante  des  Integrallogarithmus  C  da 
Werth,  welchen ^ —  für  a=l  erhält;  also  wird  die  vorher- 
gehende Gleichung  f&r  a=l  folgende: 

I 

Nun  findet  man  leicht ^  dass    \-  y~. — =~^=^r\ — ^  wt,  also  wird. 
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^="-/"G'"»-rT?)y' 


wenD  mao  diesen  Ausdruck  mit  4.  vergleicht ,  so  kommt  Ci=±C 

Herr  Prof.  Schlumilch  ist  in  einer  Abhandlung  ,^Not es  so r 
fvelqnes  integrales  döfin  ies''(Crelle'sJourn.Bd.33.fp.3I6.) 

mt  die  Functbn  C+  J/.p*-  ä •^+  *  •  i~2"4""®*^'  g^^^hrtwor- 
;   ich  weiss  nicht,   ob  er  bemerkt  hat,   dass  dieselbe  gleich 


^By  ist    Ich  werde  im  Folgenden  die  Schlumilchsche  Be- 

Mchoiing  wählen,  nach  welcher 

C+i/.p»  - 1 .  f^  +  J .  j-|^  -  etc.  =  C»(;^)i 
m  dämm  also  anch 


§.  3. 

lieber  die  integrale  if=  /     i ,v-^l      i 

Wird  x=ay  gesetzt,  so  kommt 


IC 

eder  für  aA:=m: 


y*®  cos  abydy      _  /**  sinaftySiy 


/*•  cosTiurdo?      /•*  sin??ur8:g 

_                  .           ,                      1                    /?*C08w(y— l)&w 
Setzt  man  ferner  l+ar=v,  so  kommt  ic=/ ^^^ ^> 

.V  ^  /      i3LlL22z^  folglich  durch  Auflosung  des  Cosinus  und 


/*®  cosmvdv  .    .        /**  sinwiy^ 
«= cosm  /      -^^  +  sin  ?/i  /       -— ^  8y, 

t/  1         y  u  \        y 

•—««•»  /**  sjü^y      ..„^  /•*  co8iiiy8y 

Voo  diesen  beiden  Integralen  ist  /      ^21!^&  in  §.  1.  und  §.  2. 
fl|itirid[eit  wü  gleich  -«^(111).    Was  'das  andere  betrifft,   so  ist 


t 
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wo  m  positiy  ist    Das  Integral  /    ^'"^^%  ist  eine  durch  Reäcn' 

•otwickeibare  Trauscendente,   weldhe  Schl9milch  a.  a.  O.  durdi 

Si(m)  bezeiclinet,  so  daas 

ist    Demnach  Ist  Y» 

/®  cos  thjc^oc 
— I  ,        =  —  cos wCi(m)  +  sinm||^7r — iSt(Yit) }, 

/  I  , =     sin7iiCt(m)-t-cosmti7r— iSi(m)}; 

oder  auch 

y*  ^^^^=-oosaÄCt(a6)  +  sina6{i»-St(flA)) 

P^  sinbxdx  _     gin^Ci(a6)  +  cosa6{i«-St-(«6)J 

(a>0,  6>0). 

Diese  beiden  Integrale  sind  einer  sehr  bemerkenlwertheu  Trans- 
formation  fähig ,    weiche  wir  im  nächsten  Paragraphen  versuchen« 

§.4. 

•»OD  />00  />QD  />CD 

=  /     f{x)dx  I     c-('+«)«8m  =  /     e-^du/     f{x)e'^dx 

t/o  «/o  t/o  t/o 

(die  Integration  ist  umgekehrt  worden).    Setzen  w^ir  aiso/)[a:)=3Cos&r 
oder  /][xr)=sin6a:«  und  beachten  ^   aass 

Ist»  so  erhalten  wir 


6. 


y**  xer-^dx  _  /*•  cosfcrfla? 
0      a:H&*  ""v/o       ^  +  ^    ' 
y^*  ber-^dx      P^  sin  6a:8j? 

Für   diQ  Integrale  linker  Hand  kann  man  auch  # 


^4-^^    ^ 
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satien,  wie  man  durch  einfache  Transforniatid«  findet; 


ist  nach  $.  3. 


l  J ^    ^q:^=sinaftC8(a6)+co8a6li»-Si(a6)), 

/       — 2 _L  g  =— cosaft  CtXaft)  +  sin a6{ i» — Si{ab)\' 

Zu  demaelben  Resultat   ist  Schlu  milch    auf  ganz   andererak 
eeiangt»  in  einer  Abhandlung  „Sur  i*int^grale  d^finle 

g-?*    e-*^«  (Creile'c  Journal  Bd.  33.  p.325.)*).    Seine 

bode  lässt  sich^  wenn  man  einige  der  im  Vorhergehenden  ent- 
jwkkelteD  Resultate  zu  Hülfe  nimmt»  auf  folgende  Art  yerein fachen. 

Schlu  milch  differenzirt  die  Gleichung  0  =  /        »  .■  n   awei- 
■al  nach  m,  imd  findet  sogleich 

»  +  5—5=/      c~'»'oa:  =  — 

Diese  Differentialgleichung  lust  er  nach  Lagrange*s  bekannter 
Methode  auf,  und  erhält 

ö» = sinnt  (f|  -f-  /  —  cos  mdiit)  +  cos m  (f^  —  /    —  sin  niBm). 

Die  Constante  £a  ist  leicht  zu  bestimmen;    denn  setzen  wir 

/•l  P^    dx 

i  —  sin mdm= /(in) y  und  machen  wi  =  0,  so  kommt  /       jpr-^=z 

i^-/(0)=5,  i^=^+m.  also 

— cosm&iii)4-cosm|-s— (/(w) — f(0))\f 

/l                             /n      P"*sinx      \ 
— cos  m3m)  + cos  mf  2 — /      Bx  h 

Die  Constante  «i  konnte  man  dadurch  zu  bestimmen  versuchen, 
man  ^=  /       — T+^*"  entwickelte,    und  m  =  0  setzte; 

aBrin  dann  wird  k-  unendlich,    und  dieser  Weg  iiihrt  also  nicht 
Ziel.    Schlömilch  hat  sich  daher  a.  a.  O.  einer  höchst  sinn- 


*"     *)  In  der   sweiten    dieser  Gleichungen    sind   die   Vorseichen   auf 
g^4V»  wid  p.  828.  nnrichtig. 
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reichen,  aber  freilich  auch  sehr  künstlichen  Methode ,  wrichesie 
lieh  weitlSufige  Rechnungen  erfordert,  bedient;  kürzer  gelangt  n 
so  zu  dem  Werthe  von  ^i.  Man  setze  in  der  Gleichung  (g)  iit=< 

dann  geht  /     dx  über  in  /      8;r~s-»   uod  der  Fad 

von   cosm  verschwindet.     Femer   muss  auch   co  für  iit=<3D   v< 

«-"^8a:=ilf.  — ,  wo  ilf  eii 

der  Werthe  der  Function  t—, — «  von  :r=0  bis  ar=X',  also  o0i 

1  +  ar^ 

bar  endlich  ist.    Daher  ist  nach  {g)  0==sinm{ei -f  ^MK''*^^ 
fp{m)  =  /  — coanSm,  also  £j  +  ^(x )=0,  fi  =  —  9(x» )» 

Beachtet  man  nun,  dass  nach  dem  Vorhergehenden 
»cos^  1    m*    ,  1        fw^  .         ^.,   . 


wo 


/. 


so  kommt 


I        ^  =  sin  mCt(yn)  +  cos  m  lixc—  jSt(m)  |, 

y**  xe~^*dx 
— g ,    2    ableitet. 
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Heber  elnigre  liestiiiimte  Integrale, 
welche  sich  auf  die  beiden  Integrale 

/ter-*dx       yPcosa;« 
„        a;     '  «Sj       a;     ^ 

BnraelLfQhren  lassen. 

Von  dem 

,  Herrn  Doctor  F.  Arndt, 

Lehrer  am  Gjrmnasiam  ca  StraUund. 


llas  bestimmte  Integral  I     hat  bekanntlich  einen  end- 

Beben  Werth,  wenn  J9>0  ist,  und  kann  durch  die  folgende  Reihe 
datgestellt  werden: 

/Pe-'dx     ^.  ,       «     1     »*      1      «» 

ireshalb  man  es  den  Integrailogarithmus  genannt  und  durch  li(e'^) 
bezeichnet  hat 

In  einer  frühem  Abhandlung  habe  ich  ferner  gezeigt,  dass  das 

/p  cos^ 
dx  durch  die   folgende  unendliche  Reihe  darge- 

stelll  werden  kann: 

wo  CS  besonders  merkwürdig  ist,  dass  die  konstante  mit  der  des 
intefnillogarithmus  übereinkommt  Man  konnte  diese  Function 
wobl  den  Integralcosinus  nennen,  und  Herr  Prof  SchlumÜch 
e^eint  diesen  Gedanken  gehabt  za  haben,   indem   er  es   durch 

CKp) 
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Uebrigens  habe  ich  a.  a.  O.  gesagt :  „  Offenbar  hat  dam  Integral 
dx  einen  bestimmten  endlichen  Werth,  wenn  p^O  l«t**;^ 

ies  liegt  indessen  doch  nicht  so  auf  der  Hand,  weshalb  ich  dm 
strengen  Beweis  dafür  hier  nachhole. 

Nach  einer  bekannten  Reductionsformel  ist 


folffUch 

Es  kommt  also  der  Beweis  darauf  hinaus^  m  zeigen,  dass^     -^  te 

einen  endlichen  Werth  hat,^  was  auf  folgend«  Weise  erhellt    Naeh 
einem  bekannten  Theorem  ist 

•L       x^  •L     x^  V 


indem  M  einer  der  Werthe  Ten  sin^p  ist,  welche  diese  Function 
bei  der  stetigen  Veränderung  des  x  von  od  bis p  erlangt;*  darnui 
dieser  Sinus   niemals   die  Einheit  dbersteigt,   so   ist   klar,   dass 

— M.—  unter  der  Voraussetzung,  dass  p  nicht  verschwindet,  end- 

/^ 
lieh  ist. 

ffe~^hx 
Es  ist  nun  leicht  einzusehen»  dass  das  Integral  I    — 'ZST^ 

den  Integrallogarithmus  reducibel  ist,  wenn  m  eine  positive  ganie 

j  ^  cos  X 
Zahl  bedeutet,    dass  ferner  die   beiden   Integrale^     ♦am+i^*    j 

^Psinx  mt^cosx 

/     ~Z^Lln  ^^  ^^^J     ^^  zuröckgeführt  werden  können ,  auch  ist' 

diese  Reduction  mit  gar  keinen  Schwierigkeiten  verbunden;  ich 
werde  sie  aber  dennoch  vornehmen,  um  daraus  einige  merkwür- 
dige bestimmte  Integrale  herzuleiten,  zu  deren  Wertheo  man  anf 
anderem  Wege  vielleicht  nur  mit  Schwierigkeit  gelangen  würde* 


I.     Von  dem  Integral^ 

CO 


er^dx 


Man  hat  /^=  e^fh^^/^Bsf%  = 

l        l       ^       \     f^-^U     , 

¥*  ^    xer' — i  /  -  -  ,  >  also 

,  ff  €r*dx_        1        e-P  1      fv  er^hat 
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Aom  dieser  Redactionsformel  sieht  man»  dass  das  Tofgelegte  Inte- 
reducibel  ist    Föhrt  man  die  Uechnung  aus, 

OD  ^ 

,  w  «riiill  nanx 


ik\    f^  €-*Sx  _       -  1  1 

1 .    ,  1 

""  (m-3)(m— 2)(jii— 1)/?"»-»  +  ®*^-  *  1  /2.3....(?ii— l)p^ 

*  1.2.3....  (in—l)«(,  x     ' 

HSeniach  ist  die  Theorie  des  Integrals  linlcer  Hand  als  abge- 
flossen sn  betrachten  5   wenn  man  Tafein  für  den  Inte^ralloga- 
mkmiis  hat;    indessen  ßhre  ich    diesen  Gegenstand   weiter  aus, 
wm  meae  Resultate  daran  zu  kndpfen. 

Denkt  man  sich  er^  in  eine  unendliche  Reihe  entwickelt  und 
ftr  den  lotegrallogarithrous  ebenfalls  die  obige  unendliche  Reihe 
lesetzt,  so  sieht  man  auf  der  Steile ,  dass  das  Integral  durch  eine  , 
■Modliche  Reihe  von  folgender  Form  dargestellt  wird: 

/'~I^=^+|SE|+  .•  + J  +  «o/p+4iP  +  6.P*+  etc. 

«0  Cm—i  eine  numerische  Constante  ist.  Unter  Anwendung  eines 
sehr  bekannten  Theorems  über  BinomialcoefBcicnten  erhält  man 
fasbesondere : 

/'^=C»-. +/(;,),  wo 


(<) 


„. L__. L__     »  1 

' ^*'~     (m-l)««^»  "•■  (jn-2)ar*-»     O '  (m— 3)a;>»-» 
+  rO  •  («-4)a:"-4'~*''^'  +  (—1)""*  •  1. •>.....  (»-2) "  i 

(_l)ni-l  I  1 

+1 .  a....(w-l)  t^~i5'^ + »^Jö«+I)**** 

~  m(»«+l)(M+2)'**'+***^-l' 
Setxen  wir  andrerseits  l&r  r-*  die  unendliche  Reihe«  und  integriren 


folgt  —/*(«)=  Cin—1 ;   da  nun  die  erste  Horizontalreihe  in 
/(fs)  flfar  ar=QD  Terschwiad^t,  so  folgt,  dass  die  Function 
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für  x=^QC  einen  bestimmten  endlichen  Werth  —  Cm-i  erUtt,  der 
vermöge  der  Gleichung  (fr)  bestimmt  werden  kann.    Mit  Hfilfe  der 

findet  man  nämlich  Idclit 

(—1)1»  1 

(rf)  ....  G»-i=i2.3_(,,^i)(l+i+i  +  ....  +  ;;^z:i-C). 

Die  Aufgabe  ist  nun«  diese  Zahl  durch  elo  bestimmtes  Int^ial 
auszudrücken. 

Nach  (c)  ist; 

/Ttr^dx  1  11  1 

„        a^    +  (m-l)p«-i"^<m-2);^"-*+  1.2 " («-3)p«-»""***^   ^ 

(— l)m-2         1  (_l)m-« 

+  1.2 (iii-.2)];+1.2....(m-l)^^=^"^+-^'  ' 


wo  £  die  Form  «ip+oy»*  +  (up^  + hat,  also  für  p==0  ver- 
schwindet Nun  lassen  sich  alle  Glieder  linker  Hand,  vom  zwei- 
ten an,  durch  bestimmte,  von  x  bis  p  sich  ausdehnende  Integrale 
ausdrücken.    Denn  man  bat  oflfenbar 

r 

/vdx  _         1  fp    dx 1 

„     a:«"~(m-l)/>'*-*' •/      a?«-!""     (iii-2)p"^' "*  *•  ^- 

folglich  nach  dem  Vorhergehenden: 

f'a   r^    1.A.-L.      1 ?_j.  ♦     .    (-1)—'       IT 

LSsst  man  sich  in  dieser  Gleichung  p  der  Null  nähern ,  wobei  £ 
l(l+p)  zum  V       -        -      ■ 
würdige  Gleichung: 


und  1(1  -fp)  zum  Verschwinden  kommen ,  so  erhält  man  die  merk 
GU 


,    (-l)"-^     1  ,       (-1)"  1   -\_r 

"•"  1 .  'i....(»i— 2)  •  a;  + 1 . 2....(»i-l)) '  1  -f  a: J  ""  *'^> ' 

wo  Cm-1  eine  numerische  Constante  bedeutet,  die  nach  (d)  berech- 
net wird. 

Zu  bemerken  ist  noch,  dass  diese  Gleichung  fiir  m==i  eineModi^ 
fication  erleidet;  es  kommt  nSmlich,  wenn  man  die  obige  Betrad^ 
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,  filr  dieseo  Fall  aufmerksam  yer(o\s;t,  und  beachtet,   dass  Cd 
ConstaDte  des  Integrallogarithmus  (c)  ist: 

In   dem  Falle  m=2  endlich  kommt  das  Glied  j\ — t ^r .  — 

1.2....(fii^2)    X 

gmr  nicht  tot;   es  ist  vielmehr 

•^■••n(^'+r^)='i=>-c. 

Was  die  Werthe  Q,  C^  &,  u.  s.  w.  betrifft,  so  kann  man  aas 
[  (fi)  leicht  eine  Recursionsformel  dafür  entivickeln.  Bezeichnet  man 
f  nSmlich  die  absoluten  Werthe  derselben  durch  kleine  Buchstaben, 

•o  kcminit  leicht  Cw  — --c»~i=- «^  ,^  ■  ^,  oder 

Da  C=0,57r215664901  ist,  so  findet  man 

C=0,577215664901, 
Ci  =0422784335099, 
c^=0,461392167549, 
c,  =  0,209352944735 

U.   8.   W. 

Diese  Zahlenreihe  nimmt  ziemlich  schnell  ab ;  übrigens  ist  mit 
Aasnahme  von  C  die  Zahl  c^  am  grussten,  von  c^  an  aber  findet 
lavturSbrende   Ahnahme  statt,   wovon  man  den  Grund  leicht  ein- 
wird. 

II.    Von  dem  Integraly        %»:\-i^^' 

leicht 

/P  cos>r8j?_       1    cosp       l^  rp  sina?  ^ 

Man  eriiUt  femer 

/>  sin  a:  ^   —  i         sinp    ,       1       d*P  cosar  ^ 


OD 


Die  Sobstitotion  dieses  letaten  Ausdrucks  in  den  vorhergehenden 
l^dM  die  Redactionsformel 
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■ 

1 rp  cosjg  Q 

""(2iii-l)2m^     ^^^•^^  1 

and  durch  successive  Anwendung  derselben  kommt 

/*P  cosar  Q   __      J^    cos/i 1  sinp 

'  ^""^  ^    ^^äJSTi^^-" ^  2m  >««  +  (2iii— l)2m  >»— ^ 

1 coap      1 eStp 

■*■  (2m-2)  (2iii— l)2m  '  ;>*«-^  ^  (2m-3)(2m— 2)(2m— l)2m '  p^     ' 

U.   8.   W. 


+  2 


(— >  1)"»       COS/1       (—  1)»H-^     sinp 
.3*4....2m '    p*       l,2.3....2m'    p 

I.2«3....2ift«^        a: 


/Jl  cos  «T 
'—dx  findet 
V        ar 

man  das  Integral  linker  Hand  von  folgender  Fomi: 

+  «o'i»  +  *»P*  +  *4P*  +  etc. , 
und  zwar 

die   übrigen   Coeffieienten   findet  man  eln&cfaer  duYch    die   luiba 
stimmte  Integration  des  Differentials 

hx  _    dx      .       .Y*  ar^  . 

-ptto.+iCosa:~^«^^i(l-j  2+ 1.2.3.4""*^^-^' 

auf  diese  Weise  erhält  man  nämlich  sogleich: 

/P  cos^r  11  1 

1  1  (—1)"  1 

-  O::::!  •  (2m-4);,*-*+«**' +1 .2:...(2m-^-^ 

+  OZ^'P  +  1.2....(2m+2)  i^^  1.2....(2m-M)**'^'*"*°  ^""^ 

Drfickt man nn«,  wie y^thac, die CMeder  —  ^'t„  '  12 ' /^— a«*»-^ 

/^  1)1» 
u.  6.  w.,  12     2m ^P  durch  bestimmte  laiegalt  adS,  dl*  ttidk  TOB 
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ao  bis  p  aaBdehnen»    bringt  dieselben  auf  die   linke  Seite,  und 
ttut  dami  p  sich  der  Null  nähern,  so  erhält  man: 

fX\    /"^S^rrcosar-l       1         1  1 I__ 

Für  111=0  bat  man  besonders  zu  beachten: 


/^Ba:  1    - 


and  fiir  »1=1 


Die  absoluten  Werthe  der  Grussen  C*am  sind,  wie  aus  (ß)  er- 
hellt  9  mit  den  Grossen  c^m  identisch. 

HL    Von  dem  Integral  /     — äöT^^* 

Da  die  Betrachtungen  in  Bezug  auf  dieses  Integral  den  vor- 
lieTgebenden  ganz  analog  sind,  so  darf  ich  mich  jetzt  kurz  fassen. 

/P  sin  üi!  X         sin  d 

1 cosp      T fp   sinj:  ^         . 

~  Cl«-r8)(ftii-l)  •  pJ^-a  ~  (2m~2)  (Sm-l)  «fe     iSiP:«^^  S®"^«* 


^•^•fc     ^ä?«*^ (2iii— 1)/>^» ;^  CAii-2) (2m--l)p«" 

sin  p  ___,^ cosp 

+  <4»— 3)(2«--2)(2m— l)p*^»  '*'^»--4)(2m-3)-..(;?m-U!p»*-* 


u.  s.  w. 


i  (—1)'"  sinp  (^l)m+i         /»p  cosar  ^ 

+  1.2.3.-..(2iii^l)'    p    ■*'l.2.3....(2m-l)«4     "^^^^ 

daraus  femer 

'  /<;\  ffBxnXr.   __g^,  1 

TO ^    ^^äi^t'^-C.  ^-,  -"(2m-2)p*»-« 

+  1.2.3C2m-4)p^'— *""••••  "*"1.2....(2m-3) '  V"*"  1.2....(2m-l;* 
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WO 


(c)  c",^i=T:2ri-J^r)<»+i+5+"-+2^-^- 


Endlich  kommt 


...  /"8xr  Bing  1  1 1 

^1.2... .(2m -3)   a;«  +  1.2.,..(2m— l)l+arj~*'  «^i' 
und  insbesondere: 

=  -  0,42278433509«.'^ 


Veber  eine  (gewisse  Klasse  Ibestf mmter 
Inl;efn*ale,  bei  welchen  die  Function 
unter  dem  Integralzeichen  ffir  einen 
ll^erth  der  Veränderlichen  zwischen 
den  Integrrationsgrenzen  unendlich 

wird. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  F.  Arndt, 

Lehrer  am  GjrmnMiuni  su  StraUand. 


Im  Vll.  Bande  des  Archivs  p.  270  ff.  hat  sich  Herr  Professor 
ScblSmiich    mit    deu    bestimmten    Integralen:     /      ~~a— 7*> 

— ä~~«~  beschäftigt,  und  folgende  Werihe  gefiudoo: 
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y**  conbxdx  n   ,      .       /•*  xHinbxdx      n         , 

(a>0,  «>0). 

Im  Crelle'schenJoiirnal.  Bandst,  hat  dieser  ausgezeichnete 
Mathematiker  denselben  Gegenstand  von  Neuem  aufgenommen  und 
durch  eiue  zwar  weitlftpfis^e,    aber  sehr  sinnreiche  Methode  auch 

/^  X  cos  fßxux  M  ^  sin  bxöx 

' ö    '  .»     und  /      — 5 — -«-  ermittelt 

Ea  finden  sich  dort  die  Formeln 

/[^  X cos  Ifxdx  ^. 

— 2 är~ = ""  cö®  ö^  Ci{ab) — sin  ab  Si{ab)> 
m%                        X      "^"ö 

2__   a  = — »in a&  Ci(ab)  +  cos a//  S/(a6)  *) . 

Ich  werde  diese  vier  Integrale  nach  einer  von  der  8 cht ömi Ich- 
aden  ganz  verschiedenen  Methode  von  Neurni  liesonders  unter- 
'    aachen,  und  darthun,  dass  die  so  eben  angegebenen  Werthe  nur 
'.    aater  einer  ganz  besondern  Voraussetzung  richtig  sind.    Zum  bes- 
i    aereo  Yerständniss  des  Folgenden  muss  ich  einige  Bemerkungen 
Tocaoaschicken « 

[  Alle  vier  Integrale  sind  von  der  Art,  dass  die  Function  unter 

dem  Integralzeichen  ßir  x=za  unstetig  wird,  und  eben  deshalb  ist 
ha  der  Werthbestimmung  dcfrselben  ganz  besondere  Vorsicht  nöthig. 

Betrachten  wir  überhaupt  das  Integral  J      f{x)dx'  Wenn  die 

Function  /Tor)  für  alle  Werthe  von  Xy   zwischen  welchen  man  in- 
tegrirt»  enalich  und  stetig  bleibt,  so  ist  bekanntlich 


M J    7(^)8^ =*(^i)-'«/'(^o)> 


^x)  der  allgemeine  Ausdruck  des  unbestimmten  Integrals 
gfi^)^  i«t.    Wird  dagegen  die  Function  f{x)  filr  einen  Mittel- 

wertfi  iwischen  Xq  unddri,  z.  B.  f(ir  :r=a,  unstetig,  so  darf  man 
die  Formel  (a),  wie  bekannt,  im  Allgemeinen  nicht  anwenden; 
vMmehr  giebt  sie  dann  häufig  fehlerhalle  Resultate.  In  diesem 
Wtitern  Falle  ist  eine  Theilung  des  Integrals  nöthig;  um  nämlich 
•einen  Werth  zu  finden,  suche  man  die  Grenze,  welcher  sich  die 
Somme 


nihert»   indem   die  positiven  Grossen  u  und  r  beide  gegen  Null 
eoarerg^ren  ond   sonst    ganz    unabhängig    von    einancler  sind 
Es  sei  s.  B. 


*y  Die  Bezeichnung  ist  bei  Sclilömilch  etwa«  anders. 
TkM  X.  IG 
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ZU  enh^ickeln ,  wo  7/1 ,  n  positiv  sind  und  für  x=^  Dnterbrecbung  der 

—±z\Hpfl),  SO  würde  di9 
Anwendung  der  Formel  (a)  geben: 

/"  ??=i/.(n«)-i/.(m2)=:vY-Y=/^, 

da  it,  Tit  positiv  sind.   Allein  dies  Resultat  ist  unrichtig ;  denn  ler- 
legt  man  das  Integral,  so  kommt 

dir  ti=0>  v=0>  also  offenbar 

Hier  bleibt  nun  das  Verhältniss  — .  vrährend  u^   v  sieh   beide  der 

Null  nähern,  völlig  unbestimmt»  da  die  Bedingung  der  Aufgabe 
gar  keine  gegenseitige  Abhängigkeit  zwischen  u  nüd  v  feststellt} 

—  unbestimmt  *).     Es  ver- 

dient  besonders  hervorgehoben  zu  werden,    dass  man  nicht  etwa 
te=t;  setzen  darf,  also  auch  nicht 

nx)dx=J        fix)  Sx  +J       f{x)  dx ,  für  u  =0. 
Unter  dieser  Voraussetzung  würde  log -^offenbar  verschwinden  nsd 


*)  Minding  ninimt  in  seiner  vortrefflichen  Differentlat-  «04! 
Integralrechnung.  Berlin.  1836.  auf  den  hier  betrachteten  Auinätl- 
mefall  ganz  besonder«  Käcksicbt,  und  die  obige  Definition  de«  bestlniiil^ 

^  f{x)  dx  für  den  Fall,  dass  fütXiz^U  UnterbrechuBg  der 

Stetigkeit  statt  findet,   verdanke  ich  ihm. 

Merkwürdig^  ist,    dass  er   unter  Anwendung   der  Formel  (ff)  fiodet: 

/—=ii(J—\.  also  einen  Imaerinären  Werth,    der  die  UnsiUi*- 
-m  X        V— ;///  ° 

tigkeit  der  Formel  (ß)  für  den  vorliegenden  Fall  um  so  mehr  ins  Li^hl 

«etsen  soll.    Mindin^  kommt  xu  diesem  Resultat)  indem  er  das  ■■be- 

/?x 
—  =ilx  setzt,    was  nur  für  positive  X  richtige  ikt, 

/St 
--=^/(;zr'),  wie  schon  hinlänglich  beksmit  isL 
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BT  W#rth  I  —  rkhtig  sein.    Dass  im  Allgemeinen  nicht  «=rt;  ge- 

MMnen  werden    darf,  erhellet  leicht,  wenn  man  die  bestimmten 
llogmle  sich  durch  FL'ichenränme  dargestellt  denkt. 

Nehmen  wir  nun  bei  den  obigen  vier  Integralen  die  erwähnte 

keilung  vor,  so  werden  die  folgenden  Betrachtungen  uns  zu  dem 

icenllate  fuhren,    dass  diese  lntegn«le  unbestimmt  sind,    und 

ir  unter  der  Voraussetzung  t«=  t;  die  von  Schluniilch  a.  a.  O. 

webeaen  Werthe    erhalten.^  Schlöiuilcfa    hat  in   seinen   Ent- 

Irfcelnngen    auf  die    Unterbrechung   der   Stetigkeit  nicht  Rück- 

ckt  genommen,    weshalb  er  zu  obicen   bestimmten  Werthen 

/•OD     g^ 

sfkhrt  wurde;    er  setzt  unter  Anderm  /      — s 5=0,    was  nicht 

chtig  ist  Denn  man  hat  durch  unbestimmte  Integration 


%        x^ — a*  '      •^af»a:*— «*  Lp(2fl  — ti)J* 

sich  nun  u  und  v  der  Null,  so  convergirt  g^^_^     gegen  1, 
■iiD   das  Verhäitniss  —  bleibt  unbestimpit,  und  es  ist  also  auch 
-s s  unbestimmt,  und  nur  =0,  wenn  man 


und  die  Grenze  fSr  w^iQ  bestimmt 


1. 

/®  cosbxox 

w%  wir  offenbar  o  und  b  als  positiv  betrachten  dürlen;    auch  darf 
I  llieirt  ireischwinden^  da.a>  sonst  unendlich  wird. 

Sa  1  1 

Da  -3 — 5^= : -r— ,    SO  kommt  die  Aufgabe  auf  die 

X         fl  X  "^  Ä        X  "f"  u 

htfridtelung  von 

y**  cos  6a:  9^       -  fcosbxdx 

0  -^+^  ""'*  "'•=^ -i?=r 


Was  das  erste  Integral  betrifft,  so  habe  ich  seinen  Werth  in 
bübern  Abhandlung  schon  entwickelt;    ich  habe  nämlich  ge- 

.    16* 
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(1).../*  ^2£^^=-.co8fl& a(ab)  +«ina6| 4»— SKo*)}, 

*^    Q  •»'    ~|     fl 

o./  IX      /•»sin«.         .      ,    (a6)»  .  ,     (a6)» 

C  (die  Constante  des  Integrallogarithmus)  =  0,5772156. 

Um  nun  ferner  co«  zu  entwickeln,  bei  welchem  flir  ar=aUiiii 
brechung  der  Stetigkeit  statt  findet,  mfissen  wir 

y^g-tf  cos&grSj:      d^^  cos  ba:dx 
0  x—a       J  a\^v     X — a 

setzen,  und  u,  v  sich  der  Null  nähern  lassen.    Es  sei  also 


""'•'n  X — a      *       ^~^  a4-v        X — a      '• 


Q  X — a  «^  a-f » 

Für  X — a=*— y  wird 


^      r''cos6(a^y)8y^  ,,,ab  ^ '-^^  S3+ sin  ab  ^'^^89. 


Man  hat  nun 

also  durch  Substitution: 

(2)  ....  e  =  /         ^ =cosa6{Cli(ti*)— a(a6)} 

+  sin  ab  [Si (üb) -Si(ab)]. 
Auf  der  andern  Seite  hat  man,  wenn  x — a=y  gesetit  wird 

aber 

y**cos6y^  f^cosby^  ^.,  ,. 

also  durch  Substitution : 
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(3).^.Oi  ==f       — =  —cos abdOüb)  —  sin  ab  { 4 w—  Si(vb)\. 

Dnrch  Addition  von  (2)  und  (3)  kommt 


/ 


eosbxdx      /**  cosö^rdo: 


"'^^  ^cosii^  [Ci(ub)'-a(vb)--Ci(ab)] 
+  sin  ab  [  Si(m6)  +  Si(v«)  -  Si{ab)  -  4«]. 


sich  nun  u  ond  v  der  Noil,  so  verschwinden  offenbar  Siiub)^ 
Lai(«6) ;  dagegen  wird  a(ub)  -  Ci(vb)  ==  i/.  ^^^  ,  oder,  wegen  u>(K 

r>0,  «cUechtbiD  =/f-V  wobei  das  Verhältniss  —   völlig    unbe- 
[«fimmt  bleibt    Es  ist  foiglich 


(4)  ....    »1=/^    -^^7^=cosa6t/^-J-Ct(aA)) 

— sin  aft  t  i^r  4-  Si  (ab)  |. 


Dr   BUB 


•  cosbxdx 


u    j        rii..  o     /**  cosÄa:8:r  /••  cosAj 

nach   dem  Obigen   2a  J       ^>_^^    =  J      "^3 


9  SO  hat  man  nach  den  Gleichungen  (1)  und  (4) 


o        *+« 
(El) 2a^      — 53-^=cosao/l  —  1— Tcsmao. 


Addiit  man  die  Ausdrücke  (1)  und  (4)  und  beachtet«   dass  — r: 

1     »       2x 
4- =  "1 5,  so  findet  man  auf  der  Stelle 


2. 


Anf  eine  ganz  ähnliche  Art  wie  vorher  findet  man  die  Formeln : 

aO f^^^^^^^=Hmab{a(ub)--a(ab)] 

— cos  o6 1  Si{ub)  —  Si{flh)  \ , 
^     /**  ^bxix 


ivrch  Addition: 


=  -  sinaft  Ct(t;6)-f  cos  a6  { i^r—  Siiyb)  \ ; 
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^       -^=^V^,^Zr"-""«*t«(«*)-Ci(t;6)-(Ä(a6)l 

-^  cos  oÄ  [  Sj  (m6)  f  Si  (v6)  -  jSi  (ab)  -  4»], 
and  für  u=0,  v=0: 

lo  einer  frühem  Abhaudltmg  habe  ich  ferner  entwickelt: 
iA'y  ...;  /**^'^^|^=fc8ino6Cii(a*)+«o8a6|;3r— 5i(a6)). 

*  Durch  Snbtraction  und  Addition  der  F^rinehi(30  und  (40  erbtt' 
man  leicht:  . 

(5')/*  ^!^^|^==sirtaMU(")-a(«Ä)H^^^ 

/*  »1?  sin  üjü  vx  fvL  \ 

Für   "  =1  gehen  die  Formeln  (5),   (6),   (5'),   (O')  in  die  vmi' 

Schlumilch  im  Archiv  und  im  Crelle' sehen  Journal  ange-^ 
gebenen  über,  was  ich  bereits Dben  angedeutet  hab». 

Schliesslich  will  ich  bemerken,  dass  die  beiden  Integrale 

mit  denen  Schlumilch  sich  im  Crelle'schen  Journal  ebenfalb 

beschäftigt   hat,    unbestimmt   wie  die   vorhergehenden  sind.     Ich  ! 

werde  sie  in  einem  nächsten  Aufsätze  einer  besondem  Uoteraachung  < 

unterwerfen.  ' 


\  ■ 


m 


Heber  die  Integnrale  jT*  ^^  mifl 


l 


0       ar* — a*  ' 


YoD  dem 

Herrn  Doctor  F.  Arndt, 

Lehrer  am   G^naeinm  za  StrsUond. 


Dft  bei  beiden  Integralen^  Unterbrechung  der  Stetifflceit  ttr 
^=a  eintritt,  so  müsseo  wir  jedes  derselben  in  zwei  andere  zer- 
legeo,  deren  eines  sich  von  ;r=:0  bis  ^=a — u,  das  andere  von 
jr=a  -f  V  bis  x=(X>  erstreckt,  und  die  Grenze  der  Summe  ßir  ti=dO, 

rsO  ermitteln.    Da  ferner  -s — ^= zrT^>  ~ä — 5= 

+       ■     ,  so  sieht  man,  dass  es  hier  nur  Auf  die Entwickelun^ Tol- 
ler drei  Integrale  anlcoi^mt: 


I 

Was  das  erste  betrifft^  so  erhält  man,  x  —  a^=^  ^  y  gesetzt, 
^^f'e:^!^^^^^/'^^^^^^^?^^  Diesintegral 

•^«  Jl  •^  a        y  ^' ab       y  ® 

ist  nur  dnrch  neihen  entvrickelbar;   am  einfachsten  setzt  man,   um 
eine  solehe  Reihe  zu  erhalten,  für  e^  die  unendliche  Reihe  1+^-ffo 

-|-  ^  ^  «|-fctc.,  und  integrirt  zuerst  unbestimmt ;  wird  zur  Abkürzung 

— ^  z±  ^i(ub)  -^  'if^CaA) ,  also 
vtb     y 
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(1)    ....  e=/*^5^^=e-^{t(«fi)-*(a6)}. 

Uebrigens   sieht  man   aus    dieser  Gleichung,   das«    das   lotegfal 

= — 00  wird. 

0      ^— ö 

Man  hat  ferner,  x — a=y  gesetzt, 

^     ^v  y  *^9         y  ^m.      9 

Dies  Integral  ist  bekanntlich  der  Integrallogaritbmus  von  e"^,  nni 
man  hat 

wo  C=0,5772166; 
demnach  ist 

(2) «i=/l^=— »«f-*0' 


a-fo 

woraas  man 


=  -f^  wird. 

Die  Addition  der  beiden  Ausdrücke  (1)  und  (2)  giebt 

fiir  tt=0,  r=0  wird  offenbar  !(;(«*) —ß(r-*») =4/- T^)  —  C,  wo 
das  Verhältniss  —  unbestimmt  bleibt;  folglich  ist 

Endlich  findet  man  (ür  x-{-a=y: 

•^«         y  ^a      y  •&       y 

also 

Subtrahirt  man  nun  (4)  von  (3),  so  entsteht: 

^äll^^«-"»[y(;-; -C-t(,(«6)] +e-/i(«--); 


'» 
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die  Addition  von  (3)  und  (4)  giebit  dagegen 
Setst  nao  jetzt  mit  Schlomilch 

c+;/.(a)«)+J+i.J~+^J^3+etc.=£;l(«); 

M  kt  ofeobar  C4-if'(a6)=£t(fl6),    //(e-««)==£i(-a6),   nnd  die 
^Irichungen  (5),  (G)  nehmen  folgende  Gestalt  an: 

(7)  . . . .  iaf*  5^^=c-»  [4/.  (")'-£.(a6)]+c«»£.(-«6), 

(8)  ....  2/*  ^^=e-'^[\l.(iy-EHab)]-e'^Ei(-ab). 

Die  Integrale  sind  folglich  beide  unbestimmt;    setzt  man  das  Ver- 

liiltiiifi«    — zrly  SO  gehen  die  Ausdrücke  in  diejenigen  über,  welche 

Scbi5milch    im  33sten   Bande    des    Crelle'schen   Journals 
Ip.  328.  gegeben  hat. 

Schliesslich  verdient  noch  Folgendes  bemerkt  zu  werden. 
Da      . 
£;t(-a6)=C+i/.(a«)*-  Y  +  4.  ^  -etc.=/i.  (ij-*), 

«nd  diese  Function  in  Ei  (ab)  übergeht,  wenn  man  ab  negativ  setzt» 
0O  könnte  man  sich  veranlasst  sehen,  Ei  (ab)  =  li(e^)  zu  setzen; 
allein  dies  ist  fehlerhaft,  indem  der  Integrallogarithmus  einer  die 
Einlieit  übersteigenden  Grosse  wiederum  unbestimmt  ist. 

zu   ent- 

wickein » wo  p  positiv  ist.  Ua  fär  a:=0  Unterbrechung  der  Stetigkeit 
statt  findet»  so  setze  man 

wo  ff,  V  beliebig  kleine  positive  Grossen  sind.    Man  hat  dann 

—  i/.(c*)— j— i.j;^— etc.. 


3I»6 

folglich 

■ 

wo  £  fär  u=zO,  r=0  verschwindet    Daher  bat  man 
oder  auch 9  wenn  man  e^'^^i/.  setzt: 

Hier  ist  nun  e:P  grosser  als  die  Einheit,  und  der  Int^rallosa- 
rithiims  einer  die  Einheit  übersteigenden  Grösse  ist  folglich . unbe« 
stimmt,  da  zwischen  u  und  v  keine  Abhängigkeit  irgend  einer  Art 
l^esteht.  Ich  habe  diese  Bemerkung  hier  gemacht,  weil  SdblS* 
milch  an  verschiedenen  Stellen  des  Archivs  solche  Bezeich- 
nungen wie  /i(^),  {p  >  0)  angenommen  hat.  Der  obigen  Ansicht  ist 
auch  Minding.  Auf p.  193.  (Handbuch  der  Differential- und 
Integralrechnung.  Berlin.  1836.)  sagt  er  ausdrücklich:  »«Folglich 
ist  auch  das  vorliegende  Integral  *)  zwischen  den  Grenzen  0  und 
x' ,  sobald  a:'  >  l ,  unbestimmt. " 


i 


ITelber  einen  Ton  Oauss    grefondencii 
Ausdruck  der  Oammaflinefion. 

y«n  dem 

Herrn  Doctor  F.  Arndt, 

Lehrer   am   Gymnasium   zu  Stralsund.    - 


>  *     ■   ■     .  ■ 


In  der  berühmten  Abhandlung :  „Disquisitiones  generale« 
circa  seriem  infi«itan^ 


•f  ü       Ix 
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*+  y*+      l.iyry+l)    ^  +®*'^" 


« 


y-^     l.iyCy+l) 
kat  Gauss  bekaontlich  gefiindeD,  dass  das  Product 

12  3      /•  /•« 

sieh  •     wenn   k    ins    Unendliche    ivächst,  ^  der   Grenee    T(a  -f  1) 

/  x*er-*dx  nähert,  doss  also  J7(» ,  a)  oder  kurzer  J7(/i)=r(«+l) 
o 
— L  Die  Herleitiing  dieser  Gleichuns;  bei  Gauss  beruht  auf  Eigen- 
•chaften  der  obigen  Reihe,  die  er  mit  einem  grossen  Aufvvande 
von  Scharbinn  entn-ickelt.  Ein  besonderer  ein&cher  Beweis  der 
Ib  Rede  ptehejnden  Glelchun<4  durfte  tvohl  wünschcnswerth  und 
Tielleicht  bicht  ohne  Interesse  sein.  / 

Idi  erinnere  zunächt  an  die  bekannte  Gleichung 


o 


Betreibt  auui  dafiir 


X  X 

md  beachtet,    dass  das  erste  Integral  dieser  Summe  den  Werth 
Ik  hat,  so  kommt 

oder,  wie  leicht  erhellet: 

X 

Dies  Integral  kann  man  in  zwei  Theile  zerlegen,  nSmjich  in 


X 


deren  jeder  einen  endlichen  Werth  hat,  wie  leicht  erhdllet.    Was 
da  leliteni  betrifft,  so  ist 


253 

% 

also 

folglich 
3/r(a+l) 


da 


_,.         1_         1  1      .fVa^-^     «^•^Na 


Nun  iSsst  sich  beweisen,  dass  das  Integral 

fllr  ^=00  verschwindet    Denn  d«  von  den  beiden  FactoreD  miter 

1      st^^ 
dem  Integralzeichen  or*^^,  9)  =  -| — fUT"»  ^®''  ®'ö*®  "^S"  Vorad 

dien  (-I-)  zwischen   den  Inteirrationsfrrenzen  nicht  ändert,    so   ist 

fi  1 

bekanntlich  r=:itf/    af^-^x=^M^.j-,  wo  M  einer  der  Werthe  is^ 

welche  die  Function  <p  erlangt,  indem  x  von  0  bis  1  sich  stetig 
ändert.  Alle  diese  Werthe  sind  aber  endlich,  was  fifr  jedes  x, 
das  <  1,  von  selbst  erhellet,  und  für  x=\  auf  bekannte  Weise  dar- 

gethanwird;  folglich  bleibt  Jlf  endlich ,  also  verschwindet  M.-rQat 
k=:(x,  d.  i.  r=0  für  k=<x>.    Nach  dem  Obigen  ist  also: 

dirja  +  l)      „         1  1  J_,z-    ^ 

Bezeichnet  man  den  Ausdruck  rechter  Hand  durch  A,  multiplicirt 

die  fflr  jedes  endliche  k  geltende  Gleichung g- — -:^A+r  mit 

Ba,  und  integrirt  von  a=0  bis  a^a,  so  kommt 

ir(a  + 1)  =f^ABa+jf''rda. 

Nun  wird  auch  das  Integral  R=J    rda^fifr  ibsoo  verschwinden. 

Setzt  man  nämlich yrda=i^(a),  so  wirdy      rda  =  ^(<i)— *^(0); 
aber  nach  dem  Taylor'schen  Satze 

wo  d  zwischen  0  und  1  liegt,  also  R=ail/(&a).    Da  nno  ^('0«) 


2S3 

=  — g^-^  (nach  der  Differenziation  ^a  statt  «  gesetzt),  und  — g — 

^r  ist;    da  ferner  nach  dem  Obigen  r  für  jedes  a,  wenn  k=  od, 
Terschwindety  so  muss  auch  )2fiir  X'=:^oo  verschwinden.    Demnach 

ist  /r'(Ä  +  l):=  /  *^3a()t=ao),   oder,    wenn  man  die  Integration 
ausfuhrt, 

(*)...  /r(a-H) =/.  ^^  _^,  ^;^^  +"2).'...(o4.A) ^^='^^- 

Daraus  ergiebt  sich  sogleich 

'     <*> ^("  +  l>=  («+l)(a+2)..*(a+A-)^*=*>- 

Bekanntlich  geht  die  Constante  des  Integrallogarithmas  Cher- 

T«r   aus g 9  weu^  man  in  diesem  Ausdrucke  a=0  setzt; 

h  (o)  bt  also 

aonst  auf  minder  strenge  Weise  dargethan  wird. 


ZiMrei  Entwlckelunffen  des  iM^stimmten 

Integrate/;(£^-^)a«. 

Von  dem 

Herra  Doctor  F.  Arndt, 

Lehrer  am  Gymnatinm  zn  Stralsmid. 


Leieune-Dirichlefs  interessanter  Beweis  des  Legendre- 
acheo  Tneorems  über  Eulersche  Integrale  der  zweiten  Art  (Crelle*s 
Joaraal  Bd.  15.  p.  258.  ff.)  kommt  der  Hauptsache  nach  darauf 
kfauuia,  darzathuDf  daaa  die  Ablritung 
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g      r(a)  r(a  +  ^)  r(a  + 1) ....  na-^^y 
Si^'  T(nä)  ' 

eine  von  a   unabhängige  Grosse  ist,   deren  Werth  tman  fibrigi 
nicht   zu   kennen  braucht.    Zu  dem    Ende   enttvickelt  l>iric£let 

dir(i 


die  Gleichung 


da       •%  x{\—x) 


1  w— 1 

setzt  darin  a»  a-f-  — ,....a-| statt  a,   und  bildet  die  SumiM 

Ti  n 

*==-l^  +  — di — +•••+ — ^ — ' 

wofür  er  das  bestimmte  Integral  erhält: 

.1-4: 


Dieser  Ausdruck   wird   durch  die  Subif^titution  von  j:«  statt  a  b 
den  folgenden  transformirt : 


,1--^ 


zieht  man  nun  von  dieser  Gleichung 

ab,  so  kommt 

8/r(«o)_     /•yg'",'»     c'-F\  8a; 
'  ~       8«      — "<      V,  1-a:"  ~  1— ary  a;  ' 

welches  in  der^That  eine  vonvO  unabhängige  Grosse  ist 

Hieraufbat,8chlömilch  in  diesem  Archiv  Thl.  VII.  p.  348.  ff. 
darauf  aufmerksam  gemacht,  dass  man  sich  auch  der  bekannten 
Gleichung 


dirja) 
da 


zum  Beweise  des  Leeendre'schen  Theoremes    bedienen  kOnnte. 


Man  findet  hier  nämllc 


imllcn 


*)  C  bedeutet  die  Constaalt'  det  Iategralt»g<trithtttt«L 


2SS 


oder,  af^  statt  x  gesetzt , 

Ztttht  man  von  der  letztem  Gleichung 
ab,  so  kommt 

wo  dajB  Integral  sich  leicht  unbestimmt  entwickeln,  und  dann  zwiscbcn 
den  Greiizen  0  und  1  nehmen  lasst. 

Ein  dritter  Weg  ist  folgender,    unter  Anwendung  der  bekann- 
teo  Formel 


dir(na) 
da 


indel  man  leicht 


X 

.=/'(T-f^)^. 


oder,  «"  statt  x  gesetzt. 


X 

•t  ..X  j.         ^1-1.        3/r(iia)      /"V» 

Seht  man  von  dieser  Gleichung  — g- — =/     (  ^^ 


ah«  eo  erhält  man 


\^x  ) 


dx 


dir(na)  /^U-j:»-! 


eine  von  a  unabhSngige  Grosse.    Uebrigens  ist  das  in  dieser 
Cleichong  vorkommende  bestimmte  Integral  bekannt.     Eine  sehr 

cUache  Entwickelung  desselben  ist  folgende.    Für  /-^=z  wird 

X 


fr-=^>'=s 


«—*—!?- 


nz 


dt. 


i- 

X 


Dies  Integral  darf  nicht  in  aetne  beldan  Thaile 
Jader  anendlich  wird;   Integriren  wir  .daabaft  wmt  i^p  kfed 
woji>0>  und  aetzen  "  -..&•- 

'  ..  ■  ■        ■     ii.j.'.T*-*' 


,  weon  man  i  afatt  na  MiM; 

Aber  io  J      ^^^,  folgUch  irird 

Waa  endlich  daa  letzte  Integral  betriil»  ao  tat  ea  nach  fluaai 
bekannten  Theorem  gleich  Mj  ^^Blbh  wo  if  einer  4tflihi|h 
iat»  welche  die  Function  r-*  von  z^=^p  bia«z=tqE»  erlangt  IIa  äbo 
M  zwischen  den  Grenzen  :^>  -^r  liegt«  und  dieae  aich  daraelbca 
Grenze  1  nähern ,  wenn  p  gegen  Null  oonvergirt«  ao  iat  M=zl  fir 

=/n  fiir  p=0,  d,  i.  nach  dem  Obigen 

p        ^ 


s 


02  =  In , 


wie  bekannt. 

Ich  habe  mich  über  diesen  Gegenstand  hier  nur  deshalb  ao 
weit  ausgelassen,  um  daran  eine  Bemerkung  zu  scbliessen,  die 
mich  in  diesem  Aufsatze  weiter  beschäftigen  soll. 

Bei  allen  dreien  im  Vorhergehenden  vorgezeichneten  Verfah- 
rungsweisen  wurde  der  erste  Ausdruck  von  5  dadurch  trartsformirt, 
dass  man  x^  statt  x  setzte,  und  in  der  That  erreicht  man  seinen 
Zweck  so  auf  die  einfachste  Art.  Wird  nämlich  diese  Transfor- 
mation unterlassen ,  oder  der  erste  Ausdruck  von  %  unmittelbar  an- 
gewandt, so  ergiebtsich,  man  mag  nun  Diricblet's  oder  Schlu- 
mllch's  Weg,  oder  den  meinigen  betreten, 

8/r(yifl) 

9  "^^^ 


Sa      ~~Jo  li_^i~  1-^V''^' 


und  nun  stellt  sich  die  Aufgabe  dar,  zu  zeigen,  dass  dies  Integral 
alae  von  a  unabhängige  Grösse  ist.    Die  Combination  dieser  dlci- 

i^knng  mit  der  obigen  f g — =— w/n  lehrt  zwar,  dass 
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t  noMi,  abrr  die  ganze  vorhttrgehftiide  Betracbtung  hat  zut 
liitMtdiceii  VoninssetzuDg,  tiass  n  eine  positive  ganze  Zahl 
und  die  Gldchnng  (a)  liedurr  iletihatll  mil  Kcfckskht  uiiT  ge^ 
cImo«  n  einer  hesundeni  (liitersucbmig.  Zu  ilera  Ende  uerde 
hn  Folgenden  zwei  Entivickeliingea  der  (ileicliiiog 


<ti. 


■/.'(S-tS')«^ 


ntw  (n)  durch  die  Suhetilnlinri    von  .f  statt  .1 

rU'he  die  Kiuhti|;kelt  derselben  für  deo  Fall,   di 


rgefil, 
^  ,     liiss  « 

pneitiv«  (irii^se  und  »  eine j>o^itive,  uher  sonst  belichige 
lU.  TeHiijr|;cit.  Die  in  Rede  stehende  (ileiehung  ist  ähri- 
CBMhHÜnnl,  die  Art  ihrer  Entivickeliing  mir  aber  niuht  gecen- 
Klrtift.  Leitet  man  sie  nicht  geii-OhiiliL'h  nach  einem,  Aem  Ubi- 
RD  vielleicht  ähnlichen  Verfahren  luitcr  Zuziehung  der  Gamnia- 
Vctlbpcu  aliY 

Noch  eine  Bemericimg,  hevor  i«;Ii  zum  Beweise  schreite.  Die 
l»iien  Theile,  in  welche  das  Integral  (b)  zerlegt  werden  kann. 
Oniltch 


•'u      l~X  Jg        I X" 


hi  SO  beschaffen .  dans  daa  erste  Int«gral  in  das  xu  eite  übergehl, 
n  ;t"  statt  ;c  Besetzt  wird ;  allein  moin  durf  nicht  »cbliessen,  dass 
Integral  selbst  vefscbwiudel;    ein    solcher  Schluss   wäre  nur 

Bslg,  wenn  das  Integral  /      j^     ix    einen    endlichen    VVerth 

^,    wa»  nicht  der  Fall  Ut.    ■  UeUerhaiipt  dürr  man,   nach  einer 
I  Utricblet.    die  beiden  Theile  des  Integrals 

y^*|/-{3:)-VC«)iej:,  nämüchy^*/(.r)ö*.  f\{x)dx. 

thl  »erscliiedenrn  Transformalionen  unterwerfen ,  weim  einer  der- 
ben äni-n  uiiondlicben  oder  unbestimmten  Wcrtfa   hat. 

Erste  Methode,   das  be»itiminte  liittgral 

•'=^/:'(s-tS)- 

zu  enttvickelo. 
Der  Werth  von   ra   filr  b^I  ist  leicht  zu   entdecken:    es  ist 

-»■*  /(i:!r,-i!S)8-'=  i'(^)'.  «i~ 

■'0    Vi  — i;       l—x'^/ 

(  0  positiv  sein  muss,  damit«"  för  a:=Overaehninde.    Setzen 
\^x  oun 

Tli«U  X.  " 


258 

und  untersuchen  die  Diffefen« 


e>i 


■  v;_ —  dx  unter  Vpnii, 
betmngy  dass  a  positiv  ist,  einen  enäiichen  Werth  hat.  Di«t  liK 
uomittetbar  Iclar ,  wenn  a— 1>  0,  indem  dann  die  Fonctloa     i  \.iji' 


ftlr  alle  W^rthe  der  VerSnderlicIien  von  0  bid  1  endlicÜe 
erlangt;   allein  fi!r  ein  positives  acht  gebrochenes  a  frlrd     i '  ■■  '>■ 
=s:-  OD  für  x=0,  und  dieses  Falls  liegen  ist  noch  eine  besonders 
Betrachtung  nuthig.    Es  sei  €ir=^,  vo  p,  q  positiVe  ganze  jfcA^ 
len  bedeuten;   wird  dann  x=^t9  gemaeht,  so  kommt 

Nun  ist  ^ — 1  ^  0,  p  — 1  ^  0,  die  Function   — fZTf"^  erWhgt   | 
also  nicht  nur  für  alle  von  Null  verschiedenen  Werihe  des  z,  mmh    i 


dem  auch  ftir  z=0  selbst»  endliche  Werthe,  und  /    — | — — &r 

hat  mithin  einen  bestimmten  endlichen  Werth  S.     Macht  man 

/i     2*— 1 2*»*»—* 
«. — 4j_^^  ■  fe,  da  «  positiv  ist;   also 

d.  i.  roi— o>=:0.    Nach  dem  obigen  ^'erthe  von  Oi  Ist  folglich 

(fl>0,  »i>0). 

Zweite  Methode. 
DiflTerenzirt  man  die  Gleichung 

.    0  Vi::.-?-"T=7t-;^-^ 
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bekannte  Weise  nach  n,  80  erhhlt  man 
•der,   j;"  =  i  gesetzt, 


dn 


m  1     /*l>a— IS'> 


V«  wesen  der  ffemachteo  Sobstifution  n  positiv  sein  musa.  Bei 
■rfmerkaamer  Betrachtung^  des  Bildimstts^esetzes  der  Function 
Mlor  dem  Integralzeichen  erkennt  man  bald,  dass  das  coniplicirft 
flMscIiende  Intei^ral  sich  auf  folgende  Weise  unbestimmt  ent- 
■rickieln  lisst.  Bezeichnet  man  es  einstweilen  durch  «/,  und  setzt 
s4=ii,  so  kommt  2*^^(1 -|- 0/2)82=8«,  folglich 


oder,  fiir  te  seinen  Werth  gesetzt, 

Ffir  c=30  verschwindet  die  Function  ^ZH    unter   Voraussetzung, 


a  positiv  ist,  wie  man  leicht  findet;  ffir  :=1  wird  dieselbe 

ech  ^1,  wie  man  durch  Differentiation  von  Zfihler  und  Nenner 
et;    also  ist 

fl      1 

folglich  g— =-,  co=:/7i-f  Const  Da  aber  die  Constante  verschwin- 
den muss,  indem  u  (tir  n  =  l  verschwindet,  so  kommt  co=/7t,  wie 
vorher. 


*W'yl     ««1^ 


IT* 
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I 


Helber  einen  aUgenieinen  üehrsatz  dff 

Stereometrie- 

Von  « 

dem  Herausgeber* 


Einleitung. 

Herr   Fabriken -Kommissionsrath   Brix    in   Berlin   bat  du 
Verdienst,  in  der  neuen  Ausgabe  des,  verschiedene  arithmetifli^ 
und  geometrische  Lehren  enthaltenden,  Anhangs  zu  seinem  aot- 
gfseichneten  Eiementar-Lehrbuche  der  dynamischen  Wii* 
Men Schäften  (S.  130. — 8.  148.)  zuerst  eineii  allgemeinen  stere» 
metrischen   Lehrsatz    zur   Sprache  gebracht   zu    nahen ,    mitteM 
dessen  sich  die  Inhaltsbestimmung  einer  grossen  Anzahl  von  KS^ 
pem,    namentlich    aller   derjenigen ,   welche    in    der   elementaren 
»Stereometrie  betrachtet  zu  werden  pflegen ,  und  solcher,  die  durch 
Umdrehung  der  Kegelschnitte   entstehen ,   mit  uUer  zu  wünschen- 
den Leichtigkeit  ausfuhren  lässt.     Dieser  Satz  hat  bisher,  wie  et 
wenigstens    scheint,    nicht  die  Beachtung   gefunden,   welche   ec 
jedenfalls  in  hohem  Grade  verdient.     Nur  erst  in  diesem  Aasen- 
blicke  Hillt  mir  eine  so  eben  erschienene  kleine  Schrift:   „Ueber 
die  Inhaltsberechnung  der  Körper  nach  einer  einzioen 
Formel.      Mit  besonderer  Rucksicht  für  die  Praxis  Ge- 
arbeitet von  W.  Ligowsky,  Feuerwerker  in  der  7ten  Ar- 
tillerie-Brigade.    Berlin.  1847.*'    in  die  liiinde,    in  welcher 
dieser  sehr  bemerkcnswerthe  Satz  von  Neuem  zur  Sprache  gebracht 
wird,    und  da  Herr  Ligowsky  in  der  Vorrede  sagt,    „dass  die 
Aufmunterung,   welche  ihm  zur  Bearbeitung  dieses  Gegenstandes 
SeiteuN  seiner  Hoben  Gönner   zu   Theil  geworden  sei,    die  erste 
Veranlassung  zur  Herausgabe  der  vorher  genannten  kleinen  Schrift 
gegeben  halte ^';    so  scheint  das  allgemeine  Gesetz,    um  wefcbes 
es  sich- hier  handelt,    und   namentlicli    seine  nach  meiner   Ueber- 
zeugung  grosse  Bedeutung  für  das   praktische  Bediirfniss,    wenig- 
stens in  Berlin,    holieren  Orts  Aufmerksamkeit  erregt  zu   haben, 
und  Herr  Ligowsky,   um   den  Satz,    wie  er  allerdings« gar  sehr 
verdient,    allgemeiner  in  die  Praxis  einzufuhren,    zur  Bearbeitnng 
und  Herausgabe   seiner  Schrift  veranlasst  worden  zu  sein.     Nan 


3i 
.1 


261 

ivt  aller  zu  bemerken,  <las8  <1ie  Schrift  des  Herrn  Lii^nivMky. 
welche  jedenfalla  da»  l'roiliict  eiues  AiifäiiirerH  i8t  uriii  Dameiitlich 
in  Rfieknicht  auf  mathematische  Streni^e  «ehr  Vieles  zu  iviinschen 
lilirig  lässt,  dem,  was  Herr  Brix  a.  a.  O.  8choii  gegeben  hat,  nicht« 
weneatlich  Neues,  i^as  ivenigstens  der  Heachtiiiiff  einigivinaMen 
werth  >r[ire,  binxufugt,  und  dass  Letzterem  jeaeufaJIs  das  von 
Herrn  Ligowsky  In  der  Vorrede  zu  seiner  Schrift  nicht  so  deut- 
lich und  bestimmt,  wie  es  erforderlich  gewesen  wäre  *),  hervor- 
S^hobene  Verdienst  bleibt,  den  Satz  zuerst  aufgestellt  und  stiiie 
edeutung  tat  die  Praxis  durch  eine  ziemlich  grosse  Anzahl  von 
Beispielen 9  denen  Herr  Ligowsky  auch  nicht  eben  etwas  Medes 
von  einiger  Bedeutung  hinzugefügt  hat,  zuerst  nachgewiesen  zu 
baben. 

So  sehr  und  so  gern  ich  nun  aber,  namentlich  bei  den  freund- 
fitchaftlichen  Beziehungen,  in  denen  ich  schon  seit  einer  langen 
Reihe  von  Jahren  zu  Herrn  Brix  zu  stehen  die  Ehre  habe,  des- 
sen grosses  Verdienst  riicksichtlich  des  fraglichen  Gegenstandes 
anzuerkennen  bereit  bin,  so  ninss  ich  doch  bemerken,  dass  Herr 
Brix  den  Satz  nicht  eigentlich  alicemein  bewiesen  hat,  und  dass 
derselbe  a.  a.  O.,  wenn  auch  nicht  ganz,  doch  gewissermassed 
nur  als  das  Resultat  einer  Induction  erscheint,  was  auch  wohl 
som  Theil  der  Grund  gewesen  sein  mag,  dtiss  der  Satz  bis  jetzt, 
wie  es  wenigstens  scheint,  wenig  Eingang  gefunden,  und  sich 
noch  nicht  Bahn  in  die  Lehrbücher  gebrochen  hat  Auch  scheint 
mir  Herr  Brix  den  Satz  noch  nicht  auf  seinen  wahren  Ausdruck 
znHIckgeRifart  und  die  eigentlichen  Bedingungen,  unter  denen  er 
allein  gOltig  ist,  nachgewiesen  zu  haben,  was  mir  nothwendig  zu 
»mo  scheint,  wenn  der  wahre  Werth  und  die  wahre  Bedeutung 
desselben  sowohl  in  theoretischer,  als  auch  in  praktischer  Beziehnng 
gehörig  hervorgehoben  und  in*s  Licht  gestellt  werden  soll.  Ica 
werde  mir  daher  erlauben,  diesen  der  Aufmerksamkeit  gewiss  sehr 
werdien  Cregenstand  in  der  Torliegenden  Abhandlung  einer  ganz 
neuen  Untersuchung  zu  unterwerfen,  und  In  jeder  Beziehnng  in 
sein  gehuriges  Licht  zu  stellen,  namentlich  auch  den  Satz  auf 
seinen  wahren  Ausdruck  zu  bringen  und  die  eigentliche  Bedingung 
«einer  Gültigkeit  nachzuweisen  suchen.  Dabei  wird  sich  dann 
auch  zugleich,  wie  ich  wenigstens  hoffe,  zeigen,  was  der  eigent- 
liche Grund  der  allerdings  grossen  Genauigkeit  ist,  welche  die 
FonucI  von  Chapman  in  den  meisten  Fällen  bei  det  annähern- 
den Bestimmung  der  körperlichen  Räume  gewährt,  indem  die 
gewohnlichen  Entwickelungen  dieser  bemerkenswerthcn  Formel 
mir  flberhaunt  Vieles  zu  wünschen  übrig  zu  lassen ,  und  einen  recht 
deutlichen  Blick  in  das  eigentliche  Wesen  dersellien  nicht  zu  ge- 
währen scheinen,  worin  doch  am  Endender  wahre  Werth  einer 
jeden  mathematischen  Demonstration  liegt.  Zuerst  werde  ich  hiicli 
nei  der  Darstellung  der  Integralrechnung  bedienen,  dann  aber  auch, 
was  mir  hier  von  besonderer  Bedeutung  zu  sein  scheint,  zeigen. 
dass  ein  ganz  elementarer  Weg  fast  ehen  so  leicht  und  eben  so 


*)  Herr  Ligowfky  erinoert  eigentlich  nur  an  die  langst  bekannte 
K&hemngtforniel  zur  InlialUbeitinimung  der  Körper  Ton  Chapman, 
md  lagt,  daM  er  dieselbe  in  den  der  Mechanik  gewidmeten  Werken 
▼OD  Eytelirein,   l'oncciet  und  Brix  wiedergefunden  Aalte. 


Bclinell  zum  Ziele  rtjlirt,   un<1  Iinffe  mk-li  tiicbt  r.u  rHuscbeti,*^ 

Ach   mir  hier  zum  .Srhluss  nach  die  UcberxeiifctinK  au8zii)i{>n' 

«laube,  da^s  dieser  iranze  (•e^enstnrirl  in  der  ihm  liier  i>«gelMMi 

I  ßsatalt,  oder  wenlgetena  in  einer  lihnlichi'n .  sivh  rcrnerhiti  t;ewise 

L  In  den  Elttmentiir^Jntf  rrichl  der  Stcremnetrie ,  numentliuh  auf  sitvn 

r  Mehr  eih«  prakltBche  oder  technische  Hichlmig  verfal§;endeii  Lehr- 

fl»Btult<>n  —  Rjr  weti'he  die    Suche    vorr.ujiBiveise   \<»i    Iledeutunf; 

»in    lliirfte.     und     lU'nen    ich     dieselhe    duher    niirh    hcMumlc» 

Hn)tfi-hl».  — ~  itinl  in   die   Elemeiilar-Lehrbticlifr    dieser    \Vis« 

Khidll,    allifmnein   Bahn    brechet]    nird ,    Mn^  ich  ivenigntcna  i 

nhen    mtlvbln. 


1. 

Mir  nollcn  uns  clueii  von   einifr   i;iinz   helivhigen    Fljivlu 
^'lilnsseneo   Kürpt-r  duoktin,    und  aitnehinen,    dtutx  ilie  FUt 

'  raun«'  aller  iu  einer  Keniisfien  Lacc  ger^Ihrleti,  einnnd«r  pnri^ 
Üueorsclitiilti:  ilcKMcltien  ^tuu«  raliunale  al»ol>ruieche  Fuacli' 
^e«  xivciten  tiradcs  ihrer  niimialen  Bnlferiiiin^en  ti>n  einem  gQ- 
IflUiien  bcKitmiiiU'ii  Punkte,  dcu  Hir  tU>rrhuup(  den  Pol  ucnneu 
wollen,  »iim],  iKiliei  all«  von  cliea«:ui  Pole  uus  D.ich  der  einen 
$eite,liiii  lie^emlf-n  lüttlurDun^en  iUs  nosUiv,  ulle  nucti  dei  «nt- 
gt^ciigcsetztcn  Umte  hin  l!i^(;«iiiden  Eulfeninn^en  als  negativ  be- 
achtet,   imt  KüL'kriichl  hierauf  atier  in)  AllKfindrien  durch  ^  he- 

,  Michuel  itcrden  sollen.  IteEcicbncn  wir  iliuin  den  FUchennuim 
(|«i^  der  Entrcrniiti^  .r  von  dem  Pide  ent»{) rechenden  QiieGracbnitts 
ttticrbaupt  durch  I'r,  und  denken  nnH  zwei  b«»iliuuute  pof'ilive  i^iet 
Öf-K''ti*i>  Wertht:  n  und  fi  von  .r,  wobei  jcdocb  an^euomiaen  ivet- 
den  soll,  das»  a<,6  sei,  so  ist  da*  Volumen  Ae»  awieebfn  lUesen 
tl«iden  (juerrscliuilleii  enthalteneu  TheiU  uDscr«  Körpers,  «rdcbes 
vir  durch  t'  bezvichncti  ivnllen,  offenbar  die  tiränze,  der  »ich, 
indem  nir  n  eine   giosittce    ganze  Zahl  bedeute»  litssen,    and   dw 


]  i|F,  +  f.|i  +  n,.(-|-F„,ai +  ....  + /-Min 

oder  auoh  dir  (iriKise 

bis  zu  jedem  helielügeo  Grade  nähert,  nenn  man  »  in't>  tlnend- 
liche  ivacbiieit  laf>«(,  wks  t>ich  so  leicht  und  ganc  von  eelh«t  aas 
den  elemeiitHrstcn  Sätzen  der  Stereometrie  von  dem  Inbulte  des 
Prismas  oder  dvti  Cylinder^  er!;iebt,  dass  ivir  neuere  Rrlünfcrun- 
gen  darüber  an  diesfin  Orte  für  vüllig  libernüasig  halten.  Bezeicb- 
nen  ivir.nUin  die  in  Kedc  stehenden  (iriinxen  in  der  KQrse  durdi 
diu«  den  ubif^en  Ausdrücken  \ar^eselzle  Lim., 
iiiitlclbiir  die  beiden  folgenden  GTeichnii^cn:    '^ 


1)  r=fclni.fJFrf+/'H^£+*V».4£+*'t.+  3*+.-.  +  Ff(ii-i)/) 

2)  F=Lim.i| Fa+£+ F^a«  +  F^zi  +  Pa+Ai  +  ..  +  t^a-^-m], 
welche  die  Grundlage  alles  Folgenden  bilden. 


:»■ 


.,     '    < 


n. 


i  •  j  I  i : 


Nach  einem  bekannten  Satter  von  den  besümniteh  Integralen  7 
ist  nun  aber 


/ 


Fxdx 


=  Lini.i|Fa+F»f£  +  F»f  21+  F^zi+....+  Fa^ni\ 

=Lim .  tF«+  Lim .  £  t  Fi^.f +Fo+2£+  Fo+3f  +  •-  +  F«+i,iJ , 

'•  ly  weil,  da  F«  eine  beoÜmmte  endKche  6T989e.l8t9 '4  flt<^ 
aber  bi«  lu  einem  Jeden  beliebi^n  Grade  der  Null  nÄert,  \vditL 
iUtt  n  fan's  unendliche  mtchsen  läfist^  offenbar 

Lm>.iF.:^p 

Uft, 

k 

Fsdx 


- 1   ff  ■  t  • 


/ 


=Lim.ilFa+f  +  F»+2i+FÄ4-3i+,.— +  Fa|i./1,     .    ^. 


ako  nach  der  Gleichung  2): 

3)     V=PFsdx. 


>.j 


Weil  nun  aber  Fx  eine  ganxe  nttionale  algebraische  Function 
des  zweiten  Grades  von  z  sein  soll,  so  kann,  indem  A,  B,  C 
Constanten  bezeichnen;  im  Allgemeinen 

4)    Fx^^f  Äc+ßr* 

gesetzt  werden,  und  es  ist  folglioh 

/F,a4?=itp  +  iÄr*+iCr»+Const, 
also  '  ' 

^,,.         f'  Fsax^A(b--ß)+^B(0^^,m^)nC(b'^%,        ..!. 
•  ■     •    -i 

folglich  nach  dem  Obigen 


^)  Archiv.  Tbl.  11.  S.  375. 
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oder 

6)     F=(6-a){i4  +  iß{a+6)  +  lC(«*+«*+**)l^ 


III. 

Za  dem  Beweise  der  vorhergehenden  Gleichung  6)  bedarf  nun 
aber  in  der  Tbat  der  Integralrechnung  gar  nicht,  sondern  kann  sa 
derselben  leicht  und  mit  völliger  Strenge  durch  daa  folgend?  gam 
elementare  Verfahren  gelangen. 

£inen  beliebigen  Werth  der  Entfernung  x  bezeichne  man  durch 
a,  setze,  indem  n  eine  positive  ganze  Zahl  bezeic^^net, 

uod  bezeicboe  das  Volumen  des  awischen  den  Qu^erschiMtteii  JF^ 
wd  Fa  enthaltenen  Kurpera  durch  V,  so  ist  offienbar,  indem niu 
in  den  folgenden  Glelcnungen  das  obere  oder  untere  2SeichfB 
nimmt^  jenachdem  die  Grosse  a  positiv  oder  negativ  ist, 

oder,  was  Dasselbe  ist, 

±V=Lim.f|Fi  +  F4£+F3i+F4<  +  ....  +  F«*|. 

Weil  nun  aber  nach  der  Voraussetzung  im  Allgemeinen 

Fr=il  +  Är+C2r« 
ist»  so  ist 

t|F<+F.2£  +  F,<+F4ff....+F«| 

+  Ai+3BP  +  S^Cfl 
+  Ai  +  iBfl  +  i^Ci^ 
u.  s.  w. 
+Ai+nBt^+n^CP 
=r»A+(l  +  2  +  3  +  4+.... +  n)Äi« 

+a*  +  2«  +  3«+4«  +  ....+n«)a'», 

also,   nach   bekannten   ElementarsStzen  von   der   Summirang  der 
Reihen*): 


*)  Die  Summeoformei  für  die  Qnadrate  der  natmrlichen  Zahlea  IIb4oI 
man  bekanntlich  sehr  einfach  aof  folgende  Art. 


2«6 

i\Fi  +  Fti+  Fui'Fu+....  +  Fni\ 
=nAi+in(n  +  l)Bfl  +  lti(n  +  \)C2n+i)Ci?. 

Weil  aber  nach  dem  Obigcip 


« 


m»  so  ist 


Ji! 


ilF«+F:i.  +  F,f  +  F4£+....  +  F«} 


a 


3 


=  iii4.=^  +  l«(ii  +  l)Ä.^f  ii.(iifl)(2it+l)C.-3 


n 


w 


ii. 


■f  ■ 


Li—t  man  nuo  io  dieser  Gleichunfi^  n  in*8  Unendliche  wach- 
mid-geht  auf  beiden  Seiten  derselben  zu  den   GrSnzen  über. 


Et  Ut 

(»+l)»=:||5+3l|«+3lf+l, 

ll»=:(ll-l)«+8(«-l)«+8(/l-l)  +  l, 
(||-1)«=:(»— 2)»  +  8(»-2)«+3(/l— 2)+l. 

n.  •.  w« 

2*  =  l»  +  3.1«  +  3.1  +  l; 

abo,  wenn  man  addirt  und  aufhebt,  was  sich  aufheben  itUst: 

(n+iy=:H+ 1 +  36W+-35«« , 
■■d  folglich,  weil  bekanatlich 

iü. 

(ii+1)»  =  1(ii+1)(3ä+2)+35«V 


«5««=2(«  +  l)*— (ä+1)(3«+2) 
=  («+l){2(ll  +  l)«-(3/l+2)| 

=«(11+ 0(211+1), 


logleich 


5il«  =  Jili(if  +  1)(2»+l) 


80  erhSit  man  auf  der  Stelle  uni  dörch  die.-diifiichsten»   hier  Iceiv^i 
ner  weiteren  Erläuterung  •bedilrfemien  <8chl^8e.  ^ie  Gleichung 

Lini.it/'.  +  /'2i  +  F3if+*'4f+.r+F«) 

aUo  nach  dem  Obigen 

oder 

7)    V=z±(Att+iB(fl+\C€^. 

WO  man    immer  das   obere  oder  untere  Zeichen   zu  nehmen  httf 
jenacbdem  a  positiv  oder  negativ  ist.  •* 

Wenn  jetzt  a  und  b  xwei  beliebige  Werthe  von  x  sind  und 
a<6  ist«  so  wollen  wir  die  Volumina  der. zwischen  den  Queer* 
schnitten  F^  und  Fa,  F^  und  Fb,  F«  und  JT*  enthaltenen  KSrper 
respective  durch  F',   V"  und  F  bezeichnen« 

>'     Sind  dann  zuerst  a  und  b  bäide  positiv,  so  ist  oSeilMf  ^ 

v=:V—'r', 

und  nach  der  Gleichung  7)  ist 

V=A6  +  \B^+l€i»i 
WUI  man  die  Formel 

r 

■ 

niclit  aU  bekannt  yoraussetzen ,  so  kann  man  auf  folgende  Art  Terfali 
Es  ist,  wie  man  mittelst  leichter  Recbnung  findet,  allgemein 

also 

i«(«  +  l)(2;*  +  l)-l(/l— l)lf(2«-l)=»«, 

t(w~I)»(2«~l)-K«~2)^«-1)(2«-»)=(«-l)*, 
J(w-2)(«-1)(2ä— 3)-i(«  — 3)(«~2)(2«-.6)  =  (ll-2)*,       ' 

u.  «.  w*  ) 

J.2.3.(2.Bf  l)-*-i.K«.^a  +  l)=2«, 
i. 1.2.(2.1+1)  .         .  '    .  =1«; 

also,  wenn  nian  addirt  und  nuflicbt,  was  siüb  aufheben  lätal:. 

l*+2M-3*+4^+....  +  «*=5W»  =  i«(«+l)(fi»+l), 
wie  vorher. 
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Sind  ferner  a  und  6  lieide  negativ^  so  i8t  oflTenbar,   weil  der 
absolute  IVerth  von  a  grosser  als  der  aiisolute  AVerth  von  iß  ist» 

nach  der  Gleichung  7)  ist 

P  =  — i^ll-.4Äaa~«ftI^ 


abo 


adso 


r.^ii(A-a)+;ß(6«-ci2)+;f;(Ä»— «»). 

lat  ferner  a  negativ  und  b  positiv,  »o  ist  (»ffeuliar 

nach  der  Gleichung  7)  ist 

-  J^=     Ab  +  iBb^+ia^: 


Da  nun  unter  den  geroachten  Voraussetzunt^en  ausser  den  so 
fben  betrachteten  drei  FSlIen  ein  anderer  Fall  nicht  weiter  vor- 
Loinmen  kann,  so  ist  völlig  allgemein 


oder 


8)     F^A(b"n)  f  iÄ(6«— a«)  +  iC(A»— «•) 


9)     V=(b^a){A+iB{a  +  b)  +  \C\a^  +  ab  +  b^)], 


welche  Gleichungen  mit  den  in  II.  gefundenen  Gleichungen  5)  und 
'6)  Völlig  ühereini<tinimen ,  hier  aber  ganz  elementar  bewiesen  sind; 
■nd  ich  zivcifle  durchaus  nicht ,  dass  dieser  Beweis  wegen  seiner 
Leirhfigk«*it  und  Einfachheit  zur  Aul  nähme  in  die  Elemente  ganz 
geeignet  ist. 


IV. 


Die  drei  in  der  Gleichung 

Fx=A  +  Ba:+Cx^ 
vorkommenden  Constanten  A,  B,  C  kann  man  nun  jederzeit  bo« 


lieh  zur  Bestimnupff  der  drei  In  Rede  stehenden  ConstanlMi  dl 
drei  folgenden  GleicDungen  des  ersten  Grades: 

r 

Ff^Ai-By  +  Cy* 

hat.  Logt  man  aber  diese  drei  Gleichungen  nach  den  gewShi 
liehen  Regeln  der  Algebra  in  Bezug  auf  A,  B,  C  als  nnbekaml 
(irSssen  auf,  so  erhält  man  nach  leichter  Rechnung  f&r  A,  B,  \ 
die  folgenden  Werthe:  ( 

<__  ßv(ß-Y)F«  +  My-") Fß+aß(tt-ß)Fy 

(«-ß)(ß-Y)(y-«) 

10)     }  R-     «ä^-y»)  F.  +  (y«  -  g«) Fy>  4-  («« -^Fy 

r—    (ß~r)F<' + (y-«)  ^z» + (.«-ßyfy . 
^~  {<'-ß)(ß-r)(y—t) 

oder«  wie  sich  hieraus  leicht  ergiebt: 

A-  /?yF.  «yF^        ,        «/?Fy 

^  -     («-/»)  (a-y)  +  (|J  -a)^ü^  +  (^a)(y-^y 

,0*x     J» «?+y)^«  («+y)#>  («+<?)  Fy 

lu;     ^Ä_     («-/J)(»-y)      (ß-aXß-Y)     (y-«)(y-^/J)* 

^=     («-«(a-y)  +  (ß-a)(ß-Y)  +  (y-«)ö^|^- 

Führen  wir  diese  Ausdrücke  von  A,   JÖ,   C  in  den  Ausdruc 
*.))  von   F  ein,  so  erhalten  wir: 

11)   ,-il  = 

(a-^(«^)'/^-iO»+y)(«+*)+ u«H«w)i 

+ (^-«^^_y)i«y  -  i  (« + >•)  («+*) + I(«H«6+*«)  t 


oder 


11*)  7-^=: 
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Mittelst  dieser  Formel  Ifinst  sieh  aUo  der  Inhalt  Fdes  zwUiehen 
pn  beiden  Queerschnltten  Fa  und  Fh  enthaltenen  Kfirpers  aas  den 
Enrfemöngen  «  und  6,  und  drei  den  ^anz  heliehi^en  Entfemun- 
pen  a,ß^Y  enti^prcchenden  Queerschiiitten  Fa,  Fß,  F/  berechnen, 
netfirfich  imroer  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Queerschnitte 
der  durch  die  Gleichung 

Fs^A  +  Bxi^CW* 

—■{Crilrflrlrtrn  Bedingung  entsprechen. 

Den  Entfernungen  a,  ß,  y  kann  man  alle  ganz  heliehij^en 
iWertbe  beilegen.  VVir  können  also  z.B.,  um  einen  ganz  speciel- 
kn  FaH  der  vorhergehenden  allgemeinen  Formel  zu  uetrachten, 

■rtzen.    Datin  ist 


«- 

-ß= 

:  a- 

■4(«+/')=- 

-i(*- 

-n). 

ß- 

-Y  = 

:4(« 

i  +  h)  —  b= 

-  i(A- 

-«). 

r- 

-c  = 

:0- 

-a; 

m  %vie 

«  +  jJ=a+4(«+*)  =  i(3«  +  Ä), 

md  wir 'erbalten  ohne  Schwierigkeit: 

r«-4(y+«)(«+*)+l(«*+a^+Ä^=-i(*-«)^ 

Führt  man  diese  Wcrthe  in  die  Gleichung  11)  ein,  so  erhhlt  man 

12)     V=l(h^a)\Fa  +  iF^iaib)  +  Fk\ 
eder 

13)     V=l{b^arr2F;(a^t)  +  HFa+Ft)\, 

okI  kann  die  in  diesen  Gleichungen  enthaltenen  8ätzc  auf  folgende 
Art  anüsprechen: 

Wenn  die  Flächenräunie  der  parallelen  Queerschnitte 
eines  Körpers  ganze  rationale  aljrebraiscbe  Functionen 
des  zweiten  Grades  ihrer  gehOrig  als  positiv  oder  als* 
negativ  betrachteten*  Entfernungen  von  einem  bestimm- 
ten Punkte  als  Pol  sind,  so  wird  der  körperliche  Inhalt 
eines  jeden  zwischen  zwei  parallelen  Queerschnitten  als 
seinen  Endflächen  liegenden  Theils  eine's  solchen  Kor- 


pers   erhalten,   w^nn   man   zu   der   Summe   der  Flächen- 
rftuoie  der  beiden  Endflächen  das  Vierfache  desFlächeD- 


S70 

raums  de«  zwischen  den  beiden  EndflSchen.in  d«r 
liegenden  Queerschnitts  addirt,  und  dieSumiüe  mi 
8echsten  Theile  der  Entfernung  der  beiden  Endfli 
von  einander  multiplicirt; 

oder: 

Wenn  die  Flächenräume  der  parallelen  Queersel 
eines  KOrpers  ganze  rationale  algebraische  Funct 
des  zweiten  Grades  ihrer  gel^urig  als  positiv  od< 
negativ  betrachteten  Entfernungen  von  einem  bes 
ten  Punkte  als  Pol  sind,  so  wird  der  körperliche  1 
eines  jeden  zwischen  zwei  parallelen Queerschnitt 
seinen  Endflächen  liegenden  Theils  eines  solchen 
pers  erhalten,  wenn  man  zu  dem  arithmetischen  ] 
zwischen  den  Flächenräumen  der  beiden  Endfläche 
Dounelte  des  Flächenraums  des  zwischen  den  b 
Enallächen  in  der  Mitte  liegenden  Queerschnitts  a 
und  die  Summe  mit  dem  dritten  Theile  der  Entfei 
der  beiden  Endflächen  von  einander  multiplicirt 

Man  hat  aber  nicht  zu  übersehen,  dass  diese  Sätze, 
es  auch  noch  besonders  zur  Empfehlung  gereichen  dürfte 
sie  sich  sehr  leicht  dem  Gedächtnisse  einprägen  lassen,  nu 
specielle  Fälle  des  in  der  Formel  11)  oder  II  ^),  mittelst  welch 
der  Inhalt  eines  jeden  solchen  Körpers  wie  der  im  Vorhereel 
betrachteten  aus  drei  beliebigen  seiner  parallelen  Queerschni 
rechnen  lässt,  enthaltenen  älgemeineq  Satzes  sind. 

V. 

Die  Anwendung  der  vorhergehenden  Satte  durch  Beiicp 
erläutern,  dürfte  an  diesem  Orte  fast  als  überflüssig  erscl 
indem  ein  .Jeder  gewiss  sogleich  übersieht,  dass  die  in  d 
mentaren  Stereometrie  vorkommenden  und  die  durch  Umd 
der  Kegelschnitte  erzeugten  Körper  fast  alle    in  die   im   ^ 

fehend'en    betrachtete   Kategorie   gehören.     Jedoch  mag   ( 
olgendes  bemerkt  werden.' 

1.  Haben  wir  z.  B.  eine  Pyramide,  so  ist  nach  ein 
kannten  stereometrischen  Elementarsatze  in  ßezug  auf  die 
der  Pyramide  als  Pol 

wo  C  eine  Constante  bezeichnet,  indem  nämlich  bekanntli 
einander  parallelen  Queerschnitte  den  Quadraten  ihrer  Entfer 
von  der  Spitze  der  Pyramide  gerade  pronortional  sind.  Alg< 
wir  in  diesem  Falle  die  folgenden  Gieictinngen: 

F.(.^*)  =  iC(a+b)\ 

m 

Aus  den  beiden  ersten,  dieser  GWichungep  folgt 
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ood  aus  der  dritten  Gleichnng  e^iebt  sich  also 

4F.(a+»>  =  Ca«  +  Cft« + iCab 
=  F.+F»  +  2V7'ri». 

Fo/glich  ist 

.   T.  -Ir  ifi(ß-¥n  +  F» = 2(F4  +  VTvTTJ^  +  F») ; 

also  nach  der  Formel  12): 

14)     F=J(6-«)(F.+VF7:T5  +  Fi), 

^der  wenn  die  beiden  GnipdflSchen  und  die  Hohe  einer  sogenann- 
^KB  abgekiirxten  oder  abgestumpß'eii  Pyramide  r&ärpective  durch 
/>  f  und  A  bezeichnet  werden,  der  körperliche  Inhalt  F  einer 
solchen  Pyramide: 

15)  v=^ih(f+yrrr+n> 

^'elches  die  ftos  der  elemeti^ren  Stereometrie  bekannte  Formel  ist 

Wie  man  von  der  Pyramide  zürn  Prisma,  zum  Kegel  und  Cy- 
B Kider  übergehen  kann,  ist  aus  den  Elementen  der  Stereometne 
l»e  bannt. 

2.  FQr  die  Ellipse  and  Hyperbel  ist  bekanntlicli »  wenn  m  und 
^    die  beiden  Ualbaxen  bezeicimen,  die  Gleichung 

^o  das  obere  Zeichen  der  Ellipse,  das  untere  der  Hyperbel  ent- 
^pvicht  Weil  nun  fiir  das  durch  Umdrehung  der  Ellipse  oder 
Hyperbel  um  die  Axe  m  entstandene  Ellipsoid  oder  Hyperboloid 
[      ofenbar 

ist,  so  gilt  in  diesem  Falle,   wenn  A  und  C  Gonstanten  bezeich- 
iien,  die  Gleichung 


Es  ist  also 


Fs=zA^Cx^. 

■  • 

F,=A  +  Ca^, 
F»=^H-C6», 

Fi«M.»)=.J  +  K'(a+*)*; 


folgfich 
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and  daher 


^~      a*-b*     '  *^-"o«-6»' 

iFtia+i)  = ■      af_b* ' 


also 

F.  +  4Fj(„+»)  +  F» 
(<ia-6«)(F.  4-  Ft)4(a  +  &)«(F.— Ft)+4(a«F»-6«F.) 
-  a»— 6«  ' 

woraus  sich  femer  leicht 

F.  +  4Fi(H^»)  +  Fk 

_  (2««— 4»«4-2fl6)F,  — (2&«— 4««+2aft)F> 
-  o«— 6»" 

oder 

F.  +  4F4(»^»)  +  Fl 
^(a«-26*+g6)F«— (6«^2a«+g&)F» 

ergiebt.    Folglich  ist  nach  12) 

-1«.     V        (o'  -  2&'  +  ab)  F.-  (6»-.2a«+ oA)  F» 
16)     r= 3(a^.'A) -^- 

Nun  ist  aber,  indem  immer  das  obere  Zeichen  dem  Ellipsoidy  Am 
untere  Zeichen  dem  Hyperboloid  entspricht: 


Fk=±7t—^(m^'^b'^)\ 


m« 


also  nach  dem  Vorhergehenden 

und  folglich,  wie  sich  hieraus  leicht  lergiebt: 

'^  —  +  Sm«  •  STA  ' 

d.  i. 

17)    r=T^(«-A)t3in«-(oH«*+A«)l 


S7S 


•der 


18)     F=  ±  ^(Ä-a)  1 3m*  -  (o«  +  oA  +  6«;  |. 


Aach  Ist 


aad  folglich 


2o6=o«  +  6»-(6— a)«. 


o*+a6,+  *«  =  i|3(a«+6»)-(6-«)«). 


■bo 


W)     F=±^(*-a)|3m«^|(a«+**)  +4(Ä  -  «)»!- 


Setzen  wir  aber 


w  Urt 


/»•=±S(m»-6«); 


a«  +  6»=2m«Tj(«*  +  /J^. 


abo 


3m« 


4.L 


F=  ±  ^.(6-«)  U  (*  -  «)*±  ^(«»+/S»)| 


20)    r=±^(6-a){(6-a)«±3^(««+/J»)) 


Für  die  Ktiirel  ist  m=^n  ku  setzen  und  in  der  vorhergelienden 
Gleleliiiiig  das  obere  Zeichen  zu  nehmen;   also 

21)     F=l»(6-a)K6-a)a+3(«»+i3«)l, 


aus   den  Elementen  der   Stereometrie  hinreichend  bekannte 
3.    Die  Gleichung  der  Parabel  ist  belcanntiich 

p  den  Parameter  bezeichnet;  also  ist  f&r  das  durch  Umdrehunc 
Parabel  um  ihre  Axe  entstandene  Paraboloid  in  Bezug  auf 
Scheitel  als  Pol  offenbar 

«•  ß  eine  Constante  bezeichnet.    Daher  Ist 

«IheU  Y.  18 


im 


:  ■;.      !..;i: 


srt 

und  iolglich  ' 

F,  4  '**l(4^*)  +  ^  =i'  3Bttt  +  b). 
Also  ist  nach  12) 

l^-iz:  1«  (J  i- b)  (i  +  a)  =  iÄ  J!6*- Ji*). 
Nun  ist  aber  nach  dem  Obigen  « 

also  Bzzinp,  und  felglich 

Setzt  man 
60  ist 

■•■..  i  ■••     f-  •    -V  :  -. 

und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden  offenbar  auch 

,      .28)  ;F=i«(^-«)(««+i8^.         , 

'  "  -    Vi  ■  I  * ." 

.    ,  •_     »       •       »  ■  •  ^  •     ■  •  /  *  •     .  ■    

wo  b  —  a  die  Hohe  des  parabolischen  Körpers  von  dem  lahalte  Vy4r*^ 

4.    Uebrigens  scheint  mir  hier   der  schicklichste  Ort  zu  sdfJC^ 
zu  bemerken»  d^ss,  wenn,  die  Queerschnftte  eioes  KiUpers  wi«  In 
▼orherseheb'ä^  iBetspiete  Ml  dMk -PwiAplola  "bloss  ianse  nli«»^ 
naie  afgebraische  Functionen  des  ersten  Orades  ihrer  Eptfeimio§s<jf 
Y^m.cffiai^  feivis90i^.i^«  sM».  sQ^ass  ini  iAilgeBM4iM|fi   i.;  w-       « 


ist,  dann  schon  ^i\'ei 'Qiieerschnitte  im  Allgemeinen  zur  lohaltsbe- , 
«t^nwi^rbinreicbcu.  Aiif:ganz  fthnii^hejSi>t  wte  ob^mt  tii9lffr«4»fir» 
irenduns:  ganz  analoger  Bezeichnungen»  erhält  man  nämiicfat|ip.:4il|"^ 
seni  Falle  .         t .       ....  •.  •♦      ..;       •  i 


•  : 


« 

Für  z\yei  den  EUitfernungcn  or.  /?  entsprechende  QueerschnUl» 
aus  denen  sich  sogleicb       !  »  ..!  , .       •  ;  -u   ,  «-^    .    .• 


m 


A=- 


ßFa         uFj) 

tt—ß     ß  —  ie' 


1 

,<^ebt     Folglich  xeX  oacb  94): 


i 


25)    Ä^—s5^t<»-  («+*)' 

Fi 

JBetzt  man  «=:a,  />=6;   so  ist 


Jb^ch  nach  25): 


«-4(«  +  *)=-i(A-«); 

I 

98)     F=4(6r-«)(jP.  +  *A). 


Das«  bei  dem  Paraboloid  diese  Formel  auf  der  Stelle  zu  dem 
Ausdrucke  23)  fiihrt,  filllt  sogleich  in  die  Augen. 

Wireo  die  Queerschnitte  constante  Crpssen,    und  folglich  im 
jUDge^neiDeii 

M  weics  man  aus  der  Lehre  vom  Prisma ^  da^s  schon  f  in  Queev- 
•dmitt  «nr  Inbaltsbestimmung  hinreicht^  indem  das  Product  des- 
lHJ^e^  ip  .die  PJihe. des  Körpers   bekanntiich  dessen  Inhalt  giebt. 

\^\  B.  iBie  «inaoder  entsprechenden  '>\^inkel  aller  parallelciii 
iftMfBMchnitt»  eines  Obelisken  *)  sind  .ofenbar  sammtlich  einander 

Mthy  und  die  Winkel  der  einseinen  QueerfiahiMtte  können  daher 
I  m  jadan  Obelinken  als  constante  Grössen  betrachtet  werden 

i'i'Aeihui  X  die  Entfernung  eines  Qqeeisclinitts  Fx  des  ObfUa- 


ka  TWi  derjenigen  seiner  beiden  Endflüohen,  welche  die  kleineren 
[Seiten  hat,  und  A  sei  die  Höhe  des  Obelisken.  Ferner  seien  m! 
lad  m''  zwei  einander  parallele  Seiten  der  beiden  Endflächen  des 
Obelisken,  so  dass  m' ^m"  ist,  und  m  sei  die  denselben  parallele 
Seite  des  Queerschnitts  Fx;  so  erhellet  mittelst  einer  sehr  ein- 
Um  geometrisphen  Betrachtung  auf  der  Stelle  die  Richtigkeit 
Mr  Proportion 

welcher  femer  bo^eieh^ 

m:=tn  -i r—  -  X 


«4- 


^  AvfAiir.  TU.  IX.  S.  83. 


18* 


folgt.     Well  ntm  *,  m',  hi*  (ftr  jeden  OltelisIcMi  als  constante  Crn« 
seil  tu  bfiraclilen   sind,    so   ist   r»,    und  eben    sn  natCrlich  auch 

teil«  andere  Seite  des  QneerticIiuitU  F,,  eine  gai ixe  rati anal«  atge- 
iraische  Function  «les  ersten,  Grades  von  :r.  Aus  der  bekannten 
■llnnieine»  polygonometrischep  F»rniel  fiit  den  Inhalt  jeder  ^e- 
raniinigen  Fißur  gehl  aber  henor,  Aa»6  der  FläeheniiihoTt  Fr  alle 
Selten  der  entsprechenden  Fifrur  nur  in  der  stveiten  DinlenMon 
eolhklt,  d.  h.  bloss  von  den  Produclcn  dieser  Seiten,  zujezwden 
mit  einimder  Tcrbunden.  abhängt,  wobei  man  die  achon  \arbet 
gemachte  Uemericunjt,  daas  hier  die  Winkel  der  Figur  als  con- 
Mtaiite  (iriissen  xu  betrachten  sind ,  nicht  zu  Sbersehen  hat.  Hill 
man  dies  mit  dem  Obiften  suqanimei),  so  ergieht  sich  auf  ganz  un- 
iweideuli^e  Weise .  das«  im  vorliegenden  Falle  F,  eine  sjanw 
raliiinale  algebraische  Funttinn  des  zneitea  Grades  von  z  wl  '). 
und  dass  folglich  der  in  IV.  betviesene  allgemeine  Satz  auch  auf 
Obelisken  Anwendung  lindeL 

Endfläche,    der 

mltllere  Queerscbnitt,  die  "i,^'^  Endfläche  eines  Obeliaken,  A  sein« 
lliibe,  und  wie  gew-ihnlich  V  sein  knrjierlidier  Inhalt;  so  äa^t 
nuch   I'2) : 

27)     V^'/<(F+U-'  +  F''). 

welche  Formel  ich  (tlr  die  bequemste  zurlnhaltsbestiromunj;  et|i^3" 
Obelisken  in  der  Praxis  halte,  und  mich  daher  bei  der  Ahleitiitfäg 
des  im  Archiv.  ThI.  LX.  K.  Sä.  von  mir  hcHiesenen  Koppe'sch^^" 
Ausdrucks  lur  den  kiirperlicben  Inhalt  de«  Obelisken  aus  ders^^' 
heti  jetzt  nicht  aunialtcn  irill. 

Ceberhuui)t  »erden  die  vorhergehenden  Beispiele  schon  hS  *■ 
reichend  sein ,  um  die  grosse  Fruchtbarkeit  des  In  IV.  bewieseo^^" 


allgemeinen  Satzes  bei  der  Inhaltsbestimmuu^  der  Körper  z ^ 

5en.  Man  kann  diesen  Salz  auch  bei  der  Bestimmung  dea  Inhi^~^ 
er  Fässer  und  anderer  Kurper  mit  Voriheil  in  Anwendmig  bri  ^^' 
Heii,  was  welter  zu  entwickeln  mich  jedoch  Tür  jetzt  zn  senr  v^^^ 
meinem  ergenllichen  Zwecke  ablUhren  würde,  und  auch  fl^;!!«:?'' 
jem  eig^ien  Nachdenken  des  Lesers  überlassen  werden  kasn. 


''      Es  erhellet  leicht,  dass  steh   die  vorhergehenden  BetracMue^' 

Sm  verallgemeinern  lassen.  Nimmt  man  näraticb,  am  noch  ^n«^* 
chrltt  iveiter  zu  gehen,  an,  dass  die  Queerechnitle  eines  KOrper-^ 
Same  rationale  algebraische  FuFictionen  des  dritten  Grades  ihr?^ 
inirernunsen  von  einem  gewissen  hestiramtea  Punkte  als  Pv^ 
aalen,  una  setzt  demzufolge  im  Allgemeinen 


*)  Einfir  fcons  ähnlichen  Belraclitiin);  bat  iii:li  auch  Briz  ■.  a.  0- 
8.  I3T.  und  S.  13fl>  bnlienl,  ond  dai  uamitlelhar  VorheigehendB  iat  Im 
W«teBl]Ich<a  gini  tun  Ihm  entlebot,  nur  etwa*  allgemeiner  |;lihllf<ia 


m  gciaagt  man  durch  gans  äbnltche  Betrachtungen  wie  oben  qnd 
iwit  ABwendung  analoger  Bezeichnungen  leicht  zu  der  Gleichung 


30)     F= 
|,   (*-«) IJ  +  lB(a+b)+lC(aHab+b^  +  i/>(aHö*A+a6*+6») |. 

.IKb  ?ier  in  Üer  Gleichung 

Fx=A  +Bx+Cx^  +  Da^ 

«dialtenen  Constanten  A,  P,  C,  D  kann  man  aber  aus  vier  den 

Kbenen  Entfemunffen  a,  ß»  7»  ^  vom  Pole  entsprechenden 
erschnitten  F«,  Fß,  Fy,  jFd  bestimmen,  Indem  man  zwischen 
dta  Tier  in  Rede  steh4*nden  Constanten,  wenn  vier  solcher  Qiieer« 
•dbitte  als  gegeben  betrachtet  werden,  die  vier  folgenden  Glei- 
changen  hat: 

Fa  =  A  +  Btt+  C««  +  Z>a», 

Fß  =  A+Bfi+Cfi^^Dß\ 

Fy:=zA  +  BY  +  Cf+JJy\ 

Fd  =  A  +  B8  +  Ci^+Dd^. 

Dm  diese  vier  Gleichungen  in  Bezug  Auf  A,  B,  C,  />al8un- 
Mannte  Grossen  aufzulösen,  eliminire  man  zuerst  A,  Dadurch 
crbiit  man 

B(a^ß)+C(^^P)  +  /)(a»-/J»)  =  Fa-  Fß, 
»ü  j-..        l?QJ-y)+C0J«-ya)  +  jOöi»--y»)  =  />  — Fy,    :     . 
;;p;       'Ä(y-a)  +  C(>*-d^  +  iD(y»-Ä»)==Fy-/V; 


f  wenn    man    diese   Gleichungen  nach  der  Reihe  mit'o-^'j$, 
^— f,  y— d  dividirt: 

Ä+ CO» + y)  + 1>0»* + /»y+ y»)  =  ^^^ . 

EBamirt  man  jetzt  ferner  B,  so  erhält  man 

CX«-y) +/)(«* -y»+/?(«-y)J 
U,\  .  =  py-y)  F.  -Ky -  g)  Fi  +(«-<>) F» 


....  '  •      I 

,.       ■  ■ •       •  . 

also,  wenn  m&n  diese  Glrichnngen  mit  «— y,  ß  —  S  dividirt: 

•    t  *  I 


6^-r)M'*^^«fc^-:*(*-;>(*^i')" 


filimi^ii  »alD  niiii  /eodlich  C»  #9  ergiebt  sieb 

-i*ii»>    •  '  »r  i'    ■*.  ■     .  ■I'.'   .  •'.,[    , 


••II    I  •    « f  '• ' 


. ^ 

Fahrt  man  difeMfa  AnsdriH^ : vdq  Z>  in  dit. eitle  .der  beiden 
Gleichuneen  ein,  welcJie  bloss  die  Unbekannten  C,  Jfi  enthalten, 
so  ergiebi  sich  mittelst  leifchter  Rechnung  tOi  C  der  folgende 
Ausdruck:     °  ,,. 

0»  +  y  +  d)F„     '■ 


C= 


■  j 

(a  +  y+t)Fß 


(yr-a)<jr^j?)(j^-*d> 


..,.(«'+g-f:y)Frf 


1. 

FGhrtman  nun  die  beiden  vorhergelienden  Ausdrficke  von  C»  /> 
in  eine  der  drei  hür  di^  Unbekannten  JB,  Cy  1)  enthaltenden  Glei- 
chungen ein,  so  ergiebt  sich  fib*  iS  teicht  die  folgende  Formel: 


«-    («-/»)  («-r)(«-a)     • 


I  •  I 


■  >•■ 


T»  I  kl" 


Fuhrt  man  endlich  die  gefundenen  AusdrAcke  von  B,  Cy  D 
ia  eine  der  vier  die  Unbekarniteo  Ai  R$  Cy  D  enthaltenden  Glei- 
\  ckiDgen  ein,  so  erhält  man  ohne  Schwleri^lcelt  fSr  A  den  folgen- 
den Aasdmck : 

^^      (a-ft(«-y)(a-d) 

qyd/> 

■^  (y-«)(y*./?)(y-rd^ 

vßrFi 

I 

■  I 

Ffihrt  man  nuo  die  i[efund«nen  Ausdrueke  der  vier  Constan- 
im  A,  B,  C,  D  in  die  Gleichung  27)  ein,  so  erhält  man  für 

V 

deD  folgeoden  Auadrudi: 

31)  gJi=-<>^)(^%(.^j)l/>y^-tO>y+y^+</>)(«+&) 

-(fzsfi&lFm^'^  -  i(«}f-M+4«)(?+6) 

+i(«+/»+)')(««+«HA*; 


Fflr  a,  f,r)^  •■«•«>  ••«h  '"  *«»«'  allgemeinen  Fon««l  aUe 
mOgUchen  Werthe  seteen.    Setzt  man  nun  aber 

(?=«  +  J(*-/r)  =  J(2«  +  6), 
y=«  +  }(Ä-a>=l(«+2ft). 

80  erhält  man  nach  leichter  Rechnung: 

(»yÄ-4C»)'+y«+«/»)(«+*) ) 

—  U«' +  «**  +  «**+ *-)7 
«/?Ä~i(a^+/fÄ+*«)(fl+6)    \ 

«/?y-i(«H/^y+ya)(a+&)     ) 

-iC^'  +  a^A  +  ßÄ^  +  Ä')   ' 
Weil  nun  ferner »  wie  man  ebenfalls  leicht  findet, 

ist;    so  ist  nach  28): 

32)     r=S(*-«)tF.+  3FK»«+*)+3Fi(„-|.ft*)+F*}. 

Diese  Betrachtungen  noch  weiter  fortzufahren  und  noch  mehr 
EU  verallgemeinern ,  liegt  jetzt  nicht  In  meiner  Absicht,  indem  id 
mich  in  dieser  Abhandlung  vorzugsweise  In  dem  Bereiche  elemeii- 
tafcr  Betrachtungen  hielten,  und  das  Obige  zur  Einfilhrung  in  den 
Elementar- Unterricht  und  in  die  Elementar -Lehfbficher  empfehlen 
w<^te. .  Ipb  werde  jedoch  vielleicht  späterhin  in  grosserer  Allge* 
meinheit  auf  diesen-  Gegenstand  zurflckkommen. 

VII. 

Wenn  man  einen  Korper  hat,   bei  welchem  man  eieh  nv  der 


berechtigt  halten  darf,  <!ass  Heni^atens  in  kleinen  Inter- 
vallen sein»  parallelen  Qiieerschnitte  in  Beziehung  auf  einen  gen  )«• 
Vcn  Pnl  aiiufthernd  der  Itedingiitig 


tHcheii  zwei  gewls^ ' 
k-sddhen  ermittelt 
«  Thcil«,  wenn  n 
2n  gteiclie  Theile, 


•^rZ 


und  d»r  kriqierliche  Inhalt   K  eineti  t 

inniUrlon  Qiip ersehn itlen  lieiienilen  Thi*ils 

»'>  (heile  mnn   die  Il.ihe  h  die» 


t  beMÜiunie  diu  FUthun räume 

F„,  f\,  F^,  F„  Ft,....Fi„ 

.  allen  einxelnen  Thet)[>unkten  der  HOlie  cDlBprechciidc;n  Queer- 
•chaitle;  ao  i»l  nach  ü)  wenigstens  nüherungsweimo  und  mit  destu 
grOaserer  Genauigkeit,  je  grlisser  »  ist: 


»'=■ 

■■'£<'»+■"''  '■''■' 

+ 

•■ia^(n+Jf.  +  *-j 

+ 

■2g(r.+in+»y 

+  . 

.ä^(f,+jfv+n) 

n.  .. ». 

+ 

'^5"''-'+"'"->+''' 

+ 

.■2.i'(F„-,  +  4f,_,+J 

Otcüie  Nslierungsforniel  zur  ßcstinimnns  der  kürpcrliehen  Iläitme 
Ul  suetsl  von  dem  sehwedinuhcn  Vive-Admiral  Cbapmun  in  sei- 

WerieQbcr  dieSuhiffsliaukuiist:  Traite  de  la  construction 
4e«  vaisseanx,  (rndait  du  SuedniR  de  M.  Cbapmitn  pnr 
VUl  de  rUirhois.  Brest.  1781.  gpgehen  worden,  und  später- 
lila  in  mehrere  andere  Werke,  naincnltich  iiher  |ir&ktif<che  Mecha- 
nik und  MiiKchiiienlelire,  wo  sie  huiiptsächiich  in  der  Lehre  vom 
HdiMeipaiiltte  Eur  Anwendung  kommt,  übergegangen.  Die  (heo- 
r«ti*cbr  lledingiing,  ivekhe  Mothwendlg  erfüllt  sein  muNH,  Mcim 
di»e  Tonn*-!  mit  Cienauigkeit  nnucndb.ir  nein  snll,  hutic  ich  im 
Vnrbrreeh enden  mit  mligllchiiter  Deutikhkeit  und  Bestimmtheit 
her«  Dt  zuheilen  geaHcbt.  Wenn  nun  id>er  «liese  Formel,  nie  die 
Effahmng  gelehrt  hui,  in  der  Th:tt  in  den  meittten  t'fillen  xu  sehr 


RVUNfen  tteimlt&ten  führt,  »a  kann  nitth 
iiui  iliiriii  liti^^ea,    Aaett  die  ÜeJiiii^un^ 

t\  =  A  +  Bx  +  Cx^,    "" " 

nie  Ulis  dem  Oliigeii  erhellet,  für  die  gerade  Linie,  den  Kreis, 
liberkuiipt  alle  drei  Kegelschnitte  füllii(  f(«nan  erßilh  ist,  und  daM 
nh^o  Ute  Foimel  von  Chanuau  eecRtüi:))  &Ue  die  c»  eben  g«- 
nannten,  in  der  Natut  bekanktllclv  fitierhanitt  «ehr  häolig  hervor^ 
trvteidten  (Kurven,  und  viellekbt  noch  mehrere  andere,  unter  sich 
begreift;  dieselbe  miiss  tdefl.  wenn  die  OberflScbe  eines  KSrp»» 
weniirslens  in  kleiner  '"♦■••■■- 1'""  ■■"■•'•henni  ülierbaupl  nach  einer 
dieser  Cnrven  gekmi  idi);  immer  zu  sehr  ^i»uen 

Reiinltalen  führen,  n  lie  AurnterksamLeit,    welche 

ihr   namentlich   von j)r  [Intetlem  viellach    gesoheukt 

worden  Kt,  in  der  Tht  ■   :rx  verdienen. 

In  dem  Palle,  wciii.  lervatle  nSheruiigs weise 


Besetzt  werden  kRnnt--         i  auf  ähnliche  Art  wie  vorher 

in  in,  jet£t  die  Hiihe          i  \n  k  gleiche  Theile  thcilen. 

und  hätte  dann  nach  .      ..d,iE.u>i^  ae.  und  zwar  desto  genauer, 
je  ^rHsiiier  n  aiigenomti.uii  wflrde.. 

+  i.J(f,,+Ji) 


(r«lche  Fomtel  mw,  nach  den  verbw  gemBcfateir  Bemerinn^en  leictt 
b^rolflichea  Grfinden  im  AJlgeroeiaen  jedodi  »ioht  so  ■«■&■«  Re^ 
i«k•t•^wie:di•  FohmI  33)'gawfefaren<kBn«.    ^1  .  -l^V-j  -^u . 


VIU. 

Dürfte  man  sich  za  der  Annahme  berechtigt  halten,  class  die 
^Dander  parallelen  Queerschnitte  eines  Korpers  wenigstens  nähe- 
ruBf^vreise  in  kleinen  Intervallen  der  Bedingung 

^^S^wwom^,  die  Ar!heA  Ih  9h  gfeldhe  lliftfle  tA^nert?^nI 
Cf«iia»gkeit,  je  grosser  n  ist,  fdr  V  den  folgenden  Ausdruck : 

,        ■  r=t .  a^  (fo +3F»  +3F, + F.) 

+  J.3^(F,  +  3f,,+,3F,+^^  ;    . 

+  J'3^(Fjii_3+3Fj«_a+3F3a_|  +F3»), 
also,  wie  hieraus  leiisht)  folgt: 

35)     F='.J|Fo+3Fi+?F,+2F, 

+3F4+3F»+2F, 
+3Fr+3F,+yF4 
+3Fu,+3F„+2F,s 

Ib'S..  w.    ■ 

+3Fm_»+3F,»_4+2F,,^, 
+3F„ii +3Fs«- i  if  r  fc 

DaM  auch  dies«  Näbenrogsformelii  eioer  ychiUgetneineruiM; 
Gdiig  sein  WÄrdeii,  bedarf  oacb  dem  VorhfergcAienden  kaum  nocn 
eiaer  besondera  Erinnerung. 


xxrx. 

Tollstandit^e  inilpn«nflente  Auflösanp 
der  n  Ctleicl  »  ersten  Orades 


m 


.<,+/l,"i  + 

h... +  .«..,-' 

^, +  /«,«,+ 

..+A.,— 1 

^,+^,».+^.~ 

...  +  .U.-' 

4+A".+'II 

...  +  /I.V-' 

^1  +  ^a,  -f  ....  +  .laß»"-'  —  n. 

zwischen  den  n  unbekannten  Or5»sen 

-<,,    4,.    A,,    Ai,....Ani 

nebst  einig'Mi  merkwfirdigen  arithme- 
tischen Sätzen. 

Von 

dem  Herausgeber. 


Wir  wollen  in  der  Kfirce 


'      («1  -«iH«i"=-'%)(<'i -"«K«! -«s) -- ("i -«■) 
.  '^ , 

(«•-«iXOi-OaX«*— «3)(«4-««)—('^— «■) 


'^<««— «i)(««-«'i)(«»-c<,Xc*,-tt4)..,(o,-(Hi_i) 


uad  also  in  analoger  Bezeichnime,   wenn  io  der  Torbergehenden 
Gleichong  n— 1  fiQr  n  gesetit  wird« 

/»  Off' 

+ ^ 

(04— «1  X«f4-«iX«!t-«»X«^— «•)-•  («%— «^1) 

U.   8.    W. 


(on-,  —«1)  (oii-i— i%X«t»-i  — «aX*!-!— ff*)"-  («ii-i-"«»-t) 

* 

setzen. 

Addirt  man,   um  eioe  Relation  zwischen  den  im  Allgemeinen 

durch  (n)  bezeichneten  GrSsseir  zu  6nden,  ^ie  beiden  vorhergehen- 
den  Gleichungen  zu  einander ,  so  erhfilt  man  mittelst  leichter  Kech- 
mmg: 

(n^l)+(w) 

. ffl^^Hff|^(lr-<i,)  ^ 

(<%  -«^  («1  -  ff»)  («I— «4)  («1  -  «^)  ••••  («1  — ««) 

^ «2^^  «8^(1 -ff») 

(<%-ffi)  («1— ffa)  («»-«4)  («a-fd)  ••••  («1— ff«) 
2 ff3^-*-H«3^(l— ffn) 

(«3-ffl)(ff3— ««)(«•— «4)  («»—«») («•— «iO    . 

«4/^^^ +  «4^(1- ff«) 

(«4— ffl)  («4-«a)  («4— «8)(«4— «%) (ff4-fl5») 

u.  s.  ii'.. 

g|i-i^'+ff^ii~i(l— ff«) 

(«»-1— ai)(«jf-i  — «a)(«ii-i  —ob)-—  (««-I — ff»-«)(«ii-i  — «■) 

_^_ g».^  

(ff«— ffi)  («»—««)(«« .—  «a)(ffj»  — «4) .....  (ff« — ffa-i)* 

Weil  man  nnn  aber 

setzeo  kann,   so  lässt  sich  die  vorhergehende  Gleichung  auf  den 
folgenden  Ausdruck  bringen: 


t^a-«») 


.^(^  i»  JW  «*•***<""''*''  Bezdchoung 

(H-  l)+,(Iöx=Ö+.(l-«.).(M), 
«•N««*^  Wi-fti  *Mf  ^<>r  Stelle  die  KelatiAi) 

Xv^t^tl  «w»  jetzt  den  Bruch 

1  . 

V«v4)  «Iwvr  ,«<»  der  Theorie  der  Zerlegung  der  gefarocHenen  ratio- 
vjttf  «^t^traUchen  FUnetioiieD  in  eoitenaniite  einfache  BrQche  oder 
pWrttalbrilche  sehr  bebannteu  Regel  '*)  in  PartiaJ^cfifibe,  po  «rb&lt 
MMt  <Än«  Schwierigkeit: 


<    '' >'U.'ia.:>W.  B;  uie)iiM-^Ii«<iitf»den  färben  «TiitenUinbi;rirl,4hl 
ht  der  Itilhern  Analj^ia.    Leiptig.  :l«38.i  &  J&l.  '. 


1 


i^-*- 


(«1  —0«)  («1—«^)  («1—«^  («I— ff5)-(«l— «^) 

-  t 
J_ 

""  («1  -«2)(«a— «»)(««— «^  («*  -%) .  -  .•  («t— «•) 
.  1     

1 


(«l— ^4)(ff4— «»)(«4— «3)(«4— «5)  •—  («4—««) 

II.    8.    W. 

_\_ 


also 


0 


(Cf,  -O^)  («1— Os)  (C|  -«4)  (ff,  ~«ft)  ....  («1  -cif«) 

•" 1 

(«1— «i)(%-^«aK^--«4)(«t— «5)  •—  («4—««) 

■ 1 

(«3— «i)  («»— «a)  («»—«4)  («3— «5)  ••  ••  («8—«") 

(«4— ffi)(ff4— aj)(«4-t*«j)(fl?4— ffft)....  («4—««) 


»     ■  ■  •' 


folglich  ist 


Weil  nun 


.  •      •  ii  .        i    - j . •     ^.       '  ■  I ■ 

(ff«— ff,)  (««— ffj)(ffÄ— «i)(ff|i  -ff4)..-.(fff|— ff«-i) 

(n)  =  0. 


,1    «•.•.. 


.;.» 


Mi: 


/i^)  _.     ^i  ff,     ^  (ff,  — ffa;  C<^— ff,  j  _  ^ 

ist  9  so  erhält  man  mitteUt  der  Gleichungen 


-.1 


leicht  nach  und  nach: 


,  ..j  1 


.1    -.  •-»'. 


(ä)=l). 

(i)  =  ii 
(ä)=o, 
(ä)  =  W  +  «.(3)=o. 

C3l  =  (i)  +  «,.(3)  =  li 

(3>  =  0, 

(J)=(3)  +  »,.(4)=0, 

(4)  =  (i)+.4.(4)=0. 
(4)=(J)  +  ,..(i)  =  l; 
(6)  ='0. 

(li)=(i)  +  .,.(5)=0, 

(5)  =  (4)  +  «,.(5)=0. 
(5)  =  (4)+<,..(5)=0, 
(5)  =  (4)  +  .,.(5)=li 


Das  GesetE  de«  Fortschritts  Tiegt  hier  deutlich  vo 
und  tvir  gelani^n  daher  durch  diese  Betrachtung  zu  dem 
neu  Itcsuitale,   dass 


r  Augeo 
allgemei- 


Rlr  (!<«  — I,  dagegen 


filr  (*:= 


(>i)  =  l 
>  dass  also  immer 

w'=i 


=  1,  a|=:2,  Og^i,  0^=4,... .Ha=n; 


ao  lat  Oberhaupt 


W9 


' ' if^     ■      .■•«    ■ 

"^(ifc— 1)(A— 2)....!.  — 1.— 2.— 3...,-(ii— it) 

~"1.2.3.4....(ifc-.|).1.2.3.4....(n-ifc) 

_  (—  i)«"* .  (n  -- 1)  (w  ~  2) ..,.  (w  -r  i^  +  1)  ifc.«* 
"^    I.2.3.4....(it— l).1.2.3.4....(ii-l) 


""      1.2.3.4....(it-l)     ' 
Also  ist  in  diesem  F*alle,  wie  mau  feicht  findet: 

1.2.3....(n-.l).(n)=(— !)•-».  l+(—l)»-«. («-!),. 2^ 

+  (-l)»-».(n -!)..*• 
.      ..  +.(-t)-*.(«-l),.4^ 

+(-1)— «.(n^|)..6>» 

/  ■+ 

oder  , 

(-1)»-M.2.3....(n— l).(w) 


woraus  sieb,  in  Veibindmig  mit  dem  VorhemheildeD»  unmittetbar 
&o  belcannter  mericwürdieer,  auch  filr  die  Zablenlehre  wichtiger« 
arithmetiscber  Satz  ergiebt,  der  gewöhnlich ,  und  allerdings  auch 
am  leichtesten,  mit  Hülfe  der  Differenzenrechnung  bewiesen  wird. 


aber,  ^Is  hbirelehend  bekannt,  jetzt  nicht  weiter  erörtert  wer- 
den soll. 

Man  hätte  Torher  auch 

•  ■  - 

ci^=n,   o^=it — 1,  «,  =  »  — 2,....,€rii=l 

setzen  können. 

Wenn  man  in  der  vorher  gefundenen  Gleichung 

(n)  =  (n-l)  +  a..(n) 
»  — ]  filr  fi,  also  n  f3r  f4-f  1  setzt,  so  wird  dieselbe 

und  folglich,  weil  nach  dem  Obigen 

■(«)  =  » 

wt: 

TImU  X.  1» 


Durch  Successive  Aimendung  lUeser  Gleichung  erhiilt  man  leicbl 
(«)  =  (3)  +  «»i  +  *(i  +  ß*+    -.  +  "»■ 


Nun  ist  aber 

Alm  ist 

was  mir  auch  eine  bea 


«i-«a 


=  «i+"t 


1 


"-^If* +■■■■+«". 

Relation  zn  sein  scheint. 


ll 


4 


len  ohne  Wieilerholuiigen  (lir 


Bk»  «ili  Ofii    ):r.'— 

wollen  fiir  Im  Folgenden  der  Kürze  ivc^en  durch 
-bsqaitbnM,  wtid  wollen,  diesi  voraoegeselKt ,  ßborhuipt' 

(«,— ttj)(o,— «a)(«i-**)(''i— «a)--('»i-««)      'i„'t»*i( 
^(1,3.4,5,....,»).V  ■    '  '' 

(oj-«,){t^—(^)(o:j-K4){aa—tt6) ....(«■— «ii7  '*"' 

g(l, 2.4, 5,...., »}:«,/■ 

"•    («3— «,)(«3— «,)(a3-04}(aj— Os)....(o,— «.>   '   u'Mf.. 

_  jy(1.2.3.5 .»).a^»  ' '  " 

+  («,-a,)((,4-o^(ß,-«,)(«j_as)....(«4-B,) 

■11.  '    -^  .,        ,,..-   I   ,  ,„:    !       ., 

gg. 2. 3, 4 ,n— l).g,» 


i^etzen.     Ist  nun 

g(l.2,3, A. 


(a,r-tt,)(Ki.-iiJ(«i-ctg)(o„-«,)....(oB-<r.-i) 
A  +  1, «-~1,m).w" 


(«»-«i)(«*-«j)  — («i— «*-|)(Kt— <«t+l)""(«*— ^ 


2»1 

eio  allgemeines  .Glied  dieser  Reibe^  so  kann  man  dasselbe  unbe- 
schadet seines  Werths  im  Zfthler^  rnid  im  Neuner  mij^  ak—on^i 
mnltipliGireBy  nsd  erhSH  dann  als  Zähler 

5(1,2,3,....;*— l,*  +  I^.„:,ii-.l,i«).«ii«+i 

—  K(l ,  2,3, .... ,  t — 1 ,  Ä-  + 1 ,  ..^ ,  li  —  1 ,  w) .  «ä'*  a»-f  1 , 
und  als  Nennec 

Den  Z&hler  aber  kann  man  auf  folgende  Art  umformen : 

5(1,2,3,....,*— I,it  +  l,....,it'-l,n)        )    ... 

»-1  -  '     "^ 

+  JK  (l,2,3,....,it— l,4^fl,....,fi— l,it)«Oiif| 

«• 

K(i  ,2p3, .... ,  k^^lyA  +  ly,..i  ,n — l,n) 

—1.    •*■         .  ■  •      ,  •'     ■  =:  ■ 

+  JK  (1,2,3,....,*— l,*-fl,.. ..,9t — l,n).€ck 


so  dass  also  dieser  ZShler,  ifeil  nash  einem  sehr  bekannten  Satze 
der  Kombinationslehre 

5a/2>3,....,*-l,*  +  t,.,..,3i-l,n) 

+  K  (1>!SI,3,....,*— l,*4-I,..u,n^l,9t).on|i 

=  5(1,2,3,....,*— 1,  *+!,....,  11,11  +  1) 
und 

5(1,2,3, *— l,*+l,....,ii  — l,«) 

+  K  (1,2,3,....,*  —  !,  *+l,....,ii  — l,ii).c):jt 

=  5(1,2,3,4,....,«) 
«     . 
ist,  sieb  auf  die  folgende  Form  bringen  iSsst: 

5(l,2,3,....,*~l,*+l,.-.,ii,n  +  l).ff4A*+i 

-JE(l,2,3,4,....,«).«*^a«+i. 

Wenden  wir.  nun  diese.  Transformation  auf  die  oben  durch 

«V   .  • •        .    .         .      '  ,  • , 

(«) 

bezrichnete  grosse  an,  und  zerlegen  zugleich  jeden  einzelnen 
Bruch  nach  Maassgabe  der  beiden  seinen  Zäbler  bildenden  Theile 
in  JEwei  Theile,  so  erhalten  wir  ohne  alle  Schwierigkeit 

19* 


-.(■  >r(ü,3,4,!i,.-...  +  l)..,rt' 

<"'  -(»,—,)(.,-.,)<., -.,)(.,-«,) ....(-i-o.+i) 

.   . g(l.3,4,5 ..  +  1).»^' 

("j— «i)  K— Ca)  (os— o^)  (aj— Oft) ....  (n,— k«+i) 

Ü'.y^'  g(l.^i,4,a ,n  +  I).,,,rti 

,         («a— «i)('»i-BB)Ce3— ««X")— ''a)..-.("3— «*+i) 
»to«        ^(1,2.3.5, «  +  l).Ba>M-' 


+ 


<«,— 


l,n  +  l).a.»+' 


1 


,)....(«,r-«»-,)(i%-^t,> 

,M)"l^«n+l 

"*)("!— C») ("1— «^t») 

....,»).<V«„+, 

.g  (1,2. 3, 4, n).atftt,t, 


(•i- 

ica,2i3,4,.. 

,..,«1. 

-«a).-(".- 

-«.+i) 

(«,-«,)(«,_<4)K-«.)("i-«J  ■■(«,- 
u.  6.  w. 
Ä(l,2,3,4 «).i„/'o,+, 

-«»f.) 

(a« — «!)(«■ — «t)(on— «^)....(aii— «B-i)(«» — «%+i) 
Fiigt  mnii  aber  dieser  Reihe  noch  die  veriichnindende  Grüsse 

^(l,it,3,4, «).«.4i^M 

(«i>+ 1— «I )(""  hl— «a)(n«+i— <'»)C''»+i-^)""  ("«1 1— <%) 

(«»4i—«iX«»'+i—«i»)(«»+i—«s)(«"+i—«^- ("■+!— e^) 

hei,   so  erhält   man   in    den  oben  ein^efiibrten  Zeichen  auf  der 
Stelle  die  sehr  bemerbenswerthe  Relation: 

■  ■     •  'r»f=C»fM— .+,K(I.2,3.4 n)(<tft),    ;    I    ■■  -^1 

oder  .    .        .   ,      „ 


VIU. 

Dürfte  man  sich  za  der  Annahme  berechtigt  halten ,  (1a8s  die 
ider  parallelen  Qaeerschnitte  eines  KHrpers  wenigstens  nähe- 
nrrise  in  kleinen  Intervallen  der  Bedingung 

ghn jkM  wiMe  hmm»  iinftef  Ai^wendtuiff  «ranz alndieliBr  Bfncip* 
Swle  voilier,  die  Hohe  A  Ih  iti  gRftefae  Th^tlb  theilen,  tiind 

kMpM 

ligKeit,  , 


^keit»  je  grosser  n  ist,  für  V  den  folgenden  Ansdrack : 


•  -  •« 


+  i.3^(F,  +  3F,,+  3F,+/V)  .    , 

+  i.3^(Fj»^«+3Fa*-*+8F,*-4'fn».,) 

+  • .  ä^(F„_3  +  SF^iH^a  +  3F3,-i  +  Fa.), 
wie  hieraus  leicht  folgt : 

35)     F=i.^tF„+3Fi+3F,+2F5 

+3F4+3F.+2F« 
+3Fr+3F,+yFi 
+  3Fio+3F„+2F,j 
u.'S..tr.  ' 
+3F,*_.+3F,_4+2Fs,^, 
+8F,«i4+3F,«_i  +  F» 

Das«  auch  dies«  Näherunesformeln  einer  VciraUgeDieineruag 
;  sein  wÄrden,  bedarf  nach  dem  Vorhergehenden  kaum  noch 
r  beeondem  Erinnerung. 


r  ' 


Tollstftndi^  independente  AiiflSsniifr 
der  n  Oleichanireii  des  ersten  Orades 

Ai  +  A^ai  +  A^a^*  +  A^cii*  +  ....  +  Jnai"-*  =  «i , 

Ai  +  ^2««  +  -^8««*+-^4«2*  +  -  ..  +  Aat"**  =  fla» 
-4i  +  ^«3  +  ^a^a^+^itts'  + ....  +  4i«8»~*  =  a^, 
Ai  +  A^ci^  +  A^a^A-A^a^^  +  .•..  +^«fl^«-*  =  04, 

u.  8.  w. 

zwischen  den  n  .unbekannten  OrSssen 

-^15  A^i  Äff  Ai^f»»Aa9 

nebst  einigen  merkwürdlg^en  arftlime- 

tlschen  Sfttzen. 

I 

Von 

dem  Herausgeber. 


1. 

^Vir  wollen  in  der  Klfrze 

A^ iS^ 

+  (c%--«i)(aj— aa)(a,— c^(aj--a5)....(a,--a«) 

«4^  <        ..  •       I        .... 

tl.  s.  w. 

«15^^ 

"(««— ai)(tt«-.a2)(«ii^  «aXoii— «4)—  («•— ««-1)' 


aUo  in  analoger  Bezeichnone,   wenn  io  der  Torhergehenden 
GMchoi^  n— 1  für  n  gesetzt  wird. 


+7;z=: 


(«»— «iXö3~ßa)(«i— «4)(«3-a5)  "..(«a-  «»-i) 


+  r«^— 


ff^A« 


(«^—«lX«4—«iX«i»—«sK«4— «•)••••  («?f— ««-l) 

U.  8.    W. 

.  ??L:i 

(ob-i  — «i)  (aii.i~a2)(tf»-i  — «aXon-i— «4)....  (««-i— a»_^ 

actseu. 

Addirt  man,   um  eine  Relation  zwischen  den  im  Allgemeinen 

A* 

dorch  (n)  bezeichneten  Grössen  zu  finden,  die  beiden  vorhergehen- 
deo  Gleichungen  zu  einander ,  so  erhält  man  mittelst  leichter  ilech- 

(n^l)+(«) 


'K-«^  («1 -ö»)  («1— «4)  («i  - «5)  ••••  («1  — ««) 

M    ^        III  ■    ■ r  ~ -  ■        * 

(<%-ffi)  (««— «a)  («»-«4)  («a-55)  ••••  («a— ««) 
(«3-o(i)(a3— «j|)(a^— «4)(aj— ttft) («1— «lO  . 

g4A^-^*  +  g4^  (!-«») 

u.  s.  vi'.. 


(«»—1  — gi)(gji— i  "-«2)(g'>— 1  — öa)'"»  (g«— 1 — ««— ^(«n— 1  — «%i) 

, «»Al 

^  (orfi-*ai)  («»—«»)(«« .—  «a)  («»  —  «4) («« — ««-i)* 

WeD  man  nun  aber 


kann,   so  lässt  sich  die  vorhergehende  Gleichung  auf  den 
fcigenden  Ausdruck  bringen: 


.'  ■  » ■     •  * 


+ ^htH: 

.  ^^\  ^ 

il. '8.  W. 

amf"^^ 

"•    (Cf«— OfiXöM— tt2)(*^«r— «3)  («n— a4)....(a«— «n-i) 


M     •!  -    •'.      .     :     .■  .  I  ^- 


/«ir"<lrt-M 


m;.'-  . 


((^l-cifi)  (ö^— 11^)  (a^— «^  («2— «^).-..(«a-^€fn) 

•     .       '         «3^(1 -g«r ■ 

(«3— «i)(c^— «a)(a8— «4)  («»— «5)  — •  («»— «f») 

u.'  8;   w. 

aUo  in  der  eiDgefTihrten  Bezeichfiung 

(n- l)'+,({b=.(i+.a--«n).Ä, 
woraus  sich  auf  ^er  ^eüe  die  Relation 

,(ii)  =  (w~lj  +  a„.(w) 
ergiebt. 

Zerlegt  man  jetzt  den  Bruch 

l 


I       ■  ,  ■»   '         '  '     . — — -r 


(«i  —  «si)  («1  -  «3)  («1  —  «4)  («1  —  «5)  ••••  («1  —  ««) 

nach  einer  ,ans  der  Theorie  der  Zerlegung  der  gebrochenen  ratio- 
nalen algebraischen  Functionen  in  sogenannte  einfache  Bräche  oder 
Partialbruche  sehr  bekannten  Regel  *)  in  PartiaU»rüpbe^  ^o  «rhält 
man  ohne  Scbuierigkeit: 


'    '*  1)  M.^iliiu  fi.  «uetneii  hohkiwden  fär  .4en  -ersien  .Uiiitirrrixdki 
in  der  Udhern  Analy^is.     Lei|iKig.  i^88..  iS.  151.:  'i    '•  .       *,  * 


also 


1 


(«1  -«^  («1—«^)  («1— «4)  («1— «ö)-(«l--««) 


1 


(«1  -«2)(«a— «8)(a«— «4)  <«*-%) .-..  (««— «•) 

1 

(«I  -«3)(«'s--<>iy(««b-^ff4kai  — «ö)  ••••  («3  -«») 

a 

(«1— a4)(«4— «a)(«4— «s)(«4— «4)  •—  («4—«'«) 

1 


(«'i—«»)(«W--«i4)(w»— «%)(«■— «<»)•••  (««-  «ii-i ) ' 


0  = 


(«,  — Oj)  (C,  —Og)  («,  —«4)  (ot,  — «4)  ....  («1  — «f«) 

1 


I     I 


(«3— «l)  («•—««)  («S— «4)  («3— «5)  ••  ••  («3—«") 

^  •  1         ' 

(«4— «l)  («4— «t)  («4-^3)  (C^— «*)  "  ••  («4—««) 


I        •   •    IV. 


folglich  ist 


'.  • 


(n)  =  0. 


Weil  nun 


ist,  «o  erh&lt  man  mitteUt  der  Gleichungen 
Mdii  Mich  ttod  nach : 


:    / 


(«n— «^) (a«— «äK«» — «3)(aii -«4)....(afi— on-i) ' 


:.! 


iii: 


.f-.i 


I  I 


•♦ . 


;J     .— :     *>i>*. 


(2)=0, 

•       ■  I 

(^)  =  1; 

(4)  =  0, 
(4)=(3)+«4.(4)=0, 

(4)  =  (d)+«4.(i)=0, 
(i)  =  c3)+«,.(i)=l; 

(6)  =0, 

(5)  =  (i)+«».(5)=0, 
(J)  =  (i)  +  tf,.(i)=:0, 
(^)  =  (|)+«^.({J)=0, 

■  « 

(6)=(i)+ai.(^)=l; 

U.  8.   W. 

Das  Gesetz  des  Fortschritts  liegt  hier  deutlich  vor  Äug 
und  wir  gelangen  daher  durch  diese  Betrachtung  zu  dem  allg^ 
nen  Resultate,   dass  ^ 

(ä)=:0 
fvir  fi<n  —  1»  dagegen 

fiir  fi=n  — 1,  so  dass  also  immer 

ist. 

Setzt  man 

«1  =  1,  0^=1:2,  03=:3>  ir4=4,....tta=if; 
so  Ist  überhaupt 


9§9 


l.(  ■ 


♦V» 


■ b^ 

"^(ifc— l)(ifc— 2)....!.  — 1.— 2.— 3....-(ii-it) 

""1.2.3.4....(ifc-l).1.2.3.4....(n-it) 

_  (—  l)«"* .  (n  -- 1)  (n  --  2) ....  (w  -r^  + 1)  ^" 
~    1..2.3.4....(A— l).1.2.3.4....(ii~l) 


_(-,l)«-^,(n-l)^^.j^/i 
~      1.2.3.4....(n-l)     * 

Ako  ictt  In  diesem  Falle,  wie  mau  feicbt  findet: 

1.2.3....(n^l).(n)  =  (— l)«-M+(— l)«-a.(n-l)i.2/" 

+(-l)«-».(n-l)a.3^ 

+(-l)«-*.(n^l)4.ß/* 

(-1)»-M.2.3....(m— l).(w) 
=  1M— («— l),.2^+(n-l)a.*»— (n— l)3.4^  +  (n~l)4.5A*— ...., 


bekannter  merkwOrdieer,    auch  fiir  die  Zahlenlehre  wichtiger, 
«itlimetischer  Satz  ergiebt,   der  gewöhnlich,   und  allerdings  auch 


sich»  in  Veibinduntf  mit  dem  Vorhergehenden,  unmittelbar 

■  ■    '      "ie  Zi 

leichtesten,  mit  Hülfe  der  Differenzenrechnung  bewiesen  wird, 
aber,  Als  hfaireichend  bekannt»  jetzt  nicht  weiter  erOrtert  wer- 
soU. 

Mao  hätte  Torher  auch 

ci^=n,  i%=n — 1,  «5  =  »  — 2,....,aii=l 

können. 
Wenn  man  in  der  vorher  gefundenen  Gleichung 

I — ]  nir  fi»  also  n  f3r  fi-fl  setzt,  so  wird  dieselbe 


folglich,  weil  nach  dem  Obigen 


TMI  1. 
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(i)=(«-'t)+««. 

»      t_'.>  ,.■     ...■«. 


Durch  successive  Anwendung  dieser  Gleichung  erhält  man  wie 

(n)= (l)>  «1  -»-  «d  4- ««  +  ..•  +  ««. 
Nun  ist  aber 

02)=— ^+r~V=  '  ^2  ='^-fr'^- 

Also  ist 

(»)=&!  4-0,-1- «3  4-a4-|- ....  4- cx», 
was  mir  auch  eine  bemerkenswerthe  Relation  zu  sein  scheint. 

II. 

Die  ^fe  Klasse  der  Kombinationen  ohne  Wiederholungen  1 
die  Elemente  i 

tHxp    dtXy    dfA»    tlpf,,., 

I 

wollen  wir  im  Folgenden  der  Kürze  wegen  durch 

* 

m      ' 
JiC(«,i,fl,V,.M.)    .      :     ...  !: 

bezeichnen,  vnd  woUen«  dLes:yorattsge[^ttt0..fAQrh9iipt!  ;. 


i\-  :  t. 


(n)  =7 ""\V "  'ru"''    ■■  V \ /     V 


•*i 


m 


(oj— ai)  (ob— 0^)  («a— «4)  («2— «5)  ••••  («•—««) 
(«3~«i)  («3—««)  («1— «0(a3— «d)-— («r- ««) 

Hl  .  <  ■ 

A(l,2,3,5,....,n).«4/*       / 

(«4-  «i)  («4^0«)  (<^4*^«8)  (c?4-^5)  ••••  (a*-«») 

u«  s.  w. 


m 


1 '  .•  • 


.  A^(l,2,3,4,...„n--l).a„^ 


setzen.     Ist  nun 


«I 


2»1 

Bn  allgemeines  Glied  dieser  Reihe,  so  kann  man  dasselbe  unbe- 
sduidet  snnes  Werths  fan  Zähler  und  im  Neuner  mit  ajt— ««^i 
wiWplidfen,  nd  erhSH  dsnn  als  Zähler 

5(1,2,3,....;*— 1,4  +  1^....,  ii—l,«).«fci»+> 

— iK'Cl, 2,3,  ....,* — 1,  *  +  !,..,.,  n  —  l,w).aifc^a»4i, 
Hd  als  Neanef 

Den  Zähler  aber  kann  man  auf  folgende  Art  umformen : 

Jt(l,2,3,.-.,A— 1  ,*  +  !,.. ..,w'—l,n)         -     .   ^^ 

+  K  (l,2>3,....,jt— l,*fl,....,ft— l,ii}.aiifi 

5(l,2,3,....,it^l,*  +  l,...,it-l,n)     )     ^^ 
■»-1        "  •  l  **^*^+i» 

+  K  (1,2,3,....,*— l,*+l, ....,«— l,w).flfi  / 

ff 

SS  dass  also  dieser  Zähler,  vreil  nach  einem  sehr  bekannten  Satze 
der  Kombinationslehre 

5(1,2,3,....,*- 1,*  +  1,.,..,«  —  1,») 

+  K  (1,2,3,....,*— 1,4  +  1, ....,11— 1,«). «Hfl 

=  5(1,2,3,....,*— 1,  *+l,....,n,ii  +  l) 


Jf(li2,3,..,.,*—1,  *+!,.... ,n  —  l,w) 


+  JiC  (1,2,3,....,*  — 1,  *+l,....,ii  — l,ii).«|f* 
I  =5(1,2,3,4, ....,n) 

\  Ist,  sich  auf  die  folgende  Form  bringen  lässt: 

5(1, 2, 3,...., *-l,  *  +  !,... ..11,11+1). «*/*+» 
-Jt(l,2,3,4,....,n).a»^«H-i- 

f  Wenden  wir  nun  diese.  Transformation  auf  die  oben  durch 

•■■>/* 
W 

fcgiüirhnnfr  Crfüsse  an,    und  zerlegen  zugleich  jeden   einzelnen 

»den  seinen  Zähler  bildenden  Theile 


oacfa  Maassgabe  der  beiden 

Ib  sWsi  Theile ,  so  erhalten  wir  ohne  alle  Schwierigkeit 
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(«8— «l)  («S-ö«)  (»1— «4)  («i— «ft)  ....  (ös-^«i»-f  l) 

Jf(l,2,3,5,....,it  +  l).i^i«^t 

(«4— «l)  («4-«*)  (fl^— «»)  («4-^5)  ••••  (014— «""•■  *)  . 

Q.    6.   W. 

"*■  («ir— ai)(air-<»jO(«ir^)....(oir-^fi^ 

m 

(«1— oj)  (ai--«^)(«i— «!4)(«i'— «5) («!—«•+ 1) 

ir(l,2,3,4....,w).iy*g,.f| 


m 


Ä(l,2,3,4,„..,n).a3A*a«+, 


(«s— «i)  («8—«^  («^-—«4)  («^  —«4)  ••••  («5— «"+1) 
_  lC(t,2i3,4y....,n).a4A»i»^ 

U.  8.   W.  ' 

m 

(air--ai)(aii--ai)(aii— ai)....(««— aii--iX«ir--^^ 
Fiigt  man  aber  dieser  Reibe  noch  die  verschwindende  Grosse 

^(1,2,3,4,...., n).«,H^^' 

J^(t,^2,3,4,....,»).ga4.|Mcn^^ 

(a«+ ,  —«1  )(cf»4 1  — «2)(«ii+l--«5)(««+l— «4)....  (0f«+i— «,) 


bei,    so  erhält   man    in    den  oben  eingeführten  Zeichen  auf  d« 
Stelle  die  sehr  bemerkenswerthe  Relation: 

(w)=:(n+l)-««+iiP(l,.2,3,4,....,ii).(n  +  l),  *     •  " 

oder  - 
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ftf+A 


•1er 


(ii+l)=(M)+«»H*(I.a.3,4,....n).(n-|-l), 

«»fi«(l»2,3,4,....,ii).(ii+I)=(n  +  l)-(fi), 


wobei  man  anch  noch  bemerken  kann,    dass    diese  Gleichungen 
■ach  etwas  mehr  Symmetrie  erhaiten^.wenn  man,  was  offenbar  in 

gewisser  Weise  verstattet  ist»  (n  -f  1)  für  (h  -f  1)  schreibt. 
Wenn  man  in  der  Reihe 


OT.n 


.  V lC(2,3,4,5,....,n) 


K(i  fZf^, &,»<,,•  ,n) 


•                     Jf(l,2,4,6,....,n) 
A:(l,2>3,5,....,yi) 

(«4— «l)(«4— «a)(«4— «»)  («4— «ö)—(«4-«n) 

u.  s.  w. 

-         if(l, 2,3,4,..,., n~l) 

(«ta— «iX««"— öa)(an— a^Xoii— «4)....  (««— ««-i) 

4cn  ersten  finieh  auf  bekannte  Welse  in  Partialbrdche  *)  zerles^, 
so  erhält  man  ohne  Schwierigkeit: 

(») 

_     jg(!,3,4,8,.„.,n)^^(2,3,4,5,.,..,w) 
(«^— «i)(c^-^)(a2-ff4)(««7-«Ä^  ••••  (c^— «») 

yq, 2,4,5, ..,., it)— ^(2,3, 4,6,...., n) 
■^  (<%— «fi)(fl^— a^Xog— a4)((i^— a5)....(a8— a„) 

Atl, 2,3,5, ....,fi)~A:(2,3,4,6,...,,ft) 

K— «i)(«^— ßt)(a4— fl^)(«?4-a6)-(«4— ««•) 

u.  s.  w. 

,   ^(l,2,3,4,....,ii—l)— ^(2,3,4,5, ....,n) 


(«■— «i)(a«  — crj(««— OjX«»— «4)  ....(0^— «ii-i)* 

Weil  noD  aber  nach  dem  schon  vorher  angewandten  Satze  der 
^     iblnmtionslehre 


•)  Mae  vMgltich«  1. 


m 


m  in-—  l 

=  Ar(3, 4,5  y  ..••«  s) -h  Oi  JC(3y  4.9  5  y .... ,  it) 

^=(«1-^0^)  *:f3,t,5,  ....,n), 
Jf  (1,2,4,5, ....,n)-X:(2,3,4,5,.;..,jt) 


.     =«:(2,4,5,...,,n)  +  ariK(2,4,5,....,«) 

~«:(2,4,5,...».,n)-iCii2»4,5,....,n) 

=(«i-r<%).ir(2, 4>5^ ....,  n), 

K(l,2,3,5,...,ii)-^(2,3,4,5^....,it) 

=  S(2,3,5,....,ji)  +  c^(2,3,5,....,n) 

-Ä:(2,3,5,..^,ii)r-<C*'(2,3,5,....,ii) 

= (ai-HD^)Ä (2, 3 , 5,  .M. ,  II) , 
11;  s.  w. 

^(l,2,3,4,....,h—l)— ^(2,3,4,5,.,..,») 

=:lf(2,3,4,..-.,n— l)+«ilf(2,3,4.,....n-l) 
-- A:(2, 3,4,....,  n—l)--aJKC2,3,4[, ..;.,«- 1) 

=  (ai-ai,)]K(2,3,4,....,n-l) 
ist;   so  ist  nach  dem  VorhergehendeD    "..:'. 

m,o: 

.     (n) 


•  •    ■  • 


Jf(3,4,5,#...,yi)    ' 
'^(2,4>5,^.,n) 

(«8  —  «*)  («^-^«O  (^%— «5) (fl^— «■) 

m—  1 

JKj(2,3,5,....,w)  : 

H.   S4<;tV«  •     j'**'  ■     I 


j:2,3,4,....,n-l) 


NuD  ist  aber  klar,   dass  man  eine  der  Forhergefaenden  ean 
ihnlidie  ZeHeming  jetzt  wieder  von  Neuem  in  Anwendung  brin- 
gtm    kann 9    und   wenn   man   dann  diese  Zerlegungen  weiter  fort- 
setxt,    so  muss  man  nothwendig  endlich  auf  die  folgende  Glei- 
chung kommen: 


=  (-!)— '. 


'(«iM-2"-«i»)(««H^— ««+1)  («"•+«— «"•+8)-(««^f«^««) 

w«  S«   Wi 

Wendet  man  noo  aber  die  erwähnte   Zerlegung    ooebnials  an, 
was  jeAtxrh  nur  fitr  n>iii-f-l  mciglieh  ist,  und  oemerlct,  dass 

1 
K(m,  m+2,  fit4-3y....»fi)=am4-aiiif«  +  aiiH-3  + +  «»> 

K(iiis  ut+l»  m  +  3 ,n)=zam  +  €tw^i+am^^  +  ...,i-any 


s 
U,   8.  W. 


ist»  so  erhält  man 

MyO 


I     I 


--/_  1) i Z ■■ 

1 

11.   8.   W. 


1;. 


nd  weil  nun  die  Griisse  auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheits* 
asicbens,  wie  unmittelbar  aus  I.  hervorgeht»  der  Null  gleich  ist, 
so  ist  überhaupt  f&r  n>m-f  1; 


«»0 
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Ffir  n=fit4-l  ist  dagegen  oach  dem  Obigen 

=  (-l)m-l     i^(w+l)     .  (_j>_,        *(»») 


Es  ist  also 

m,o  »1,0 

(ii)=0  oder.  (»)=(--^l)", 

jenacfadem 

n  >  «t  + 1  oder  ii=:i?i  + 1 
ist. 

Ueberhaupt  ist  nach  ^em  Ol^igen 


Jir(l, 2,4,5, ....,m+l).a|A* 


^(1,2,3,5,....,  m+l).g4^ 


u.  s.  w. 

m 

j A(l,2,3,4,....,in).«»H.i^ 

(am4-i-^i)(am4-i-«2)(a«4.i-HX8)(«»+i— a;J...(a«H-i--^»)' 
also,  wie  leicht  erhellet: 

,    («I-Ö^K- ß8)(«l- «4)  («l--«ö)  ••••(«! -—«W-l-i) 

(««— «i)  (««"-«3)  («a— o;4)(o*— «ö)  — •  (««— «»+1) 

(«^— «1)  («8*-«2)  («%— «4)  («8-«ft) K— ««+1) 

(«4-«!)  (<<4--Tiya)  (bf4-r«$)(a4— «ii) ., ,...  («4— «»H^) 

uJs.  w. 


(«"•+1— «i)(am+i  -tt8)(aiii+i^«3)(«iii+i— «^^....(«iiH-i  —Ob)' 


5t7 

Hieraiis  schliesfit  man  mit  Hülfe  von  I.  leicht ,   das« 
(m+l)=0>  (m+t)=0,  (m+l)=0, ....,(!«'+ 1)=:0; 


aber 


■•»"H-i 

(m  f  1)  =  ffiOsOsa«....  a«^, 


Aus  der  oben  bewiesenen  Relation 

(fi  +  l)=:(»y+a«+,  i:(l,2,3.4,....,ii).(«,f  1) 
ergeben  sich  nun  die  folgenden  Gleichungen: 

Oi)=(n— 1)+««Ä(1,2,3,4, «-l).(n), 

"ii*=(»-'l)  +  ««Ä(J  ,2.3,4,....,n-l).(»), 

"n)'=(»-%  +  «,^(1,2,3.4, »-!).(«). 

Öi)*=(i»-l)  +  a»Ä(I.2.3.4,.....«-l).(»), 

*H.  8.   W. 


'(^k(n-1)  +  «.5(l,2,3.4,....,»«-l)."(n); 


also,  weil  nach  L 


(«) = (i)=(S) = (tt) = ....  ="(»0=0 


ist 


(«)=(n-l), 

Uly  2  <"»  1 

(n)  =  («-!), 

m,  S  my2 

(n)  =  (n-1), 

m.  4  '  m.  3 

.        (n)  =  («-!), 
n.  8.  w. 

wid  in  dem  nachfolsetiden  Schema  sind  folglich  offenbar  die 
simmtBchen  in  vertikalen  Reihen  stehenden  Glieder  einander 
gleich: 


t       •  ••• 


I 


,•>« 


■    1    ,  . 


»-" 


-5^* 

3  " 
^-'i» 


•5  -         1»  •»-. 


33 


+1 


MO 


••ti  i! 


I  I 


'^1 


I 

St 


i« 


IT 


Iff 


IT   U  ^1 


•     9^1  f 


U» 


«r      «'5      »' 


.     i. 


m 

Weil  auo  nach  deiA  VorfiergelieBdlBn    • 

(i.)=0,  ,(n-l)=0,  (n-2)=0,  (n-'2)=0,„..(m+4)=q; 

"■  ■;.'■■•    ■  ■..'  (.r+iv:i(-i)-c  .  .'•;'■-  • 

»»»1  «h*  m,»— 1  aiyai       ;  ^  ,  ,, 

(m+I)=0,  (m  +  l)  =  0,....(iii  +  l)=0,  (m  +  l)  =  0 
ist;    so  ist 

ntyO 

(n)  =  0, 

'  .U.   8.    ».    . 

• ,     i. j»  •  •      ■     '.  '  '  .....-.•.  ,,fi|  »il- 

"'^=(-1)-. 

iK,fi— m 

(«)  =  0. 

U.  8*  W. 

(n):^0, 

:  ■        ••  .         '      '  .    ■  ■    ..  .   '  '    ., 

""»"^^       ^  1   •       .      I 

n    =  0.   ■•  ■■"'••' •■  '     '   • 

» 

lU. 

Der  vorhergehenden  RelationM  ickon  mao  sich  jetzt  zur  ailge- 
meinen  Auflösoog  der  n  folgenden  GleielniMen  des  ersten  Grades: 

U.    S.   ^W,  '  '  » 

^1  -f  ilia«-f  i4aafi*-f  ^o«*-|- +>!«««""-*=«« 

jBwisdien  den  ^n  unbekannten  Grossem  )u-'  l  '  * 
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^1  9     ^*S'     <MiS9  .^4  9***'«  ^««  ■'- 

sehr  einfach  auf  folgende  Art  bedienen. 

Mao  multiplicire  die  obigen  n  Gleichungen  nach  der  Reibe 
mit  den  folgenden  mten  Kombinationsklassen,  wo  wir  die  Bezeich- 
nung grösserer  Deutlichkeit  wegen  gegen  frfiher  absichtlich  et^as 
verändert  haben: 


m 


m 

'^(Sh.y    ft«>.  *4>  0^,  ••••Cta) 

m 

^(^ly  **«•   ^i  «5>".-«ii) 

U.   8.   W. 

m 
^(**1>    <*«>   ''fs«  «^4» —•  **«— 1)> 

dividire  dieselben  dann  nach  der  Reihe  durch  die  Producte 

(«1  -  «*)  («1  — ««)  («1— «4).(«1— «6) («1— ««)  » 

(«4— «i) («j— CJ,)  (l%— «4)  («1— C5) ....  (C^— O«)  , 

(fl^— «i)  («B-«*)  («i — «4)  K  -  «^  •••  •  (<%— «^)  5 

(C4— «i)(ft,— «%)  («4— «l)(«4-«5>--(«4~«b)* 

U.    8.  W. 

und  addire  sie  hierauf  sämmtKch  zusammen ;   so  erhSlt  man  offen- 
bar die  folgende  Gleichung: 


111,0  m,  i  Hl,  2  m,»— fn~>2 

Ai .(«)  +-^.(11)  +  i<s  .(n)  +  .... +^«-»-1  .(ji) 


»-1 

+  ^«-m+i .  (n)  +  ila-m-f« .  (ll)  + ...   +  An  •  (w) 

m  '      '  .        -        . 

(«1  -  a»)  («1 — fl^)  («1 — «4)  («1  —  «5)  •  •—  (<^  r  «■)  *** 

m 
(««-«1)  (««-««)  (««-«4)  (««—«6) (««— «ii)^ 


m 


(«»  — «l>(«%-«l)(«%-«4)(«^-««) (fl^— te«>^ 


sai 


m 

ond  es  iat  folglich  nach  II. 

^C**«»    «»>    <'4>    «5  »—•**»)    ^ 


(-1)«..<I^= 


(«1— ßa)(«i— Os)  («1— aj(ai— «5)....  («,— a«)    * 

m 
(«^—«1)  (<%-"«%)(%— «4)  (««—«5)  ••••(««""««)     * 

(fi%— «1)  («^^^ («i-«4) («s— «ö) («!-«•)  ' 

nt 

(«4— ai)(«4— «»)(«4— «8)(«4-«6)--(«4— ««)    * 

U.   8.   W« 

m 

ein  tHIIIi^  ludependeoter  Ausdruck  für  jede  beliebige  der  gesuch- 
ten n  oubekannteD  Grossen. 

Bemerkt  mag  noch  werden ,  was  sich  übrigens  auch  nach  dem 
Vorhergehenden  eigentlich  schon  von  selbst  versteht,  dass 

A= "^ 


(Ci  -«iX«!  — «s)  K— «4)  («1  -»6)  ••••  («1— «■) 

+ 22 

(«•— «i)(ßsr-»i)(«i— «4)(«a— ««)  •••••  («r-ob) 

4 a 

(ff»~«i)  («8— ««)  (fi^- «4)  («»— ffft)  ••••  («i  ~«^) 
+  _- ül 

(«4— ai)(«4-«t)(«4-«8)(«4— «&)  ....(«4—«") 

u.  s.  w. 


(«ir— «i)(«ii— «i)(aii— u^Xan-aJ  ....  (on— «»-i) 


Ist 

Cffsteo  Grades  vollständig  und  vOliig  independent  aufgelöst    Zu- 


Aaf  diese   Weise   sind   die   gegebenen   u   Gleichungen    des 


gleich  enthält  das  Obige  verschiedene  bemerkenswertbe  mthne- 
tische  Sätze,  von  denen  der  eine  von  'ooi^'  besonders  |iervorgelio- 
ben  worden  ist;  die  übrigen  wird  der  aufmerhsame  Leser  eevriss 
auch  ohne  besondere  Erinnerung  i^cht  unbeachtet  gelassen  haben. 


Veber  einifire  Sätse  der  Za^ileiiletare. 

• '  i  ■.  ■  •  I ' 

Vbn 

dem  H^rftaigeber. 

I  ■.      ;  ■  ' 

■•       .       in  • 

Aus  den  in  der  vorhergehende^  Abhandlung  bewiesenen  all- 
gemeinen arithmetischen. TheAremmklassen  sich  verschiedene  be- 
merkeijswerthe  Sätze  von  den  Zahl€|n  abieiteo,  von  denen  ich 
einige  in  dem  vorliegenden  Aufsäbse  entwickeln  will,  ohne  Jedoch 
für  jetzt. die  Absicht  za  ballen,  diesen  Gegfp^^ly»nd  pix  erso^tipfeD. 

Wenn  wir  der  Kürze  wegen  jetzt''*'    "'^  '-"■  "'•■' 
'•■•♦•  .         I  ■'...■•■ 

Tln  =  («i-«2)(«l-«i)<«i— «4)(««1-^ä)  ••••  («I^-^). 

Hn  =  («a— «i)(«a-^»)(«:i-«4)  (««-«4) (««— «^* 


Hn  =  («3— «l)(«3— ««)(«3 — «4)  («8— «5)  ••••  (<»3 — «•)> 


Hn  =^  («4— «1)  (a4"^«a)(«4'^«8)(«4'-«6) («4-^««)  > 

Q.    Si   W. 

n 

ITn  =  («n— ««1)  («a—Oa)  (««"-«sK««— «4)  —•  (««  —  ««-l) 

setzen ;   «o  ist  in  der  in  der  vorhergebendeo  Abbai^dlung  gebrauch- 
ten  Bezeichnung  « 

W="-T~-rnr^i-^r- +....  + "IT--    i 
JI«       Um       Um         •        JI«; 

Wenn  nun  von  jetzt  an 


r  <p«Bithr»  oder  D^ative)  ganze  Zahlen  beaeicbnen,  und  ft-fl 
In  keiner  dieser  Zahlen  aufgehende  positive  PrimaaU  ist,  ao 
ift,  wenn 

*1  J     "%9     ^9     ^4' ••••  ^* 

cewiäae  positire  gaaz»  Zaidm  beseichnen,  nach  dem  FeraiBt'aelien 

«^=a,0«  +  i)+i, 

>  a.  s.  w. 

also    Dach  dem  Obigen:  '\" 

in)  =  (^  +4)  i^  +;-^  +  -^  + ....  +.^  ) 

Um       Iln       Un  iJ» 

d.  L  in  der  eingeffihrten  Bezeichnung: 

(«)=(,»+i)  jA+A+A+....^.^j^.(;), 

■'II' 

W^  nun  aber,   wie  In   der  vorhergehenden  Abhandlung  gezeigt 
worden  Ist, 

(n)  =  0 
ist,  so  ist 

(17.     12.      J7.  .  ^^] 

and  folglich 

(H).nnA»AnlU.^..nm 
=  (^+  i)t      li  fin  Hn  hn  ....  ü« 

+i^nnnnhn....nn  (' 

U.   8.    W. 

t 

I        t       s  «-1 

I       T  ■  * 


0 

Hl  ■. 


•  ■  I 


804 

-  i    Seilten  wir  jetzt  f»=:«i  — 1,  so  dass  also  n  ^Ane  in  keiner  der 
ganseti  Tablett 


**l»  ***>    •»>  «4  >••••«« 


att&eheivie  Primizahl  ist,  so  wird   die  vorhergehende  Gleicbuiig, 
wen  9    wie  in  der  vorhergehenden  Abhandlung  gezeigt  worden  iat. 


(«)=:(n)  =  l 


ist: 


An  hn  hn  An  ....  üi 


n 

n 

1       .A 


=  n\      l^Un  Tln  Hn  ....  Hn 

-fAsiTfl  Un  nn....n„ 

r^i^nnnnflnr.Um 
u.  s.  w. 

1        t       s  «— l 

4^1«  n«  77,  17«  ..^  21» 

und  die  Primzahl  n  geht  ^Iso  hiernach  unter  den  geroachten  Vor- 
aussetzungen jederzeit  in  dem  Producte 

1         S  •  4  " 

lim  Hn  Hn  Hn  ....  Un 

auf. 

Nun  ist  aber,  wie  man  leicht  findet: 


U,  An  Ün  Iln  ....  U, 


X(<«a— "j)*(<»s— 04)*....(<«a— ««)* 

» 

X  («8— «4)*  ••"  («3—"««)* 

a.  8. "  w. 

X(a«-i — et«)*, 

und  nach  dem  Satze   des  Euklides  von   den  Primzahlen  lutnn  die 
Primzahl  n  in  dem  Producte 


X  («a— «s)*  («»—«4)*  •  •  ••  (««--««)* 
X  («8— «4)*  • .  •  •  («3  —  ««)* 

U.   8.  W. 

\  X(an-i-«ii)* 

« 

nur  dann  aufgehen,  wenn  sie  In  dem  Producte 
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(•!'-«*)(«I— «*)(«!  -«4) («1—««) 

X(«S""«4)  ••••"  («8  "'»«) 
U.    8.    W. 


1. 

Wenn  die  positive  oder  negative  Primzahl  n  in  kei- 
Ber  der  po8itiven  oder  negativen  ganzen  Zahlen     ' 

awfgebt,  wo  jetzt  (m)  den  absoluten  Werth  von  11  be- 
seichnen  soll;  so  geht  diese  Primzahl  n  jederzeit  in 
den  Produete 

(«1  —«1)  («1— «s)  («1  —«4)  — •  («!—«(•)) 

X  («»—«3)  (««—«4)  — •  (««—«(")) 

X(«8— «4)  ••••  («8— «(•)) 

o.  s.  w. 

X(«(n)-i— «(«)) 

a«r. 

Um  ein  Beispiel  zo  geben ,  so  sei  n  =  5  und 
Dmoo  ist 


=  +  4. 


«I— Äs=+18,  «1— ctjz=  +  21,  Ol— «4=  +  4,  «i--«4=+8; 

«j  — 03  =  +  3,  05J  — «4=— 14,  «j— «5=— 10; 

«3  —  04= — 17,  «3 — «5==  — 13; 

«4— «5=+^; 


IS  anf  der  Stelle  die  Richtigkeit  des  Satzes    in  dem   yoriie- 
genden  speciellen  Falle  erhellet,  da  5  in  — 10  aufgeht. 


il  %. 


20 


S06 

0 

Wenn  wir  in,  der  vorher  gefundeBen  GkiehuDg 

M      1       •      t       4  n 

+  Äjir,  fl,  ^,  „^  5. 

U.   8.   W. 

1       «       t  »—1 

+  X,/!,  /7|,  Ü,  ....  Iin 

aber  fi=:it  setzen,  so  da«8  also  jetzt  fi-|-l  eine  in  l^einer  de 
sitiven  oder  negativen  ganzen  Zahlen 

*i»  ^>  *!»  •t» ••••"« 

aufgehende  Primzahl  ist,  so  wird  die  vorstehende  Gleichung, 
wie  in  der  vorhergehenden  Abhandlung  gezeigt  worden  ist, 

(»»)=«*1  +«*  + «»  +  «4 +  .-..+ «« 

ist: 

(«1  +  ««+«I  +  «4  +  -  +««)^ii  ^^n  /3r»  ^n  ....  77« 

=  (»  +  1)1      Zi77n  TT«  Hn  ....  -5„ 

11-1  «' 

+  A^TT«  TTn  77n  ....  7/, 

+  X3/7.J7,77„....77. /" 
Q.  8.   W« 

+  Ai,7/n77«  /7«...,  7/a 

und  die  Primzahl  n\\  ^eht  also  hiernach   unter  den  gemacl 
VttrattssetBnngeii  inim^r  in  den  Producta 


I      «       1       4  n 

(«1  +««  +  «3  H  «4^  •.••+«n)77„  //a  77«  77«  ....77« 


auf. 


Auf  ganz  ähnliche   Art   wie   vorher   leitet  man    hieraus 
Hülfe  des  Satzes  des  Euklides  von  deo  Primzahlen  den  folgen 
Satz  ab,  wobei  wir  jedoch,  was  übrigens,  —  wenigstens  hier 
eigentlich  nicht  nuthig  wäre.,  der  Kürze  wegen,   negative  Wei 
der  Primzahlen  ausschliessen  wollen: 
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II. 

I  ■ 

Wenn  die  positive  Primzahl  9t +  1,  weiche  grSsBer 
s  S  Ist,  in  keiner  der  positiven  oder  negativen  gan- 
iB  Zahlen 

fgeht,  and  auch  deren  Summe 

rch  it-4-1  nicht  ohne  Rest  theilbar  ist;    so  geht  diese 
'imzahi  w-^l  jederzeit  in  dem  Producte 

(«1— ««)(«i-«ä)(«i— «J  ....(«i-«iO 

X(«i— «•)(«•--« J  ....(«1— «■) 

X(«3—a  J ....  (a,— «fO 
u.  s.  w. 


■c 


Oi:=-12,  Oj=+8,  «j=  — 11,  a^^-i-i 

«i  +  «a  +  «s  +  «4=-"  '2 

«1— eej|=— 20,  «1  —  «,= — 1,    «1  — a^  =  — 15 

««—«3  =  +  19,   ««  —  «4=+   Ö 

oj— Ä^=:—  14 

sogleich  die  Richtigkeit  des  Satzes  in  dem   vorliegenden 
Falle  erhellet. 


Wäre  11  +  1  =  5  und 

«i  =  -9,  «i=  +  7,  «,=-11,  «4=-2 


«1  +«a  +  «8+«4  =  ^lÖ; 


e  fvSre 


•2  — «t=  +  l8,  «j— «4  =  +  9 

«3  — «4  =  — 9 

t 

■i  «+ 1  würde  also  in  diesem  Falle,  wo  dKe  Summe 


it 
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«1  +««  +  «8  +  «4 

durch  n+l  ohne  Rest  theilhar  wt,  in  dem  Producte 

(«i— «2)  («1  -«3)  ("1— «4) 
X(«Ä--«s)K— «4) 

X(«8-«4) 
nicht  aufgehen. 

Aus   dem  vorhergehenden  Satze  ergiebt  sich  nun  aber  andi 
unmittelbar  der  folgende  Satz: 

UL 

Wenn  die  positive   Primzahl  fi4-lt   welche  grOai 
als  2  ist,   iD  keiner  der  positiven  oder   negativen  gas« 
zen  Zahlen 

•1*  ••»  •s»  •4» ••••«« 

und  auch    in   keiner   der  Differenzen   aufgeht,    welch« 
man  erhält,  wenn  man  je  zwei  dieser  Zanlen  von  eiA' 
ander  subtrahirt;    so  gent  die  Primzahl  n-f  1  jederzeit] 
in  der  Summe 

«1  +  «•  +  «8  +  «4  +  •— +«« 

auf. 

Ginge  nämlich   it-f-1  in   dieser  Summe  nicht  auf,   so  mi 
es  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  nach  dem  vorhergehen-! 
den  Satze  in  aem  Producte 

(«1—«^  («1— «•)  («1  -«4) («1  -«•) 

X  («»-"«3)  (««-«4) («a-^«) 

X(«,-a4) («s-^«) 

u.  s.  w. 

X  («•— 1  —  ««)> 

und  folglich  nach  dem  Satze  des  Euklides  von  den  Primzahlei' 
noth wendig  mindestens  in  einem  Factor  dieses  Products  aufgehen» 
was  der  gemachten  Voraussetzung  widerstreitet. 

\ 

I 

4 
1 

Nach  einer  anderen  in  der  vorhergehenden  Abhandlung  eis-  -- 
gefiihrten  Bezeichnung  ist  , 

i 

i 
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7\"         g(2,3,4,6,....,w),«t/> 
(n)  =     1 

ITn 

jir(l,3,4»5,....,n).cc2" 
X^(1,2,4,S, n).o,M 


+ 


u.  «.  w. 

*(l,2,3,4,....,ii-l).a«^ 


bt  nun  f»-fl  dne  in  keber  der  positiven  oder  negativen  ganzen 
Um 

%€hende  Prinisald,   so  erhalten  wir  ganz  auf  ähnliche  Art  wie 
«D  mittelst  de«  Fennat'echen  Satzes  die  Gleichung 

,  >,.ga. 3,4.5,. ...,») 

T 7 i 

.  il,.g(l,2.4,6, n) 

+  i 

U.  8.   W. 

.  l..^a,2,3,4. w— t) 

+ * 

.  £(2.3.4,6,. ....n) 

H ^1 

IT« 

♦*  + 5 

m 

,  Jg(l,2,4,5,..>.,n) 
+ i 


+ 


U.  8.   W. 

£(1.2,3,4,...., II --1) 


K 
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d,  L,  wie  leicht  erhellet: 


m 


m 

A2./l(1  y  3, 4y5y  ....,1t) 
+  i 

IT« 

m 

U.  8.   W. 

1 == 


wo  wie  frflher  li,  k^,  Jl8,....ilm  ganze  Zahlen  sind. 
Setzen  wir  nun 

RO  wird  die  vorstehende  Gleichung: 

7«)' -7«)=(»+i) !  '^'^^'\*'' '"> 

'         ff» 

>«.Al(1,3,4,6 n) 

+ ^ — i 

.  A,!^a,2.4,6.....,it)  p 

U.  8.   W. 

,  Aii.*ga2A4,..>„n— 1) 
+ i 

17» 

alsoy  well»  wie  in  der  yorhergehenden  Abhandlung  gezeigt  wi 
den  ist» 

•—1,0  »-1»« 

(n)  =  (—  1)*-*,  (n) = «1«!«,«^ ...... 

d.  i.,  weil  unter  der  oben  gemachten  Voraussetzung»  wenn  n 
die  Primzahl  n  +  l  gr58ser  tüs  2  ist,  jedenfalls  n — 1  eine  Qsg 
rade  Zahl  ist» 

«—1.0  «— i,« 
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bt 


1  2  -,         4  • 

(«1  «•**»*4  ••••"•  +  1)-^«  ^^f»  J^n  Un  ....  -"• 
5k:(»  +  1)(     l^Uunuhm  ..•.Ä|i?Ä'(2,3,4,5,....,fl) 

+Ji«/i«//ii-nii....^n."K(l, 3,4,5,...., It)| 
+  ^/2,  JI,  77,  ..., 5, "ä (1,2,4,5, ,1t)/' 

+Ä«Ä„  Ä,  il,  ..../rn.Ä(I,2,3,4,.;..,n-l) 

sich  ergiebt,   dass  unter  den  gemachten  Vorauesetsimgen 
Piimsahl  it-fl  jederzeit  in 

1         «         3         4  " 

(•l  ^«•«4  —•«ii+l)/^«  ^n  ^^1»  ^^n  ... .  -^« 

fgdit 

Geht  nm  aber  die  JPriousahl  n  4-1  in  keiner  der  DiflTerenzen 


«1- 

«3» 

«1- 

-«4. 

•••. »«!" 

-««; 

«»- 

■«3» 

«Ä— «4» 

...•»^2 — '*«5 

«1- 

-«4,, 

»*'8'* 

'^nX 

11. 

8.   W. 

«/i-l- 

"^» 

•■f,    so  geht  dietfeihe  nach   dem   Satze   des   Euklide»   von 
Primzahlen  offenbar  auch  in  dem  Producte 

1         •         S         4  9 

ii»/r„2rnir, Un 

wUkt  aof,    nnd  muss   folf^iich    nach   demselben  Satze  unter  deo 
sbeii  gemachten  Voraussetzungen  jederzeit  in 

«i  «2*3  **4  •  •  •  •  **«'H 

a«%ehen. 

Hierdarch    werden  wir   unmittelbar  -  zu  dem  folgenden  nierk- 
««nii^Ni  SstsegeOhrt: 


IV. 

Wenn  die  positive  2  Qbersteigende  Primzahl  it-f  1 
la  Miper  der  n  positiven  oder  aegatlves  glänzen  Zahlen 

f 

«If  *S*  •!*    •4f...»  «p 

d  andi    in   keiner   der   Differenzen  aufseht,    welche 
an  erhält,   wenn  man  je  zwei  dieser  Zahlen  von  ein- 


S12 

aiid*er  subtrahirt;    so   geht    die   Primzahl  n  i-  I  jeder* 
zeit  in 

aaf,  oder  es  findet  anter  den  gemachten  Voraaesetsun* 
gen  jederzeit  die  Coogroenz 

«1  «i«8«4 ....  «n  ^  —  1  (Mod-  n  +  1) 

Statt    Auch  ist^  wenn  die  Primzahl  n-f  1=2  ist  und  nur 
in  a|  nient  aufgeht,  offenbar  immer 

«i^-l  (Mod.  2), 

wa9  sich  von  selbst  versteht 

Um  ein  Beispiel  zu  diesem  Satze  zu  geben  >  sei  it-t-ls:5  iqid 

«i=+7,  «»=-6»  «8=^+11*  «4=+ 13; 
also 

*»!  — ««=  +  13,  «1— «8=— ^*    ttx  — «4=*^ft; 

o,— «,=— 17,  «a— »4=— W; 

«8  — «4=— 2; 

woraus  man   sieht,   dass  alle  bei  dem  vorhergeh endep  Satze  ge* 
machten  Voraussetzungen  in  diesem  Falle  erfSlit  sind.    Weil  nun 

«itfa«ja,=:  +  7.— 6.+ll.+13=— 6006, 

also 

«i«a«3«4  +  l= — 6005 

ist,  so  sieht  mao,  dass  der  Satz  im  vorliegenden  Falle  richtig  ist 
Wenn  man  für 

«i>  ««>  «t>  "4*"*»  •« 
die  positiven  ganzen  Zahlen 

1,  2,  u,  4, ...,  91 

setzt,  so  sind  die  Voraussetzungen  dieses  Satzes,  wenn  nur  m-fl 
eine  Primzahl  ist,  offenbar  vollständig  erfilUt,  und  man  erhält  also 
aus  dem  Vorhergehenden  die  Congruenz 

1.2.3.4....it=— 1  (Mod.  n  +  I), 

welche  den  bekannten  Wilson' sehen  Satz  ausspricht,  der  also 
unter  dem  vorhergehenden  weit  allgemeineren  Theoreme  als  eio 
specieller  Fall  entj&alten  ist,  und  sich  mit  der  grOssten  Leiditig- 
keit  aus  demselben  ableiten  lässt. 


r    . 
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Da  mir  die  Torhergeheiide  Enreiterang  des  IViUion'schen 
ces  bemerkeo9werth  zu  sein  scheint,  so  habe  ich  mich  yer- 
anlasst  gesehen,  nachzuforschen,  ob  nicht  vielleicht  der  Fer- 
■lafsche  Satz  einer  ähnlichen  Erweiterung  f^hig  ist,  und  will  im 
Foigepdeu  das,  was  sich  mir  io  dieser  Beziehung  bis  jetzt  durch 
siealich  einfache  Betrachtungen  dargeboten  hat,  mittheilen. 

Wir  wollen  annehmen,  dass  n-^-l  eine  positive  Primzahl  sei, 
iiod 

»1  >    «t»    «S*    «4,  •••*«« 

sollen  n  positive  oder  negative  ganze  Zahlen  bezeichnen,  von  de- 
nen wenigstens  eine,  die  wir  durch  ok  bezeichnen  wollen,  durch 
M  -|- 1  nicnt  theilbar  ist.    Dagegen  sollen  die  Differenzen 

«dbniDtlich  dufdi  «4-1  theilbar  sein,  woraus  dann  sehr  leicht  und 
gmoat  von  selbst  folirt,  dass  überhaupt  die  sämmtlichen  Differen- 
aco  durch  n+l  theilbar  sind,  welche  man  erhält,  wenn  man  je 
Bwel  der  Zahlen 

«1»    «i»    «S»    ^4  »'"9    *• 

▼oa  einander  snbtrahirt,  so  dass  man  also  auch  bei  der  folgenden 
Betrachtung  von  der  Annahme  ausgehen  kann,  dass  diese  letztere 
Bedingung  erfililt  sei,  weil  ihre  Erfüllung  durch  die  Erfiillung  der 
«ateren  allerdinf^s  einfacheren  Bedingung  unmittelbar  und  ganz 
▼OB  selbst  herbeigeführt  wird. 

Setzen  wir  nun 

a*  — «1  =Ai,fc.(n+l), 
«*  — aa  =  A4,t.(n  +  l), 
«*— c^  =  ^,ir.(n  +  l), 

u.  s.  w. 
cfjk  — at-i  =  Aft-i,ft.(n  +  l), 
ak — afc  =  A*,jb.(ii  +  l), 

«fc—  afc  f  1  =  Afc+  *»  *  •  («  +  1 ) ' 
u.  s.  w. 

afc  —  «ii=Xii,*. («+!); 
wo  nach  der  gemachten  Voraussetzung 

^l>*»  ^i*>  ^»**  A4,*,.»».A»,t 

faftiter  ganze  Zahlen  sind, .  da  offenbar   auch  das  verschwindende 
la^fc  in  diese  Kategorie  gerechnet  werden  kann;   so  ist 

ai=ajk— li,jk.(n-f  I), 
«1=«* -*»,*.(»+ 1), 


au 


aH=ak — lB,*.(fl  +  1); 


nnd  wenn  man  nun  suf  beiden  Seilen  <let  Gleichbeitsseichen  mul- 
Ünlicirt,  80  erhSit  man  offenbar  eine  Gleichung,  welche,  wenn  ti 
eine  ganze  Zahl  bezeichnet,  im  Allgemeinen  von  der  Form 


<*i  **  "s  *t 
int.     Also  ist  anch 

und  da  nun  nach  dem 
auHselzung  at  nicht  d 
zeit  Bt"^!  dufch  »-f 
henden  unter  den  gern» 


Amch  die  Priniuüil  n-^h 
g«ndea  8ati :  i  ' 


.<r„  =  o:fc''  +  Z.(«  +  l) 


-1  +  L{«  +  1), 


atze,  weil  nach  der  Vor- 
I  »4-1  theilbar  ist,  Jeder- 
!o  ist  nach  dem  Vorbei^e- 
etzungen   offenbar  jederzMt 

-I 

k  eiliallen  daher  den   Fol- 


Primzahl    n -f  1  we 


<4  >  Cat  <%t  v,,.'..iim 

Dicht  avfgebt,  dagegen  die  sSmrotlichen  Dirferenzea 
durch  n-f-1  ohne  Rest  theilbar  sind,  ttetche  man  erhalt, 
wenn  man  je  zwei  dieser  Zahlen  von  einander  snbtra- 
birt;    so  geht  die  Primzahl  n  +  1  jederzeit  in 

"i  **(  *^  *■»•••■  *" — ■ 

auf,  oder  es  findet  unter  den  gemachten  Voraussetzun- 
gen jederzeit  die  Congruenz 


..».=■1-1  (Med.  n+l) 


Dass  unter  dieiien>  Sqtze,  wenn  man  ihn  unahfaSngie  tod  dem 
Fermat'echen  Satze  nach  seinem  gen-ühn liehen  Ausdrucke  bewei* 
•ea  kBBnte,  dieser  ietriere  Satz  als  ein  b«Mu}em  FtiU^r«atMtM 
sein  wfirdfi,  iMchtcit  «if  4«. Stella  ein.  -  ei  '^,i. 

Setzt  man  z.  B.  it-(rl=5  und 

«i  =  +  12,  bacs^-?.  «^=*+17,  «.  =+2; 
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M  mi  die  VoraiiMdtzangen  des  vorhergehenden  Satzes  offeBbar 
Tdktiodlg  erfalltv  und  es  int 

i  b.  dnreh  Ö  ohne  Rest  theilbar«  i«  ie  es  nach  dem  obigen  8aftse 
erforderlich  ist 

bt  aber  z.  B.  »'1-1=5  und 

«i  =  +  17,    aa  =+7,    tf3  =  +  2,    «^=+8; 

M  sind  die  Voraussetzongen  des  vorhergehenden  Satzes  offenbar 
nebt  vollstiDdig  erfüllt,  und  es  ist 

Ol  CK2  CTß  «4  —  1  =  1903 

fath  5  Bieht  thellbar. 


Verbindet  man  die  S«3tze  V.  und  VI.  mit  einander,  und  beach- 
tet, aU  sich  von  selbst  verstehend,  dass,  wenn  nur  2  in  Oi  nicht 
M4^tv  offenbar  immer 

«1  =  ^1  (Mod.  2) 

Btp  «u  ergiebt  sich  der  fol<;ende  Satz : 

VI. 

Wenn  die  positive  Primzahl  n-f  1  in  keiner  der  n 
positiven  oder  negativen  ganzen  Zahlen 

Cfj  ,  ce^  •  Cf3  ,  nr^ , . . . .  an 

nd  auch  In  keiner  ^er  Differenzen  auff^eht,  welche 
■m  erhält,  wenn  man  je  zwei  dieser  Zahlen  von  ein- 
iider  sabtrahirt;    so  geht  die  Primzahl  n^-I  Jederzeit  in 

isf,  od«r  es  findet  unter  den  gemachten  VorAussetian- 
genjederseit  die  Gongrueoz 

a|i%c%a4....tfA^  — 1  (Mod.  n-f  1) 

Statt 

Weno  dagegen  die  positive  Primzahl  n-f  1  wenig- 
•teas  in  einer  der  ii  positiven  oder  negativen  ganzen 
Zahlen 

^i9  ^»  ^»  «4,....  a* 
Bad  in  allen  den  Differenzen , aufgeht,   welche  man  er- 


318 

hUt,    wann   miin>i«   stvei   dieser  Zahlen  tob  elökL 
aublrahirt;    su  gf^nt  die  Primzahl  «4-1  jederseti  in. 


■  B«f,  oder  es  findet  antei  den  gemachtflu  VeransaaU 
g«n  jederzeit  die  Congruenx 


Indem  ich  wiederhole,  dasn  es  nicht  meine  Absicht  ist,  die- 
sen Gegenstand  in  der  vorliegenden  Ahhandinng  zu  erschSitfen, 
Ulli  ich  mir  nur  noch  erlauben,  dieselbe  mit  den  folKeuden  ällge- 
nicitien  Bemerkungen  zu  schliessen.  Es  hat  mir  nSmIich  imnier 
Ketjchienen ,  dass  viele  der  bereit»  entdeckten  bliebst  inerk>Tfirdigen 
besetze  der  Zahleiilehre  noch  unter  einer  zu  speciellen  Ferm  aiw- 

{[edriickt  und  aiifgerasst,  und  noch  nicht  auf  ihren  wahren  müe- 
ichst  allgemeinen  AosHrucb  gebracht  worden  sind;  und  so  sehr 
ich  auch  die  vielen  trefflichen  LRiKtungen,  namentlich  der  neaeren 
Zeit,  auf  diesem  Gebiete  anzuerkennen  bereit  bin,  so  scheint  mir 
doch  eine  immer  noch  grüssere  Envcilerung  und  Vera) Ige oieine- 
nini;  der  Gesichtspunkte,  unter  denen  die  Gesetze  dieser  herrlichen 
Wissenschaft  gegemiüiti^  aufeefasst  werden,  iiüthig  zu  sein,  wenn 
dieselbe  noch  raschere  Fortschritte  als  bisher  machen  soll  Was  den 
obigen  allgemeinen  Satz  VI.  betrifft,  so  ist  es  mir  sehr  wahrschein- 
lich, dass  sich  derselbe  noch  mehr  verallgemeineren  ISsst,  Tiel- 
leicht  in  ähnlicher  Weise,  wie  schon  frfiber  der  Permatsche  und 
\Vil8on'sche  Satz  verallgemeinert  worden  sind ,  was  ich  hier,  ohne 
mich  darQber  weiter  zu  verbreiten,  als  bekannt  voraussetzen  kann. 
Auch  werden  sich  gewiss  noch  ganz  andere  einfachere,  bessere, 
namentlich  mehr  als  meine  obifte  Darstellung  der  wahren  Natnr 
des  Gegenstandes  entsprechende  Wege  einschlagen  lassen,  iirn 
zu  dem  Beweise  desselben  zu  gelangen,  wobei  zugleich  die  Enl- 
deckung  noch  anderer  Gesetze  nicht  ausbleiben  «ird,  wie  dies 
immer  bei  Untersuchungen  dieser  Art ,  die  in  der  That  auch  eben 
.dadurch  einen  ^anz  besonderen   Reitz  erhalten,    der  Fall  zu   sein 

Ellegt,  wobei  ich  nochmals  bemerke,  da«s  ich  in  dem  Obigen 
einestvegs  eine  vrillig  erscbripfende  Uarstellung  der  betreffenden 
Sfitze  mir  als  Zweck  vorgesetzt  habe,  und  weitere  Untereuchiut- 
gen  über  dieselben  für  jetzt  anderen,  die  sich  etwa 
Gegenstand  interessiren  möchten  ,  gern  überlasse  und  a' 


xaexi. 

Ceber  strenge  nnd  gelinde  Winter- 
Auszug  aus  einem  Briefe  dee 
Herrn  Dr.  J.  Ph.  Wolfers, 

n  Herlincr«  nn  der  Köiii;;!.  Slcrnwarlc  «u  Berlin 
an  den  Herausgeber. 

■nil   1.    und  B,   b»eid.ii<!tc<i   liil.ugrn).yrUn   Ta((ln.) 


Ke  wünschten  meine  Mittlicilungen  über  Teraperaliir-Cui 
«^ertukllcu,  ich  werde  sie  diesem  Kneic  beifügen  und  die  Cur- 
Jn  mitochieken.  Meine  Hyimthede  lliidet,  nie  aIIps  Neue, 
^WM«T«prucl) ,  dnch  jiuch  zu  meiner  Freiide  bereits  Anklang,  ich 
^wenü  mirh  auch  künftic  so  lanRe  duniil  l>esebä(l!cen,  als  idi  nicht 
>M[  J«r  FruchdosiKkcit  dieser  Betraehtungeo  fiberzcitgt  ^  werde. 
Vk  anbei  erfulijcnden  Zeichnungen  sind  illmgens  die  einzigen, 
wddic  ich  besiUe.  datier  mein  VVtins<^h,  sie  nach  der  Ben ut- 
tmx  Burdctuu erhatten.  —  Fa^t  jeder  Winter,  welcher  slth  ent- 
«(WT  darch  bdsontlera  strenge  Kalte  oder  dnrch  gelinde  Witte- 
fU(  «uszeiobnet ,  l>flegt  in  den  rlffenlüchen  Glütterii  mit  den  Wor- 
fcg  beaprochen  zw  werden,  daxs  die  ältesten  Leutu  sich  keines 
KlnDcben  erinnern.  Dies  uar  z.  B.  mit  dem  voriährizen  (1H43-1846) 
lilBilicb  Bttlinden  Winter  der  Fall.  Man  könnte  bierauT  kurz  ant- 
*sr(eii.  dans  bei  alten  Leuten  das  Gediicbtniss  in  der  Regel 
eiwnch  wird  und  sie  sich  deshalb  keiner  ähnlichen  Erscheinung 
Ifmiera  Allein  aua  eigener  Erfahrung  neisft  ich,  wie  leicht  die 
Llulvn  und  Freuden  einer  einzelnen  .lahreszett  vergessen  werden, 
»*m  man  nicht  durch  besondere  HüKsmittel  die  Eriiuierung  daran 
&&lhnll,  und  schon  deshalb  gluube  leb,  dufR  ea  nicht  ganz  unin- 
ttnessaiit  sein  wird,  auf  den  vorliegenden  BItitlern  den  Verlauf 
^  TciniiiTutur  wiihrend  der  10  vorhergehenden  und  des  gegen- 
•iitigen  Winter»  (1846 — 17)  graphisch  vor  Augen  gestellt  zu  sehen. 
IM  etWiM  aufmerksamer  llvtrachtuiig  dieser  verschiedenen  Cur- 
reti  wird  man  charabteriatische  Unterschiede  derselben  wabrneh- 
nes,  iedndi  glimbc  ich  im  Stande  zu  sein,  darzulhun,  dass  die 
ntkcblcden  gelinden  Winter  sich  wesenllinh  von  den  strengen 
nnterseheiden,  und  dass  man  diese  Unterschiede  schon  in  der 
ftcgd  an  einem  verhSltnisa massig*  kleinen  T heile  jeder  Curve 
nStBchnwn  kilnne.    fiollte  sieb  dies .   nus  freilich  tvegen  der  ge- 


1  nur  0^. 


ringen  Ansah)  der  zu  Grunde  t^clefiteTi  Can'en  i 
XBBtiscb    bleibt,    sp&tcr   bestSti^en:     so    würde 
Stande  sein,    schon    beim  Beginnen   eines  jeden  Winters 
Charakter  zu  erlauschen. 

Ehe  ich  lu  diesen  Betrachtungen  übergehe,  liegt  es  i 
Aber  die  Beobachtungen  Reche  nscimfl  »n  geben,  auf  welche  diese 
Curren  begrGiidet  bind.  Es  sind  dies  die  Teniperaturen ,  welche 
bn  wahren  Mittage  an  dem  Norroal-Thermniiieter  der  hieeigen 
Sternwarte  abgelesen  und  «lelche  thcils  bereits  durch  den  DmuL 
verilffentlicht,  thcils  durch  lierro  Dr.  Galle  mir  freundlichst  mÜ- 
(  getheilt  worden  sind.  In  den  ersten  bereits  erschienenen  Jahr- 
gängen wordB  aiM  drei,  nübrend  des  Tages  angestellten  Beob- 
achtungeA  die  jedesmalige  mittlere  Temperatur  abgeleitet  und  ich 
würde  diese    zur  Anlage   der  Cur^ei  ■•■■■■  ■  ■■ 

tn  den  spätem  JahrgängeD   die   Tei 
angegeben    "iire.      Der  Consequenz 
Anfang  an  diese  einzelne  Temperatur,    welche  übrigens  i 
ter  wenig  ton  der  mittlem  Temperatur  des  Tages  verschiedq 
Es  war  z.  B. 

lim  18.  Jan.  1836  die  Mittugslemper.  =4'2<',77,  die  mittlere 

„  15.    „    1837   „  ..  -2,  29 

Hi,  15.    „    1838   „  .,  -8,50.    „     '  „ 

^  15.  Febr.  , '  -3.06 

i  ti,,  13.  MKrz  „      ..  „  +0.  -20,    „ 


1  gewählt  haben,    wenn  nicht 
mperatur  des   Mittages   aDcin 
r  Oonsequcnz  ivegen  wählte  ich  daher  tVk 


her  ygp 

im^^^^H 

% 

1 


]  besondere  Austvahl  ancesetit  ubd 
jsteigenden   Unterschiede  Mnlrucn    freilich 


Diese  Tage  habe  ich  ahnt 
die  einzelnen,    hts  1"  ansteigt: 

Von  Belang  sein,    wenn    ich,    wie  ea   bisher  meistens  gescheben, 

die  iiiiltlern  Temperaturen  der  ganzen  Winter  l>estimmcn  imd  uia 

dem  Resultat  den  Charakter  des  strengen   oder  gelinden  ahtelteu 

wollte.     Hier   werden   wir   es    jedoch    mehr   mit    dem  Gangn  der 

Temperatur  von  einem  Ta^e  zum  andern,    als    mit  der  absoluten 

'    Ciriisse  derselben  an  einzelnen   Tagen    zu  tbun  haben    nnd  dnber 

erden  jene   Unterschiede  von   keinem  besonderen  Belange  sein. 

In   der  Regel  erstrecken  sich  die  Curveii  über  die  fünf  Mo- 

i  ttate  vom  15.  November  bis  zum  19.  M.lrz,  und  nur  in  Einem  Falle, 

I  ni  Frühjalire  1849,  habe  ich  ein  kleines  Stück  bis  zum  ^.  Klüra 

I  pnzugelügt,  weil  bis  zn  diesem  Tage  der  damalige  strenge  Nach- 

I  Printer  anhielt.    Die  starke  horizontale,  durch  jede  Cune  hindnrch- 

r  liehende  Liide   bezeichnet  die  Temperatar  0",    jedes   Intervall  In 

[  Krlikater  Richtung  entspricht  2'*  II..    jede  verttlcale  Linie  gebfirt 

J'lneni  Tage  »n    und  die  stark  ausgezogenen  vertikalen  Linien  be- 
liehnen den  Anfang  der  Monate.    In  den  Schaltjahren  1840  diu* 
[    t844  gehört  die  Linie  des  1.  März  dem  29.   Februar  an,    dW'*^ 
rADomaUe   tihdet   bei   den  folgenden  Linien   bis  zum  15.  M^ 
I  diesen  Jahren  statt. 

Um  nnn  von  strengen  und  gelinden  Wintern  üprecben  zu  | 

nen,  schicke  ich  folgende  Erklärung  voraus.     Unter  einem  streut 

gen   Winter    will    ich  einen   solchen  verstehen,    in    vfeU^facm  di« 


lien  be- 


•»» 


__  drei  bis  vier  Wochen  hindurch  jjane  oder  fast  anaus- 

^ atiter  dem  Gerrierpankle   bleibt,    ohne  ROctoticht  aar  den 

«bnoiul  tiefen  Stand  ilea  TherniniueterK.  Unter  einem  i^elinden 
,  Winter  »ersiehe  ich  einen  Bolchen ,  in  welchem  die  'l^eiiijieratur 
'an  mehrern  einzelnen  Tagen  auch  mehr  oder  weni^'er  tief  unter 
[den  ficirieqiunkt  trinken   mag,     "o    aber  die  Dauer  dieser  niedri- 

fen  Tenu>eratur  Iteschränkt  ist  und  die  letztere  mÜ  eintretender 
ühercr  Teiu|>eratiir  von  Ungercr  Dauer  abivefhselt.  Diese  KrklS- 
/rniigen  Htinimen  keinesweges  mit  denjeiiijien  üherein ,  ivelche  in 
\4ea  meteoroloßiBcben  Lehrbüchern  aulKestellt  zu  werden  [ifle^ien, 
■«a  kSnneti  rielleirbl  selbst  FSIIc  vorkonimeti ,  in  denen  ein  slren 
»jgtr  Winter  nach  TUeiiitT  Erklärnni;  einem  gcliuden  nach  jener  eiit- 

S rieht  nnd  umgekehrt;  allein  ich  wollte  zunächst  keine  neuen 
Zeichnungen  einftliiren,  wie  etwa  wenn  ich  statt  eines  slre.nfiren 
ebieii  beständigen  oder  hartneckigen  Winter  auf^eijtelU  hätte. 
Ccbrigens  bitte  leb  meine  Erklärungen  nur  als  für  die  hier  anzu- 
«IcUeDden  Betrachtungen  aufgestellt  anzusehen,  nur  so  dart  ich 
•icbcr  sein,  nicht  mis» verstanden  ku  werden. 

Betrachten  wir  demgemSea  die  Torltegenden  II  Carmen,  so 
eottiprcchen  unzweifelhaft  die  fünf  falgendea  I,  Ul,  VII,  VIII  und 
X  ceRnden,  die  vier  II,  V,  IX  uikI  XI  strengen  Wlnlerni  die 
(vrei  übrigen  IV  und  VI  weder  ganz  strengen  nnch  ganz  freunden 
Wintern ,  «ie  n«igeii  »ich  jedoch  mehr  den  erstem  xu.  Die  ersl- 
kenülinten  ftnf  Uirven  sind  von  den  vier  ziv ei) genannten  weeeiit- 
fidi  verschieden,  allein  man  wird  lur  jede  dieser  beiden  Klassen 
fßn  genieinschallliches  Kennzeiclien  herausfinden  künnen,  welches 
•leh  bald  früher  bald  spater  zcit:t  und  wonach  man  den  weitem 
Verlauf  des  Winters  Ijeurlhi^Uen  kann. 

Ich  behamile  demnach,  dans  in  den  gelinden  Wintern  sich 
anfangs  «ine  kurKe  Kalte|jeriode  einstellt,    welche  mit  einer,  I9n- 

feie  Zeit  anhaltenden,  wärniem  Periode  abwechselt  In  der 
urve  1.,  von  lti.iü  —  ltti7,  duoerle  die  erste  Periode  vom  &.  bis 
iiifli  27.  November  und  die  darauf  folgende  wärmere  Periode  vom 
'Hi,  November  bis  zum  '23.  December.  In  der  Curve  Ul.,  von 
lKttl~1831t,  fand  die  Kälte  vom  lU.  bis  zum  28.  November,  dia 
Winnc  Vom  'X.  November  bis  zum  18.  Januar  statt.  In  der  Curve 
VIL.  von  IKt2-IK43,  herrschte  die  Kälte  nur  3—4  Tage  und  die 
^auf  folgende  Wärme  12  Tage  hindurch.  In  der  Curve  VIII, 
Vota  lH4-3-1ä44.  stand  das  Thermometer  nur  Einen  Tag  unter  0  und 
<8  lUgti}  eine  narme  Periode  von  26tägiger  Dauer.  Endlich  wührte 
h  der  Curve  X.,  »on  l&W— 1&40,  die  Kulteperiode  et««  3,  die 
trftrme  18  Tage.  Dieser  letztgenannte  Winter  tvunle  als  ein  auf- 
Tallood  gelinder  in  den  Zeitungen  bcKpruchen,  allein  mit  einem 
Blick  auf  die  Corveii  sieht  man,  dass  er  bis  Ende  Februar  die 
beiden  Winter  von  lKi2-lH«  und  1&13- 1844  in  dieser  Beziehung 
Keinefiweges  Ohertraf.  Zieht  man  die  Ende  Februar  eingetretene 
hofie  Temperatur  in  Betracht,  so  musste  hierdurch  freilich  dia 
inttflfira  Temperatur  des  ganzen  Winters  bedeutend  erhüht  werdan 
nnd  unter  den  verzeichneten  Curvon  finden  wir  nur  in  der  van 
Iä4l  — 1842  ein  anderes  in  dieser  Beziehung  nahe  kommendes 
Beispiel. 

Von  den  atreni^en  Wintern  behaupte  ich,  dass  nach  dem  Ein - 
trilt  der  ersten  Kälte    das    Tfaermumeter  fnllter  oder  später  wohl 
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H-ieder  über  0  steigen  maf;,  ilaes  aber  dic^e  wärmere  Poriode, 
welche  ich  kurz  die  Krisis  nennen  inll,  uur  von  Icutzer  Dauer 
eein  wird.  Sn  sehen  wir  in  der  Curve  IL,  von  1837—1838,  das 
Thermometer  Euerst  am  11.  December  unter  0  sinken  und  bi«  zum 
27.  in  Perioden  von  ivenigen  Tagen  auf-  und  niederst eigen ,  worauf 
am  letztgenannten  Taßc  die  Kältet  enlAchieden  daa  Ucher^wicht 
erhalt  und  wir  in  dem  folgenden  Theile  der  Curve  das  wahre 
Ideal  eines  strengen  Winters  wahrnehmen.  In  der  Curve  V.,  von 
184U— 1811,  sinkt  das  Thermometer  am  9.  Oecemlier  unter  0  und 
es  tritt  ungleich  eine  anhaltende  KKIIeperiode  bis  sum  1.  Januar 
«in.  Jetzt  findet  eine  Kriels  von  3  Tagen  statt,  wo  die  Wünne 
jedoch  nicht  voll  1"  erreicht  und  es  folgen  hierauf  im  Januar  und 
Febniar  bis  Anfang  MHrz  die  Kältejieriodcn  so  filiervi  iegcnd, 
da«s  der  ganze  Winter  nothnendijt  ein  sehr  stteneer  genannt  «ef- 
den  muss.  Der  dritte  strtMit-e  Winter  lindet  sich  in  der  Corve  X,, 
von  1844 — 1S4S.  Hier  tritt  die  erste  Kälte  bereits  am  28.  Novem- 
ber ein  und  währt  bis  zum  15.  Ueoeraber.  Nun  folgt  eine  imt 
6  Tage  wührende  Krisis ,  hierauf  eine  achttägige  Külteperiode  und 
dann  nnTirend  des  ganzen  Januars  gelinde  Kulte.  Dass  aber  das 
Kennzeichen  des  strengen  Winters  richtig  war,  sehen  wir  an  der 
folgenden  Kälteperiode,  welche  mit  sehr  Kurzen  und  eeringen  Un- 
terbrechungen vom  7.  Februar  bis  zum  '23.  März  fortdauert.  Man 
kdunte  diesen  Winter  als  die  Verbindung  zweier  strengen  Winter, 
eines  Früh-  und  Spfitivinlers,  durch  einen  gelinden  Januar  bezeich- 
nen. Der  vierte  zu  betrachtende  strenge  Winter  ist  der  letzte 
Ton  1810—1847,  unter  XI.  verzeichnete.  Br  beginnt,  äholich  wie 
der  eben  besprochene,  am  letzten  November  und  lässt  sich  so- 
feleich  als  ein  hartneckiger  an,  wenn  er  auch  in  den  ersten  zehn 
Tagen  sich  nicht  als  se^r  streng  darstellt.  Ute  am  20.  December 
eintretende  Krisis  wahrt  nur  vier  Tage  uad  von  da  ab  tritt  der 
strenge  Winter  ganz  entschieden  ein,  indem  vom  2t.  December 
bis   zum   24.  Januar   die  Temperatur  sich   nicbt  über  den  Cefrier- 

Sunkt  erhebt     Diese  vier    strengen  Winter    entsprechen    demnach 
em  oben  aufgestellten  Kennzeichen. 

Es  bleiben  nun  noch  zwei  Cunen  zu  betrachten  fibrig.  Die 
nnter  IV.  verzeichnete,  von  I83',l— 1H40,  entspricht  in  ihrem  Lauf 
vom  2.  bis  '21.  December  einem  strengen  W'inter,  man  wird  den 
ganzen  Verlauf  bis  zum  16.  Januar  auch  als  einen  solchen  belracb- 
ten  können ,  dann  aber  treten  Wärmeperioden  Überwiegend  ein 
nnd  es  kann  demnach  dieser  Winter  nur  als  ein  kurzer  und  Ktren- 
ser  Frflhwinter  bezeichnet  werden.  Aehnlich  stt^llt  uns  die  Curve 
VI.,  von  1841  — 1812,  einen  kurzen  strengen  Winter  dar,  welcher 
vorzugsweise  in  den  Januar  fallt,  wo  die  Kälte  eutschiedeo  vor- 
herrcchend  ist  nnd  16  kalte  Tage  ohne  Unterbrechung  vorliegen. 
''Die  beiden  zuletzt  besprochenen  Winter  ents|irechen  nun  Kwar, 
wie  ich  eben  angedeutet  habe,  dem  Charakter  eines  strengen,  udo 
kSnnen  als  solche  betrachtet  werden;  ich  halte  es  jedoch  für 
besser,  sie  bei  der  aufzustellenden  Aualogie  als  AusnahinenUl« 
Buazaschlieasen. 

Fassen  wir  nun  das  Resultat  der  neun  andern  Winter  zusam- 
men, von  denen  fünf  gelinde  und  vier  Ntrenge  waren,  so  bann 
man  die  beiderseitigen  Kennzeichen  auf  folgende  Weise  mathema- 
tisch kurz  aussprccben.     Tritt   im  Anfange  ein  kurzes  minus  ein. 


321 

worauf  ein  sriUnMres  phis  folgt»  so  wird  der  Winter  ein  gelinder 
werricB.  Wird  das  erste,  längere  oder  kürzere  minus  nur  durdi 
ein  kurzes  jilus  unterbrochen,  so  wird  der  Winter  streng  ausfal- 
len. Dies  ist  ein  schwacher  Versuch,  um  aus  dem  Anlange  des 
Winters  auf  den  weitem  Verlauf  zu  schlicssen ,  was  meines  Wis* 
sens  bis  jetzt  auf  ahnliche  Weise  noch  nicht  geschehen  ist  Ob 
die  Erfahning  kfinftig  die  Wahrheit  der  aufgestellten  AnaiofiMn 
bestätigen  wvd  oder  nicht,  steht  dahin;  im  erstem  Falle  mftde 
ich  die  Resultate  elfjähriger  Erfahrang  auf  eine  bestimmte  und 
fruchtbringende  Weise  gedeutet  haben. 


Mein  letetes  lB¥ort  gegen  Herrn  Doctor 

Barfnss. 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  O.  Schio  milch 

an  de)r  UniTersitfit  zu  Jena. 


sfSpät  kommt  Ihr,  doch  Ihr  kommt;   Her  wtito  fFeg, 
Graf  I$olan\  ent$ckuldigt  Euer  Saumou," 

'Ich  habe  mich  beim  Lesen  der  nochmaligen  Einreden  des 
Berm  Dr.  Barfuss  verschiedene  Male  gefragt,  ob  denn  eigent- 
fidi  meine  Wenigkeit  es  ist ,  wogegen  dort  polemisirt  wird ,  denn 
'u>  der  That  hätte  ich  es  kaum  für  der  Milbe  werth  gehalten ^  auf 
*pldben  Unsinn  zu  antworten,  wie  ihn  Berr  Dr.  Barfuss  (höchst 
siegreich  natarlich)  widerlegt.  Der  Grund  dieser  Verwunderung 
liegt  aber  sehr  einfach  in  der  wirklich  originellen  Taktik,  die  der 
Bär  Doctor  gegenwärtig  anzunehmen  sich  erlaubt  hat  und  die 
^NHch  der  Art  ist,  dass  mit  ihr  auch  ein  Drieb.erg  über  einen 
Biiaboldt  —  nicht  den  Sieg  davon  tragen  —  aber  wohl  zu  schimpfen 
Gelegenheit  finden  wfirde.  Das  schlaue  Manovre  besteht  nämlich 
derin,  alles,  was  einem  unbequem  wird,  mit  völligem  Stiilschwei- 
Sea  zu  übergehen,  daftir  aber  dem  Gegner  ho  viel  Unsinn  als 
nOi^ich  in  die  Schuhe  zu  schieben,  je  toller >  desto  besser,  denn 
^Wahrheit  kommt's  gar  nicht  mehr  an,  und  nun  am  Ende  sich 
^W  die  ungeheure  Bornirtheit  des  anderen  lustig  zu  machen. 
Auf  die  Dauer  wird  freilich  diese  Kunst  nicht  vorhalten,  denn  hat 
es  anch  der  Eine  mit  noch  so  viel  Glück  und  Geschick  versucht, 

Theil  \.  21 


den  Anderen  lächerlich  zu  machen,  ao  wird  Hoch  i 
UarsteÜBii,^  lies  »ahren  Sachliestnodes  hinreichen, 
den  verdienten  Pranger  Her  i'>ffentli''hen  Meinung  x\t  «(«lU-n.  Dies« 
Benierkuneen  sind  ch  einzig  und  allein,  nelclie  tnich  /.ur  Redak- 
tion der  nnchffdgcnden  wenigen  Zeilen  betvngen  haben;  ich  «ill 
Dur  mit  Heiligen  Worten  aaseinandersetzen ,  wa»  Ich  cie#nllMi 
ge^Bint  huhe  und  was  Herr  Dr.  BurfuHs  aus  meinen  Worten 
ee^cht  hat;    da«  Uebrige  ergiebt  sich  dann  von  selbst. 

Es  ist  eine  belcunnte  Sacfa«,  da^s  ditrcb  tnehnnaligcs  Vot- 
kommen  einer  Erscheinung  nur  die  MitglicbEceit,  aber  nie  die 
Nvthvtendigkeit  d«r«ell)en  beiviesen  trird;  100  Beispiele  ffir  eine 
Regel  (etwa  die  regnla  faUi)  beweisen  nur,  dass  dieselbe  richtige 
Resultate  liefern  Itann ;  ein  einiigta  Beispiel  al)er,  in  wel- 
chem die  Re^el  nicht  trifft,  reicht  hiii,  um  ihre  Unsicherheit  (Nicht- . 
allgemeingilltiglteil)  zu  begrflnden.  So  habe  ich  «  posteriuri  au» 
deit  Cnnse(]ueuxeu ,  welche  sich  an  die  Gleichungen 


1^ 


(Nicht-.    J 
iori  M»    j 


kniipfeii,  die  IJnnicherheit  der  Rechnung  mit  direrglrendeu  Reihen 
^Mgfthiui!  ich  habe  ferner  ffeaeigt*,  OBa«  d«r  dmifra  ^V«g,  «■ 
ans  dielten  Irrthiiniern  des  CatcülN  herauszukiminien  und  sicli  vor 
kAuftigon  zu  hüten,  darin  besteltt,  dt«  Begriffe  der  aritlimeliachcn 
Summe  und  der  ^yii taktischen  Entwicbeluiig  durch  besondere  Zei- 
chen auseinander  zu  halten;  das  Erste  war  eine  vollendete  That- 
sache,  denn  nur  ein  Blinder  konnte  die  Hesoltata  der,  milt;etfaeil- 
ten  Uechuung  leuguen  nud  nur  ein  Wahnsinniger  sie  richtig' linden, 
.das  Zweite  war  ein  Vorschlag,  und  gewiss  ein  beachtungswertber, 
.Würde  nicht  der  (leometer  die  Ufindedber  dem  Koufe  Kusammen- 
schlagen ,  wenn  man  Gleichheit  mit  =  und  dann  Aehnüchkeit  auch 
mit  =  bezeichnen  wollte?  Nun  nennen  wir  aber  Summe  einer 
Reihe  die  GrSnze,  welcher  man  sich  nfihert,  wenn  man  immer 
mehr  Glieder  einer  Reibe  addtri  und  wir  beweisen,'  dass  man 
die  Summe  der  ins  Unendliche  verlängerten  Reih<'  gleich  seltea 
rfarf.  Bei  einer  divergirenden  Reihe  wie  1^1 -ft —  etc.  ginbt  r* 
keine  solche  Grunze,  also  keine  arithmetische  Summe  und  wer 
Jetzt  dies  einer  beistimmten  Grosse  gleich  setzt,  Iirlngt  einn  eben 
SO  heillose  Confiisinn  in  die  Analyse,  wie  einer,  dpr  Gleichbett 
and  dann  auch  Aehnlichkeit  mit  =  liezeichnet.  in  die  Geometrie. 
.Was  erwidert  nun  Herr  Dr.  Barfuss  auf  nfles  Diess  If  Nicht»!  — 
DieThütsachen  iiniDrirt  er.  auf  den  Vorschlag  findet  er  sich  nicht 
I.  bewngen  einzugeben,  über  hult.  er  bringt  ein  ßeispiel.  worin  di« 
.  Rechnung  mit  (Itvergenlen  Reihen  etwas  Richtiges  gtebt.  —  Lhcher 
Hebe  Poiemikt  aU  wimn  ich  je  geleugnet  hsite,  dass  unter  Um* 
ständen  bei  solchen  Rechnungen  etwas  Richtiges  beraiisLommen 
kannte,  dann  nämlich,  wenn  die  Reihen  der  Art  sind,  dass  siit 
innerhalb  eines,  wenn  auch  kleinen  Intervalles  convergiren.  Oiess  ist 
in  des  Herrn  Dociors  Beispiele  der  Fat!,  die  Reihen  l~^-fjr'etc., 
1 — '^ij'-^Zx*  etc.  convergircn  Rir  ir<l>  und  da  das  unter  die««r 
BediHgnng  gefundene  Re^ulliit  eine  bfos  identische  Transformalion 
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kt^' m  HjUC  dMnelbe  mnabhlng^if  Ton  rntterHerleitungswebe, 
liNir  aaa  darf  diess  aidit  nnikehren  (Umkehrangen  nUtesen  ja 
ipMT  befrieaen  werden)  und  daraus  schliessen  wollen,  dasa 
l^l4-l..-=i.  t— 24-3-- ...«=:)  aeietc  Weit  entfernt  also,  dasa 
Mv  Herr  Dr.  Barfuss  etwas  gegen  mich  vorbringt,  bestätigt  er 
fplifBkr  ^oen  der  von  nur  aMfgeatellten  S&txe  (daaa  solche  llei- 
Wt  welche  innerhalb  eines  IptervaJiea  converpren,  richtige  Re- 
rilate  gebeiOfl  de»  Hauptsata  aber,  dasa  Reihen,  die  jederzeit 
htrgireD,  wie 

Mb  immer  falsche  Resultate  liefern,  trifft  das  Alles  gar  nicht. 

Ich  will  hier  noch  eine  Bemerkung  einschalten,  welche  das 
limtom  einer  syntaktischen  Bedeutung  der  Reihen  völlig  ver- 
ifehtet.    Man  kannte  sagen:    allerdings  sind  z.  B. 

1    ' 
y^^  und  l  +  x+üfl  + 


•••• 


■r  (kr  :r<l  einander  gleich,  aber  jenseit  dieser  Stelle  tritt  die 
iiataktiache  Verwandt^haft  ein;  dem  gegenüber  will  ich  zeiaen, 
mm  iber  die  Stelle  hinaus,  wo  die  Reihe  divergent  wird,  zwischen 
ll-md  der  Fmiktion  links  durchaus  keine  Bexl^hung  mehr  statt 
Met.  Ea  aei  iß(x)  dne  Funktion,  welche  von  a:=^0  bis  jr:=o 
ihlig  bleibt,  hier  aber  diskontinuirlich  wird.  Dieser  Beweis  be- 
lAl  Mf' etiler  Elgenthflmliohkelt  des  Ausdruckes  : 

{■fc  ^jr)  eine  ganz  willkQhrliche  Funktion  bezeichnet.  Erinnert 
tm  riieh,  daaa 

■ 

dagegen    =0        fiirj}>a; 
••falgt  anf  der  Stelle 

dagegen  fix) = *  (^)    „    «  >  a. 

Verwandelt  man  9(9)  in  eine  Reibe  von  der  Form 

q)ix)=Ao+Aix  +  A^+A^x*  + (])) 

Mist 

Aq = ^(0) ,  Ai  =  — |— ,  ilj  =^  ~|— 2  ,.  .. 

ai* 
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und  die  CoefiizientenbestiiDinung  geschieht  also  mittelBt  d< 
thes  «=:0;  daraus  folgt,  dass,  wenn  man 

settty  Bq^isAo,  i?|  =  ilt' ••••  ^®tn  muss,  well  flir  J:<a, 
auch  nir  d?=0,  die  Funationen  f{x)  und  fp{x)  susanunc 
Gilt  also  die  Gleichung  (J))»  so  gilt  auch  die  folgende: 

,     2    /*«  sina/cosarf  .,  ,    .,  .2    /**  sin ^ cos ol  , 

Seilte  nun  die  Gleichung  ^2))  ^^^^  ^=a  hinaus  noch 

eine  Bedeutung  haben ,  d.  h.  sollte  die  Beihe  in  irgend  eil 
Ziehung  zu  q>{x)  stehen«  so  müsste  diess  in  der  Gleichung  {f^ 
so  der  Fall  sein,  weil  hier  dieselbe  Reihe  vorkommt,  tut 
reduzirt  sich  aber  die  linke  Seite  von  (Q)  auf  ^^{x)^  uni 
haben  wir  den  Satz :  wenn  für  o:  >  a  eine  Beziehung  v^ 
Aq'-\'AiX'\-A^x^^,„.  und  der  Funktion  ^x)  statt  finden  jm 
muss  dieselbe  Beziehung  zwischen  AQ^AiX-\-etc.  und  lU» 
banden  sein.  Nun  ist  aber  '^(x)  eine  von  qi{x)  verschleae 
TolKg  willkühHiche  Funktion  und  zwischen  einer  solchen  mM 
ganz  bestimmten  Reihe  (d.  h.  einer  solchen,  deren  Goefll 
unrerSnderiiche  Werthe  haben^  kann  überhaupt  gar  keüe 
hung  statt  finden ,  eben  weil  aurch  die  Wlilkunrlichkeit  ▼« 
jede  etwa  statuirte  Beziehung  sogleich  aufgehoben  werden 
Da  nun  zwischen  f^{x)  und  der  Reihe  kein  Zusaramenhan] 
lieh  ist,  so  gicbt  es  auch  keinen  zwischen  q){x}  und  der 
soliald^  07  >  a  genommen  wird.  Dass  aber  gleichzeitig  die 
divergirt,  weiss  man  a  priori  aus  dem  CanchVschen  ISatae; 
der  Modulus  von  x  ist  hier  grosser  als  der  Modulus  a  dcsj 
Xy  für  weiches  q){x)  eine  Unterbrechung  der  Continuitftt  erlc 

Wenu  sich  nun  bei  dem  Streite  über  die  ZulSssigkeit 
genter  Reihen  Herr  Dr.  Barfuss  darauf  beschränkt,  die  1 
Sachen  uuerürtert  zu  lassen  und  gegen  Dinge  zu  eifern ,  d 
von  allem  Anfange  her  zugegeben  nahe,  so  tritt  dagegen dn 
lieh  entsetzliche  Erbärmlichkeit  seiner  Polemik  da  in  ihrer  | 
Glorie  auf,  wo  er  gegen  das  Resultat 


i 


0    1-0.«-" 


zu  Felde  zieht.    Bis  hieher  hatte  der  Streit  von  seiner  Seit 
noch  einigen  Schein  von  Ehrlichkeit,    hier  aber  föngt  er  an 
solcher  VVaffen  zu  bedienen,    mit  denen  man,    um  einen  ge 
Ausdruck  zu  brauchen,  seine  Moralität  in  ein  zweideutiges 
stellt.    Ich  bitte  zu  vergleichen.  —  Meine  Frage  war:    ist 


/ 


'=lx  +  C  oder  =  il(äfl)  +  C 
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Kabe  darauf  geaatvi-ortet:   sowohl  Ix  aU  {Hx^)  l^efriedigc 

dx 
msialgleichung  </y=  — ,    aber   da    Ix  und  \lix')  ver- 

X 

ne  Funktionen  sind,    so   muss  man  aus  anderen  Eigen- 
dts  Integrales  jene  Frage  entscheiden.    Nun  ist  aber 


/d{—x)       Pdx 


lieb  mussy  wenn  (p{x)  den  von  x  abhängigen  Theil  des 
8  bezeichnet,  9(— j;)=9(.r)  sein.  Man  kann  daher  nicht 
r  setzen,  weil  dann  diese  Eigenschaft  nicht  statt  fönde, 
mnss  q^x)^=\f(ofl)  nehmen.  -^  Hier  behauptet  nun  Herr 
fnsSf  ich  suchte  das  Imaginäre  dadurch  zu  vermeiden, 
«^  /(--l)=i/(— 1^=:/1=:0,  und  fnigt  mich  nachher. 
Dient  wllsste,  dass  Iog(~a)  und  \l{ — o)'  verschiedene 
en  seien if  Wirklich,  ich  traute  meinen  Augen  kaum,  als 
sah!  Nachdem  ich  ausdrficklicb  in  meiner  algebraischen 
bemerkt  habe»  dass  Ix  und  \l(3fl)  zwei  sehr  verschie- 
oktionen  sind*),    nachdem    ich  eben  wegen   ihrer  Ver- 

/dx 
— =te   oder   =4/(ar*)  sei,   aufge- 

latte  (denn  sonst  wäre  sie  überflfissig  gewesen),  werde 
Senn  Dr.  Barfuss  des  Unsinnes  beschuidist,  /(— a)  und 
nicht  unterscheiden  zu  kSnnen!  —  Nun  sind  aber  nur  zwei 
ffich:  entweder  bat  Herr  Dr.  Barfuss  meine  Exposition 
Igel  an  Fassungskraft  nicht  verstanden,  oder  er  hat  sie 
«teben  wollen.  Im  ersten  Falle  verbietet  es  mir  die  Be- 
ttelt meiner  Zeit,  diese  Polemik  zur  Belehrung  des  Herrn 
fnss  weiter  fortzusetzen,  im  zweiten  halte  ich  es  unter 
Pflrde,  noch  ein  ferneres  Wort  an  ihn  zu  verschwenden. 


I6S.  heiMi  et:  „/s  aod  (/(s*)  sind  ganz  vertchiedene 
■1  von  %y  die  wohl  fnr  positive  %  übereinstimmeii ,  aber  nicht 
Ire  n.  a.  w.  Ciinatniirt  man  beide  Funktionen  geometrltch ,  so 
er  ersten  Funktion  entsprechende  Curve  nnr  einen  Zweig,  die 
rel  eongmenta  Zweige.  Es  ist  daher  nichtfarjedess,  /(•*) 
Kann  man  sich  deutlicher  aber  die  Verschiedenheit  von  i%  und 
iseprechon? 


•il.i-JffhrtotM. ,   I  ie    ßechs  Kanteu  des  T  • 

|rii«dera  and   Itg.  ...   ^ d    llalbirangt^punkt    ei^" 

Ebene  senkroch  t  Regen  die  ROgenfllierlle^PinIe  Kant  ^p 
«o  achneiden  «ich  diese  sechs  Ebenen  in  einem  i*unkt^< 
welcher  mit  dem  Schwerpunkte  de«  TetruederH  und  dem 
Mittclpunki:e  der  uni  das  Tetraeder  beschriebenen  ^u- 
eel  auf  einer  ecrnden  Linie  liegt,  und  der  Schnerpunkl 
liegt  in  der  Mitte  der  beiden  unitern. 

I.  Analytiocher  Beweis.  Wenn  ein  Tetraeder  mit  ein« 
Ecke  in  dem  Anfani;sjiunkte  eines  rechtwinkligen  ('nordinaten- 
systemR  liegt  und  die  Coerdinaten  der  andern  drei  Eckpunkte  .r'y':', 
«"y"!",  y"y"i"'  heisacn,  iwi  sind,  wie  mao  durch  Betrachtung 
Shnticher  Dreiecke  leicht  sieht,  die  Ceordinaten  der  Mittelpunkt*  i 
seiner  Kanten ;  J 

i  frr'>  iy".  it';    ix",  is",  it";    i*"-  K.  t»";  ' 

U^  +  ic").  l(y''+y),  iC^'+i'Oi 

i(x"+y).  i(y"+y"),  i(*"+i^. 

Als  Gleichungen  ßi  die  Projectionen  der  Kanten  des  Tettaeden 
auf  die  xi  und  yi  Ebene  erbältman  folgende; 

x=jz,  ,=??i; 


=  ^*,y=g'^  = 
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f^f »W  ff*'  — t/« 

*-*•=  ^zj- (*-♦").  y-y =5  =:?-(' -»">• 

Die  «ecbs  ersten  dieser  Gleichungen  gefariren  za  deä  Kanten; 

«dche  durch  den  Anfangspunkt  eehen,   die  sechs  letzten  bu  den 

^A  flbrisen  Kanten.      Um   nun  die  Gleichungen  für  die  Ebenen 

OTGmsodCen»   Von  denen  jede  dorch  den  Mittelpunkt  einer  Kante 

pht  und  senkrecht  auf  der  gegenilberliegendeo  Kante  steht,  roiiss 

Bau  sich  erinnern  ^   dds« ,  .  wenn  eine  Linie  auf  einer  Ebene  senk- 

racbt  stehf  9   aneh   die  Projectionen   der  Linie  iseokrecht  auf  den 

Schnitten  jener  Ebene  mit   den  Coordinatenebenen  sein  müssen. 

Ist  bun  die  Crleichung  der  Ebene 

..        ,        Ja:  +  £^+Gr  +  Z>=0, 
•»«ad 

C       D 

'  CD 

Ib  Gleichungen  filr  die  Schnitte  derselben  mit  der  a-z  und  yz  Ebene, 
b  seien  ferner  jr  =  os -|- fr  und  ^3=  a'z-f  6'  die  Gleichungen  fiir 
A»  Projectionen  der  Linie  auf  diese^  Coordinatenebenen,  so  nifis- 
Ml,  wenn  diese  auf  jenen^  senkrecht  stehen  sollen,  die  Bedin- 
'  ingsgleichungen 

_1 C    ^i__c 

iltr 

A—aC  und  Bt=za'C 

•titt  finden.  Setzt  man  diese  Werthe  ffir  A  und  B  in  die  Glei- 
dnmg  der  Ebene  hinein,  so  erfa&lt  man 

ab  Gleichung  ISr  die  Ebene,  welche  auf  der  gegebenen  Linie 
mkrecht  ist  Soll  sie  ausserdem  noch  durch  einen  Punkt,  des- 
sen Coordinalen  P»  g»  t  sind,  gehen,  so  müssen  auch  diese  der 
tflbndenen  Gletcming  genügen  und  daher  . 

Mb.    ÜMhltaiaD  diese  Gleichung  von  der  vorigen  ab»    so  erhält 


ji 
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aix—p)  +o'  (x — q)  +  (2— r)=0 

ab  Gleichung  för  die  Ebene,  welche  sowohl  senkrecht  anfikr  g0> 
gebenen  Linie  ist  als  auch  durch  den  Punkt  pqr  geht. 

Setzen  wir  nun  ftfr  pqr  die  oben  angegebenen  Ansdrilcke  th 
die  Coordioaten  der  Mittelpiinkte  der  Kanten,  und  f&r  a  ond  J 
die  Ausdrücke  aus  den  Gleichungen  der  entsprechenden  gegen- 
Oberliegenden  Kante ,  so  erhalten  wir  als  Gleicnungen  Hk  die  in 
Rede  stehenden  sechs  Ebenen,  nachdem  wir  sie  nach  xfß%  geord- 
net haben,  folgende: 

(2)    J:^x4^''y+i*'i=U:r^(d/+j:^)+yV+2r)+*VfOJ. 

(6)    (a:''-:i:*')a:+(y^-y^)y+(2^--2'^2=i{x'(jr^-jO+y(^ 

+2'(2-'-2^r 

Um  den  Term  rechter  Hand  zu  vereinfachen,  wollen  wir  folgende 
Substitutionen  machen: 

ar'j:'^+yy«  +  2'2^=/y', 

Hiedurch  nehmen  jene  sechs  Gleichungen  eine  einfachere  Gestalt 
an,  nämlich : 

(1)  ar'x+y'y+z'x=^^^±^, 

(2)  ar»a:  +  y«y  +  »•*=^^' . 

(3)  afx-\-fy-\-J«z=^-^', 

•  (4)  (at'  -ar^x + (y'-y^  +  (x'-z')»  =^^' . 

(5)  (y -ar-Oa.+Cy'-y^  +  (,'_/^,=2![^, 

Man  sieht  nun  sogleicb ,  das«  die  drei  letzten  GlelehuDgen  von 
den  drei  ersten  abhiiugen.  indem  man  diese  erhält,  wenn  man  sae- 


,  cMsive  dit  tireUe  Ton  der  ersten»  die  dritte  von  der  ersten  und 
dttt  dritte  Ton  der  iweiten  abzieht.  Da  wir  also  nur  drei  unab- 
Miigigu  Gleidkingen  haben,  so  muss  es  für  Jede  der  Ooordinaten 

X einen  Warth  geben,  welcher  alle  sechs  Gleichungen  befriedigt, 
die  darch  diese  Gleichungen  ausgedrückten  Ebe* 
f    Ben  mflssen  sich  in  einem  Punkte  schneiden. 

Wir  wollen  nun  die  drei  ersten  Gleichungen  auflösen,  um  die 
Geerdioeten  des  Schnittpunktes  jener  sechs  Ebenen  zu  bestimmen. 
Aamit  die  Rechnnng  vereinfacht  werde,  werden  wir  setzen : 

«^+y^+z"»=«*,  yi*-s'y=f ,    z'a^—xfz'=rf, 

nd  ans  einiger  von  den  Relationen  bedienen,  welche  Lagrange 
nrfochen  diesen  Grossen  aofgestellt  hat,  nSmlich: 

(1)     ijT-fV='l*',  (3)    a:Y+a/'»?''+arir=0, 

(«)  rr-rr=iy,  (4)  a;'r+a:T+^r=o. 

(5)   y'f+yT  4-/^=0, 

^= 1 .         i  y  = 1 ' 

(ö;    <  x  = ^ »         u)    ^  y  = T » 

(8)    l^n^ß^l^+^T+ßT 

Durch  Elimination  und  Anwendung  der  fünf  ersten  Relationen 
erikaltcD  wir  f&r  die  Coordinaten  des  Schnittpunkts 

9-  5i 
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Im.  (fr + yt») + (f  y +(ir ) + (fr + ß'irt 


m 


Diese  Ausdrfick«  lassen  sich  v«TmlttHst  d«TRelQttoiieHiniler(^, 
ich  auf  eine  nnilere  Form  liringttn,  i         '  *         -     — 
brauclibarer  eein  werden,   Däntliclt: 


foX+sT) 


Wir  wollen  jetzt  des  Mittelpunktes  der  um 
das  Tetraeder  beschr  ergehen.  Dieser  Punkt  hat 
die  Eigeiischaß,  das«  -  der  Tier  Eckpunkte  de«  Te- 
traeders gleich  weit  e:  nen  wir  diese  Eiitrernunf;  *, 
t  finden,   wie  man  i,  olseiiile  Gleicliungea    Statt. 


(renn  pgr  die  gesuchte 


OlSCDll 


.0==  ,.,-    .     fp-^)'  +{?-;/')' +  ('■-1')''  =A 
.    (p-«'J*  +  (y-s")H(r-V)«=i», 

(p-*-)«+  (g-jf")'^  Cr-^)«=.^ 
ö'aer 

;,«  +v»  +r"  =A 

p«-f  ya  +  fä— 2;»V  — '%'  -2n'  =*»— o'. 

Zieht  man  nach  einander  je4«  der  drei  letzten  Gleichungen  VAn 
der  ersten  ab,  so  erhält  luan:  ; 

'     x'p  -hy'q  +2'r=^. 

-     UurcbEfiniMtion  uftd  AoffHävu^er  DUgM  fiehtionen  ergejben 
sich  ßr  die  gewichten  Coordiaaten  folgende  Werfte: 

■    -!^lLt^+^^  '  '"■- 
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„  des  Schwerpiinkles  ilea  Telruwlerti  4»  Lüstiiii- 
i«,  bt  weiter  nicbU  Düthif;,  als  de«  Schwerjuitibt  einer  Seilen- 
llcke  anrzHuurhcti ,  von  diesem  eine  Liiiln  nach  der  epgeiidber- 
«trbenilen  f.tke  defl  Tetraeders  lu  -/iebcn  und  vnn  dieser  Ectce 
•tt»  axit  der  cezogeneli  Linie  drei  Viertel  derselhen  all  zu  sehn  ci- 
dn.  Wendet  m;ui  diese  Methode  »11,  so  findet  man  durrli  ein- 
Ficlie  Bftrjnhtuni;en  ähnlicher  Dreiecke  (Ür  die  ("oordlnaten  de» 
SdwcT|tankteä  die  Ansdxacbe 

Itetracliten  wir  nun  die  ftmdrffcfce  (Vir  die  Conrdinalen  aller 
wri  Punkte,  die  wir  bestimmt  haben,  so  sehen  wir,  daas  füllend« 
m  tileicfaungen  zwischen  Ihnen  Statt  Gnden : 

durcb  weldie  der  obige  Sati  bewietieri  tat 


II,  Geometrischer  Itewcis.  Legt  man  durch  den  Hitlbi- 
nngspunkl  jeder  Kante  eine  Par.dlele  mit  der  (•egenäberliei;eTirten 
Klfltc,    «a    entsteht    ein   »euea   Tetraeder.      Vom  dieaem  gilt  Ful- 


I)  es  Ist  dem  gegebenen  Tetraeder  congruenl; 

ttj  seine  Kanten  werden  von  den  K.inten  des  andern  halblrt. 

Wefien  dex  Parallelkmus  der  entsprechenden  Kanten  und  altio 
WKD  der  Flächen  stehen  beide  Tetraeder  in  Collineutiunsverwandt- 
•ehalt,  und  mfitisen  daher  einen  Aehnlicfikeitspunkt  baheo,  d.  b. 
einen  Panki,  der  zu  beiden  dieselbe  Bexiebung  bitl.  Uass  dies 
^Cr  gieraeinsrhaftliche  Scbnequinkt  itd,  ist  lei<-ht  nachzuvv 
Man  erhlill  den  Stbwerpnnkt  eine«  Tetraeders  unter  andern  anf 
l^lgeDde  Weise:  Man  acbliesse  von  den  sechf  Kanten  des  Te- 
fcHitdeni  zwei  einander  sef;eti(lherlieeende  Kanten  »is,  ond  faal- 
TO«  iia  flhrieen  vier.  Di«  vier  HalVirungapuiikts  liefen  in  einer 
»•B»,  die  daa  panie  Tetraeder  hnibirt  und  durch  den  Schwer- 
fUkt  freht.  Indem  man  immer  ein  andere«  Paar  Kanten  aus- 
*chn«au,  kann  man  die  Opciatian  dreimal  »iederholen.  Der 
■KhniUpunkt  der  s«  erbalteneii  drei  Ebenen  ist  also  der  Schwer- 


3» 

]iunkt.    Die  Ebenen  sind  aber  beiden  Tetraedern  gemein,  f< 
auch  der  Schwerpunkt ,  der  mithin  der  AehDÜchkeitspunkt 
Der  Schtverpunkt  hat  hier.aUo  die  Eigenschaft,  dass  er  in 

Seraden  Linie  liegt,  die  einen  beliebigen  -  Punkt  des  einen  1 
ers  mit  dem  entsprechenden   des  andern  verbindet     Da 
Tetraeder   congruent   sind;   so   halbirt   er   den  Abstand 
entsprechenden  Punkte. 

unsere  sechs  Ebenen  haben  nun  zu  dem  neuen  Tel 
die  Beziehung,  dass  sie  die  Kanten  halbiren  und  auf  diese 
ten  selbst  senkrecht  stehen.  Von  solchen  sechs  Ebenen 
aber  bekannt,  dass  sie  sich  in  einem  Puqkte:,  dem  Mittel] 
der  um  das  Tetraeder  beschriebenen  Kugel,  schneiden.  i>i 
telpunkte  der  um  beide  Tetraeder  beschriebenen  Kugeln  n 
einander  entsprechende  Punkte  sein,  und  somit  ist  der  Si 
wiesen. 


Bemerkmiiir  ttber  die  Siaiiibertisc 

Reihe. 

Vdii 

Herrn  L.  Schläfli, 

PriTatdocenten  der  Mathematik  su  Bern. 


Wenn  durch  die  Gleichung 
welche  mittelst  der  Substitution  if^-ß^^z  die  Gestalt 


erhält,  y  in  Function  Ton  t  und  x  gegeben  ist,    so  kann  m 
Hälfe  des  Lag  ran  gesehen  Satzes  jede  beliebige  Potent 
also  auch  von  y,  nach  den  steigenden  Potenzen  vod-.rentwi 
Setzt  man  dann  ^  =  1 ,  so  lassen  sich  die  gegebene  Gleicimo 
die  aus  ihr  hervorgehende  Reihe  fär  eine  beliebige  Potens 
so  darstellen: 
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,*^|  y-»-y-':={a-ß)x,  (1) 

^^  ^  iii[m+(ii->l)a+/3][m+(fi~2)«+2/?1....[^«+«+(w-l)/g3^  (2) 

/Klflgel«  Wörterbuch,  Artikel:   Lambertische  Reihe.)    Pa- 
Mt  lue  Reihe  in  (2)  conyergire«  ist  nuthig  und  reicht  hin,  dass 

sei.  Für  den  Fall  eines  unendlich  klein  wenlenden  m  geht  die 
Gldchang  (2)  über  in 

°^      11=1  2  .  d  .  .  .  .   «  ^  ' 

Mnltiplicirt  man  die  Reihen  fiir  yv  und  y9  mit  einander,  80  muss 
das  Product  mit  der  Reihe  fSr  yv^^  identisch  werden.  Indem  man 
beiderseits  die  Coeflicienten  toii  a^  gleich  setzt,  erhält  man  die 
endliche  Relation: 


^«  "iTT^T^^rfr^  .p[p+(n-t-l)tf+iS][p+(n-i-2)«+2|J]. 

....[/.+a+(n-i-l)fl>«r[9+(f-l)a+fl[y+(t-2)«+2/J]....     \  (4) 

...[y+«+(i-l)/J]| 

= (*-K)CP+?+(«-l)«+/»)(J'+n(«  -2)«+2/»)- •0'+* + «+(«  -!)/»)• 
Wird  in  dieser  Formel  «=^=0  gesetzt,  so  reducirt  sie  sich  auf 

j»(n— l)...,(ii-f+l) 


ibso  l>J****t 


|>»-'}f  =  (;?+^)«. 


wms  der  binomische  Satz  für  ganze  Exponenten   ist    Wird  hinge- 

Ssn  nur  a=0  gesetzt,  so  geht  jene  Formel  in  den  analogen  Satz 
r  Facultäten  fiber.    Setzt  man  endlich  «=^  =  1,    so  venvandeit 
sich  die  Formel  (4)  in 

f  .  J  den  binomischen  Coeflicienten  von'  j^  in  der  Entwickelung 

von  (1-f^)*  bezeichnet.  Diese  spezielle  Formel  (5)  l&sst  sich  auf 
eisroentarem  Wege  beweisen.  Es  ergiebt  sich  nfimlich,  wenn  man 
MMb  PoteioEtn  von  q  entwickelt,  als  Coeflicient  von  9^  auf  der 
Baken  Seite 


wo 


Qil  auf  der  rechten 


(",)(P  +  "')(P  +  '')"^— '■ 


A  iiaii—'^clce  sind  aber  vermrigc  der  Formel  (5)  einander  gtelclt,  1 
iereil»<    fiir  alle    kleinem   Exponenten  als  n  beüiesn  l 
w=Q  fallen  sie  ohnehin  zusammen.    Da  nun  die  Por-  ] 
llr  die  Werthe  1,  2  des  Exponenten  >i  sogleich  verf- 
bu  i»i  sie  allgemein  l'fir  jeden  ^anaeu  und    positiven  Werlh  ^ 
,  H  gültig.  j 

Die  aus    der  Lambertiscken  Reihe    henor^ebende  Formel  (4)   ' 
^ich    demnad  ng  des    binomischen  Natzes 

unItäten  u»d  heo,  von  welcher  diese  bei- 

.„tzten  Forme...  ■  le  sind. 

Der  Formel  (4)  ! 
len,  vvelche  sich  . 


t  noch  eine  andere  zur  Seil« 


8j,P^  ■     M 

iTlf  die  entstehenden  Krihen 
Coenicientco  von  ;i:"  einao- 
...^j      netrisch. 

)  a=^ii=l,  (wie  man  sogl^ch,  nn* 
beschadel  der  Allgenieliibeit,  statt  h\ass  a=:ß,  setzen  darf)  gehei 
die  Formehl  (1),   "''*  ■'"""  '- 


ergiebt,  wenn  man 
(2)  suhstiluirt  und 
der  gleich  setst;    sie  ini  ■>»<. 
'"     '    I  besondern  Fall, 


)  über  in 


-^*i^i      1.2.3....  ti- 


(6) 

CT) 


1  ir  und 
wenn  x  reel 


c  der  Quotient  ~ 


Die  Reihe  (7)  ist  convergeot,  wenn  x  <—  ist,   und   lindet   daher 

ihre  Anwendung  ohne  Ausnahme  för  alle.Syeteme  positiver  WerUie 

«,    welche  der  Gleichung  (6)  genfieeni    denn  einmal, 
bleiben  soll,    so   kaim  y  nnr  poMtiv  «ein;   nanbat 

-^-^  fqr  .positive^  eadlicfae  .W^rtfifl  tob'  jg  'fja 

*  1 

«nziges  Maximum,  nämlich  — ,   welches   dem  Werthe   ;=:«   ent- 

«pricht;   daher  sind  diejenigen   reellen   Werth«   Vftu  -x,)  ndch« 
reellen  Werthen  von  g  entsprechen,    zwischen  den  beiden  GrSn- 

fifa  —  ot  jin^  -   enthalten.  —  Die  Formeln  (6)  und  (7)  |hab)|dp  rait 
folgender  Aufgabe  zusammen:  I  •'    . 

"  Man  so)l»)iie:Ft)n^tiQn  f  van  «und  A  Hnden,.  w«ldie, 
wenn.  A  «la  constaal  raransgeaet^t  vrirdi<  dar  Glelehttng 


^5?=«'+*' 


•n 


1  !•■      . 
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Mit  Weglassang  der  arbiträren  Integrationsconstante»  die  ale 
Factor  der  gesachten  Function  erscheint,  kann  man  f(x)=ze^' 
MtEeOy  so  erhfilt  man  ftlr  die  Coustante  k  die  Bedingung 

k  =  e^y  oder  logA-=AA-, 

GMehong,  die  in  der  ^Form  mit  (6)  übereinstinimt«  Setst 
Mu  fai  der  Reihe  für  e^  die,  aus  der  Formel  (7)  f&r  die  eia- 
n  Potemen  von  k   sich   ergebenden  Werthe,   so  erhält  man 

y|Mideii  «ach  den  steigenden  Potenzen  von  A  geordneten  Aus- 

<mtk  Air  f(<sc) : 

■r  .  ■■;i 

uff  ist  nun  der  Coefficient  von  -r-i^ ^^^  Product  von   e*  mit 

cber  gaDsen  rationalen  Function  von  x^  die  mit  dem  Term 
(i|1)"-iar  anfangt  und  mit  dem  Term  -|~^  endigt.  Denn  i^enn 
■n  die  beiden  anendiichen  Reihen 

1       —  1  -^  x^  x^ 

^""  T  +  r;2"^l72T3  + 17273.4  ""••' 

i         ^^        1.2       "^  +       1.2.3     ^  +••• 

Mteinander  maltiplicirt,  so  bel^ömmt  in  der  Entwicklung  des  Pro- 
'■eis  die  Pi>teDz  af^  den'Coefdcienten 


■r^     iw    (m-l-n-i)— ^ 
«fo   ^     ^^  JIt.JI(m— t— 1)' 


wdelM  Summe  bekanntlich  verschwindet,  wenn  n — I<»i — 1  ist, 
Mdiärfi->t=rii  — 1  den  Werth  -|-1  erhält.  Demnach  gestaltet 
lieh  nun  die  Gleichung  (8)  so : 


Mao  kann  auch  auf  folgendem  analytischen  Weire  zu  der  L8- 
■■g  (9)  der  Gleichung  -^^-^  —  ({x  +  h)  gelangen.  Es  sei  zunächst 


f{pc)^   J8   II, A«,  (10) 

folgt 

3a:'         11=0    3ar' 


<  -4 
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Es  ist  aber 

also  durch  Substitution  der  Reihen  filr  die  einseinen  Differential 
coefBcienten  von  f{x)  •  •  ■ 

■    \  -Olli 

'  '       11=0  \fc=o  1.2. ...(»— t)  wr»-«/      ' 

also,  wenn  man  den  Goeflicienten  von  A"  in  dieser  Reihe  demje* 
nigen  in  der  Reilic  fiir  -^r    gleich  setzt, 

5i'~"fcro  JI(n— I)  Zaf^-i'  ^"^ 

Man  suche  nun  ^  durch  die  ursprOngUcben  Functiooea  ic»«f|f*iNi 
auszudrücken.    Die  Formel  (ll)  glebt  nach  und  nach: 

öl« 8^ti 

hx        *    Sar»"        ' 

dttt  9"*  fii 

8m,     3     .       .         8"M2     m(}ft-|-2)      'm 

So  gelangt  man  durch  Induktion  zu  der  Formel: 

So:'«  "" A=o  "  1 . 2 . 3 ....  («— il)   •*^'  .  ^*^ 

Gesetzt  nun,  diese  Formel  sei  fiir  alle  DifferentialcoelBcienten  der 
Functionen  tt| ,  t/«,....?/«.!  und  fiQr  die  Function  \in  bis  zum  ivitwi 
DifferentialcoeJGcienten  inclusive  bewiesen,  so  substituire  man  die 

VVerthe,  welche  dieselbe  für  a  ^^__^.  giebt,  in  fjer  aus  (11)  her- 
fliessenden  Gleichung 

8a:'»+  \  "■  ,=0  1.2....  («— t)  ^^^^»»:-'  ' 
dann  wird 

"SS^i-<fo;£o         iI(«-t).JJ(i-A)        "^ 

Ffir  ein  constantes  il  geht  t  von  X  bis  it;  wenn  man  daher  die 
Ordnung  der  Summationen  vertauscht  und  dann  t=Z-f  fA  setzt; 
so  wird 


flu,       *=■  // 


■*  (w+w-A-fi>fw+w-t)^- 


-  i^  /7(»-A) 

Somit  w4re  die  Richtigkeit  der  Portnel  (1-J)  auch  für  den  (m-ffl 
fcrmtiaJcdofliciente»    von    Un    bewiesen.      Da    die    gemachten 
hlOno  soch  für  m  =  0  ihre  ffelintiu  licltnlten,   und  da  die  Fiir- 

■»  (12)  fiSr  «  =  I,    -2  bereitH  verilieiTt  ist ,    su  ist  ilire  allgemeine 

Richtigkeit  als  hcivieseo  aneuschen. 

Wenn  man  nun  die  drei  ersten  der  t'.leii.Tiimgen  (12)  vollsllin- 
dEg  inlc^rt,  so  erhält  man 

u  =Ce», 

Ui  —  Ce'.x  +  Cie', 

K,  ^  O*  (S  jr  +  Jx")  +  C",  f ' .  j:  +  Q  ^' ; 

j«de  neue  Inte^atinn  wird   aiiuh  eine  neue  arhitrSre  Onn- 

staute  Cm  eingeiilhrt,  netcbe  in  iill^    folgenden  Inlei^ralgleiclrun- 

m  erscheint.     Ulan  kann  aber  auch  so  integrireti,  daas  », ,  u«,  etc. 

'  liiettig  mit  X   rerscbwinden ,    was  so   viel  ist,    als  ivenn  man 

übrigen    arhiträreti    Conslanlcn    ausser    C   f;leich    Null    setzt 

ferner  h  ^  ti,  =:  u^....  =  ztr— 1=0  setzen  uod  dann  die 

Rir  -^  utid  alle  folßenden  so  lutegriren,  dass  ßlr  x=ß 

Ur  nicht  vetschM-indet ,   soadCrn  =^Cr  wird,   während  alle  Toi- 

idea  Fanctionen  Url  i .  ut+i,  etc.  zugleich  mit  j-  verschwinden, 

viel  ist.    ald  wenn  man  alle  flbngen  arltitrüren  ('onstanten 

iCp  ft^eicii  Null  setzt.     Im  letzlern  Kklle  braucht  man  nur  in 

~iel  (12)  n  und  ;k  in  n  ^  r  und  l  +  r  ttbergehen  eu  lassen, 

tehen,  dass  die  Folge  der  Functionen 

Kr,  I»r+i,   «r+t.   »*r+i.  «tc. , 

I  arbiträren    Factor    Cr,    genau   mit    der  Folge  der 


U,  H]  ,  Hg,  Uj,  ttt. 

,  trenn  diese  unter  der  frühem  Voraussetcung ,  Aase 
j.  kl,....  wiglejeh  mit  *•  verechwiiwlen ,  berechnet  siml.  Wenn 
I  ma  V  den  Werth  heieichnet,  weldieo  /"(j)  in  der  Fonmel  (10) 
itn  dw  Annalime,  dnsa  tär  .i;=l).  «=1.  w,  ^fia=Hj  =  ....=0 
)*n1e,  erhält,  so  ist  nach  dem  Vorigen  der  allgemeine  Äusilnick 
ßry^(T): 

/■(*>,=  ■rtC+ 4*  +  M'+C^A' +  etc.). 

"wan»  fnigt,  dasB  man,  ohne  der  Allgemeinheit  zn  echadeu, 
■tamdlcha  Integralionru  von  u,  au  mit  x-:i)  aul'angeu  laxsen 
^n,  nodnrch  die  C^nstanten  C, ,  C^,.„.  als  fiberllussig  WL-gfallcn. 

Au«  (1-3)  folgt  für  «1  =  1 

Tli«il  \.  sa 
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dun_»^  1.(1 +n-A)-*-* 
'Sx~Co      1.2.3....(«— i>   "*• 


.   Setzt  man  hierin  Um=».Zm,  so  wird  die  6ieiclnu>g  dtircb  u  tbeilhw 
and  reducirt  sich  auf 


I 

WO  fiir  2q  immer  1  zu  setzen  ist;    also 

gj_-j..I_l, 

8a:-'» +1,2' 

S2s_      .    31  ■  4«_ 

^-^"'"0''  +  1.2.3' 

??♦—     .^      .      4«         .       6»  ' 

8;r —*»  + 1.2*«  + 1 .2.3*' ■•■  1 .2. 3.4 ' 

u.  s.  f. 

Man  iptegrire  diese  Gleichungen  von  xsA  an  and  snbstitinre  die 
Resaltate  in  (10),  so  wird 

A«)  =  Ce'tl  +*!*+««**+ JiA»+etc}, 

wo  In  eine  t^anze  rationale  Function  nten  Grades  von  o*  ist   Wem    \ 
man  nun  allgemeine  Formeln  für   die  Coefficienten  der  Potensea    ' 
von  X  in  dieser  Function  zn  sucht,   so  sieht  man   sich  rar  Glen 
chung  (8)  zuriickgeffihrt. 

Schliesslich  möge  erwähnt  werden,  dass  die  Ciieichung 


'-&=f(-+h) 


dx 

der   e;eometriseheD   Aufgabe    eotspricht,    eine    ihrer    Evolute 
ähnfiche    Curve    zu   finden,    aber  so,   dass    diejenigen 
Punkte  der  Evolute,   welche  bestimmten  Punkte«  4er 
Evolvente  vermöge  der  Aehnlicbkeit  entspreeheji,  «lle-^ 
sen  nicht  zugleich  als  Krummungsmittelpnnkte  sttgeho— 
ren«  sondern  um  einen  constanten  Drebungsvpink^l  voi^^ 

diesen  letztern  entfernt  sind.     Bezeichnet  nämlich  —   dei^n 

a 

Winkel,  den  die  Tangente  der  Evolvente  mit  einer  festen  Rich«^ 
tung  bildet,  und  f(a:)  den  zu  diesem  Winkel  gehörenden  Bogei^v 
derselben  Curve,  so  druckt  obige  Gleichung  aus,  dass  der  Krüm- 
mungshalbmesser der  Evolvente,  d.  i.  der  Bogen  der  Evolate^^ 
amalso  gross  sei  als  derjenige  Bogen  der  Evolvente,   welcher 

dem  um  den  constanten  Unterschied  ~    vermehrten    Winkel 

a 
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r&nKcnte  ^hiirl.     Ua  die  loKitritli mische  Npirnle  «tets  sich  ^bst 
"^nUcb  unil  Hlmüch  Heuend  bleibt,  wenn  nie  uro  ihren  Pol  ßodrebt 
8A  Ul  ihr  auch  ihre  Evolute  in  dem  ulieu  ausgesprochene» 
E  älinticb.  —  Indes»  scheint  doch  die  (ileichung  /'(a:)  =  Ce**. 
■tu  t^^^li,  kein«!  ganx  .-ill^cmeine  Ijösuii^  dpr  Auf^tabe  zu  enthai' 
|rn.    wrna  nur  der  reelle  Werth  von  Ä-  barücksichtigt  wird.    Die 
nnfoentlcnte  Gleichung  e''^  =  k  hat  nümlich  ausser  d<!r   belrach- 
'^l'redJen  noch  uoKähMge  imaginäre  Wurzeln,  eo  das9 

fix)  =  XCc*' 

jtesotgt  werden  darf.  Man  braucht  nur  zu  ziveien  conjugirten  imo- 
g}ttlreit  Werthen  von  A  auch  für  die  zugehürigeu  arbttrüreu  Cnu- 
rtoolen  stet«  conju^irlo  imaginäre  Wertbe  zu  nehmen,  um  liii 
f{x)  elnea  reellen  Ausdruck  zu  erhallen.  Da  bei  dieser  Lilsung 
•ine  unendliche  Menge  arbitrfirer  Constanten  auftreten,  so  liegt 
d)e  Veruiuthung  nahe,  die  g&az  alCgemeine  Lrisung  der  Aufgabe 
»lächle  eine  arhilrSre  Function  impliclren. 

Sochl  man  die  Curve,   welche  ihrer  «ten  Evolute  in  dem  obi- 
Ion  Sinne  Ühnlich  ist,  so  wird  man  auf  die  Gleichung 

eiche  durch  das  Sysleni  der  Gleichungen 
p  =  e''  cosi \- ], 

f(x)  =  Ztt'iAcas^x-i-ßsmgx) 

Jt  wird,  w«  das  Zeichen  £  eine  doppelte  Summe  beEeicE^ 
t  sich  eineslhetle  aul  den  EorUchritt  der  ganzen  positiver 


KefiOin, 


9  0  bia  xf  oder 


(je  nachdem  a  gerade   oder 


klsl),  uiderntheiU  auf  die  unendliche  Anzahl  i 
bCiigen  Werthen  bezieht,  welche  jß  und  g  vcrmügc  der  beiden 
iteo  GIricbungen  haben  können,  und  wo  A,  £  die  zu  jedem 
"  "Systeme  von  Wertheu  für  n,  n,  9  gehörenden  arbilrSren 
.  I  bezeichnen.  Wenn  aber  die  Function  f{.r)  filr  ein 
indendes  h  ronfinulrlicb  bleiben  soll,  so  muss  die  Doppel- 
'  eine  endliche  einfache  Summe  beschrSnUt  werden,  die 
f  den  Fortschritt  von  n  bezieht.     Es  ranss  iiHmticb 

/■(.T)  =  rCe*" 

gwtit  wenlen,  wo  r  eine  Wurzel  iler  Gleichung  !■•  — 1=0  wnd  A 
V^nnige  Losung  der  Gleichung  '  .  ■- 


I 


log  A     rh 


r*%fi* 


beselchhet,  fii^  w«ldie  zorieicb  auch  .  i -.  ?  '  .m-iT 

^  —  ^+  ^j    l.'2.3....ii  «•  •  '«'' 

Urt,  und  wo  das  Summenzeichen  sieh  auf  dia  o  Syatame  tob  r, 
von  iS;,  einer  zugehörigen  Function  von  — »  uiüd  von  d^rarUM» 
ren  Constante  C  bezieht. 


■1 
* 


i 


■.  *■■■■■ 


UebungTsaiiflipalbeii  ttkr  HebMer. 


Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  O.  Schlo  milch 

an  der  Uniyeraität  in  Jena« 
Man  soll  beweisea,  dasis  - 

J  0    a*+a:*  a  J  ^ 

ist  9  wo  nun  das  Integral  rechts 

/»OD  pMh  V~«       /••* 

t/   o  t/   o  .         ^  t/   0 

r  J        - 

numerisch  berechnet  werden  kann»  da  bekanntlich  schon  K^amp 

doe  Tafel  für  ■     ■       i,     ■■:     . 


aufgestellt  hat. 


X 


1 

■ .  .  «  .  ,  ■    •  ■     r.  ^ 

l  ...  ^ 

Es  bezeichne  C\  die  Summe  der  Zahlen  1,  ^,  9,„..k,  CLAb 
Summe  der  in  denselben  liegenden  Amben,  jede  Ambe  als  Pro* 

dukt  betrachtet,   Q  die  Ternensumme  u.  s.  f.,  überhaupt  Ct  die 


Mt 

der  CombinatioMii  ft#r  ClasEfe  ohne  Wiederhohnimi  ans 
EleBeoten  1,  2,,..,i,  wobei  jede  Combinatioo  als  Produkt 
1^»  ferner  sei  m  eine'  posHtre  gan'se  Zahl  >1;  man  soll  nun 
mdgen,  dass  sich  ^  Reibe 

aaf  folgende  Gestalt  bringen  lässt: 

1         r    1        1  «"-*  1        ^ 

+  »1(111 +  l)(in+2)*  ^  +  "  •  J' 


allgemeines  Glied 


m(m  +  l)....(m+s  —  l)(m-{'S)^ 


m4f~l 


ist  Filr  fii=2  erhSit  man  wegen  C^|-i=1.2...(if  1)  eine  blosse 
Identität»  fiir  m>2  dagegen  srticiot  die  zweite  Reihe  rascher 
so  convereiren  als  die  Irrste  und  deshalb  die  Transformation  selbst 
rieht  nutzlos  sni  sein.  ,    . 


Von  dem 

Herrn  Doctor  J.  Diengeri 

Lehrer  der  Mathematik  und  Physik  an  der  höheren  Bürgerschule  ku 

Sinsheim  bei  Heidelberg. 

Es  ist 


/ 


sm-^ 
flir  «f>0  und  <4. 


Es  Ist- 


0  ^i^YVOZv^^a'^t^i^^^  ' 


w«iin  6^a. 


!    ■ 


( 


S4t 

"-,  Witm  P(:^-f-1fiss  U+1Vi'ao  tat  inner. 


P^V*- 

•      -    .      •   ■.•"  fl''^ 

•  .;;♦.*   •    if'iji 

3»F  ^ 

:  ■:•*'     .ifrjs: 

V 

• 

■■P-1-. 

Es  ist 


C08(atgg))3q)=2 


■* .» 


IHIscelle 


Voo  dem  ^ 

Herrn  Professor  Dr.  O.  Schi 5 milch 

an  der  Univenität  so  Jena. 

« 

Die  Summe  der  Reihe  l*-h2"  +  3»-h....+r«  iSsstsich  bekannt- 
lich in  Gestalt  einer  nach  Potenzen  ?on  r  verlaufenden  Reihe  dar- 
stellen, und  man  zeigt  diess  gewöhnlich  mit  Hülfe  einer  der  uiv«r- 
sen  Differenzenrechnung  angehörigen  Formel;  es  scheint  dagegen 
noch  nicht  bemerkt  worden  zu  sein,  dass  man  zu  demselben  Re- 
sultate auf  einem  ungleich  einfacheren  Wege  gelaoeen  kann.  Be- 
zeichnen wir  nämlich  mit  f(x)  die  Summe  der  Reihe 

c*  +  «*'  +  <?»'  +  ....  +  c^,  (1) 

(i  i 

so  ist  durch  nroalige  Differenziation  nach  w 

* 

und  folglich  fiir  a:=0 

/X»)(0)  =  l«  +  2»+3»+...  +  r".    t  (2) 

Hieraus  geht  hervor,  dass  es  nur  darauf  ankommen  wfirde,  den 
fiten  Differenzialquotienten  der  Funktion  f{x)  zu  entwickeln ,  was 
auf  folgende  sehr  leichte  Weise  bewerkstelligt  werden  kann. 
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Bringt  man  die  bekannte  Formel  ffir  die  Sunminmg  der  t^eo- 
^    iMtrischen  Progression  in  Anwendung,   indem  man  die  Exponen- 
tiaferOiwe  e*  an  die  Stelle  de»  Progreasionsexponenten  setzt,   so 
fa&t  man  leicht 


wofilr  wir  schreiben  wollen 


Ä** — 1        a: 


f^^)^—-.^-—,,  (3) 

offenbar  mit  dem  Vorhergehenden  znaammenHillt.    Wenn  nan 
Iberhaopt  f{x)=^q>{x)^{x)  ist,  so  gilt  bekanntlich  die  Formel 

+ »f j9}("-«)  (ar)  ^"(a:)  + .... 
(Br  «=0 

/^>(0)=ito9^»)(Q)*(0)  +  iii9«-*)(0)V(0)        I  ^ 

+ii,9>(»~«)(0)t"(0)+....j 

Usst  sich  leicht  auf  unseren  Fall  anwenden,  indem  man 

•immt«  und  man  erhält  dann  Folgendes. 

1.  Venn5ge  der  bekannten  Reihe  für  e^*  ist 

r  1       rar         r^ar*  T 

ibmI  folglich  flir  ein  ganzes  positives  p 

^(p)(0)  =  ^.  (6) 

2.  Nimmt  man  in  der  bekannten,  fiir2;s>z>  —  ^n  geltenden 
Reihe: 

,toi,2  — ^      1.2      1.2.3.4     ••' 

vrorio  Bi^B^y  £5,...  die  Bernouilischen  Zahlen  bedeuten,  2=a?V— !• 
so    wird  * 

""a:"*^  1.2  "■K2.3.4  +  1.2....6~ 


tu 


stellt  mao  die  linke  Seite  in  die  Form 


maltipiicirt  darauf  mit  x  und  tranaponift  -^9^»  so  «i^ebt  sich 

und  hieraus  fiodet  man  der  Reihe  nach 

♦(0)  =  1,  ifi'(0)=l; 

ij;(?)(0)=:(— l)iHAÄ,.i  fflr  jedes  gerade  ^>0, 

^(f)(0)=0  fOr  jedes  ungerade  9^1* 

Substituiren  wir  jetzt  in  die  Gleichung  (5)  das,  was-  die  Fotl. 
(6)  ftir  p=n»  71^1,  n  — 2,....  und  die  vorstehende iiir9=r293, 4» 
giebt»  so  gelangt  man  zu  der  Giei^Äang  ^ 

'  l»+2"+3«+.... +r" 

und  diese  enthält  die  vpllständige  Lcjfsung  unserer  Aufgabe. 


1        ,  •  •    t 
1    ■      I 


I;  .    . 


•  •  ■    • 


I 


4  ■ 


■  f 


lieber  die  AnflSsmigr  reiner  Oleicliun- 

Sen,  insbesondere  soleher  des  dritten 

C^rades  durch  Hettenbrfiche. 

VoD  dem 

Herrn  Doctor  E.  W.  Grebe, 

Gymnasiallehrer  zo  Cattel. 


Id  der  Gleichung  ai^:=  D  wollen  wir  nicht  allein  n ,  sondern 
D  als  eine  positive  ganze  Zahl  voraussetzen,  und  nun  die 
veelie  positive  Wurzel  dieser  Gleichung,  die  wir  uns  jedoch  nur 
als  irrational  denken  und  mit  Xq  bezeichnen  wollen,  durch  den 
geflieinen  Kettenbruch 

[1]     aro=^i^J. 

y^  +  ••••  i  i_ 

5ff  +  .... 

ansdrficken,  zugleich  aber  auch  die  Näherungswerthe  dieses  Ket- 
teobmchs  durch 


«1     fl« 

*1    ^ 


Bezeichnen  wir  den  auf  gt  noch  folgenden  Kettenbruch  durch  —» 
vo  ist  ßr  t  ^  0 


[2] 


^f+i 


•i^i  — ^1+1 


Daher  ist  insbesondere 


23 


=  1  richtig  ist ,  lääs' 
i-\- 1  heweiaen.  Setzt 
Wcrth  [3]  und  reducir 


Der  allgctneinere  Satz 


welcher  hiemach  ffir  i^=!  . 
pDeet,  a-i— 0,  ä-j  =  I.  .-  — 


I  man,  wie  zu  gescbcl»«^n 
-0  eetit,  auch  ßr  i=:0  wsid 
rrch  den  Scbluss  von  i'  ^«.nf 
1  4K  zweite  Forinel  [2]  iSvn 


woraus    dW  xn    Bet^' 
Furuieln 


änwendung   der    liAcanabesi 


soeicich  folgt.     Fast  noch  einfacher  hlitte  man  irich  von  der  Rich- 
tigkeit der  Fol 


vlll   ' 


lel  [3]  überzeugen  küi 


fl,-.9,+  i+a,-i 

%*+l+ft'V| 

/JiTi  +  n,--, 

fibergegangci 
gelöst  liättf, 

In  [.t]  ISsst  sich 
mit 


ärc,  und  nun  diese  letzte    Gleichung   nach  xi  an(- 
<ler  Bruch  rechts  vom  tileichheitszeichen 


Setzen  «ir  aber  der  Kürze  negcn 

[4]     n,'--6i"iJ^C— I)'7v, 
[5]     ii''-'A,_,0-«,"-'«,-i=(-iyA/;  ■'. 

so  erhalten  nir  durch  diu  ait^edeutete  E/weiterung,  hei  i 
Ausfiihning  in  Beziehung  auf  den  Zhhler  ivir  noch  den  tiekan 
Satz  adi-i—a,-,  &,:::(— Ijf  berückslchligea  RtSgsen, 


er^t  eitern 


[6]  «= 
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Mai  fcuin  j^odi  auqh  den  Bruch  io  [3]  mit 


cnreitehi.     Alsdann  ergibt  sich   auf  ähnliche  Weise ,    wenn  man 
Mck 

««= -^^  


\,  iehX  la««ien  «ich  die  Formeln 

fli"-l  =  hibi  +   kibi-l  y 

licht  beweisen»  weqn  man  fn  jeder  derselben  aaf  der  rechten 
Ute  das  den  Gleichiiilg^n  {f|,  [5]  und  [7]  Entsprechende  setzt 
ad  dann  reducirt. 

Weil  för  eih  upgetadeiSi  t  t:K^o  nnd  för  ein  gerades  t  r:>aro, 

»  ist  Xri  immer  positiv.  Von  ki  und  U  soll  in  dieser  Beziehung 
Ad  «acUlelr  die  Bede  sein.  . 

SelUi  man  in  [6]  jstatt  a:^  überall  den  N^heruQgswert;h^>  so 

tst  man,  wenn  t  ungerade  ist,  zu  wenig,  dagegen,  wenn  i  ge- 
de  ist,  zu  vieL  Bezeichnen  wir  den  begangeneti  Fehler  absolut 
nommen  durch  cv«  so  erhalten  wir  statt  [6] 

[10]    xizsL- 1— j^ : 

Benutzen  wir  auf  Shniiche  Weise  den  Näherungswerth  r; —  bei 
|y  «o  ergibt  sich 

rill  *<-! 

[Jl]   Xi= 


m    -«  >  I 


Blan  hätte  aber  auch  In  [6]  sowohl,  als  in  [8J,  zuerst  ^o= — ii=l' 

28* 
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m 


aufgetretenen  Xq  den  Nfihißningswerth ,  dort   t-,  hier  x— >  ^etiea 

können.    Heissen  die  jso  begangenen  absoluten  Fehler  ßi  «od  ßi^i, 
80  hat  man 


(n— l)6,«-i/> 


[12]    xi- 
fl3]    xi= 


at 


+  (-im+^ 


1  .* 


(»-i)C.'^ 


«-1 


(-!)'/»,_,-& 


: 


Wenden  wir  bei  den  Gleichun^ 
die  Formeln  in  [9]  der  Rdhe  nac 
halten  wir 


gen  [10],   [11],   [12]   und  [tiÜ 
eh  zu  Subsntationen  an,   so  ct-1 


_  nhi     (n~-l)bi-i      (— l)Uf 

'-  kt  +      bt  ~kr~' 


Xi 

J__(n-l)6i 


[14] 


Xi 


bi-i 


nli       i-iyai^i 


_nhi      (n^l)ai^      (-^lyßi 
-^+         üi         +       ki^ 


[    l_(n-i)ai      nli       j-iyßj^ 

\   Xi  flf-i  *<-,  kii 

Eine  wichtige  Folgerung,  die  sich  aus  der  Vergieichmig  im\ 
ersten  und  dritten  Formel  in  [14]  ergibt,    ist   nun    die,    dass  der 
(irrationale)  Werth  von  Xi  immer  zwischen  die  rationalen  Gn^nsea 

^1  öi  Äi    ■     ,    m 

n— 1 
fSllt    Diese  Grenzen,  deren  Abstand   — r-  ist,    rücken  mit  dem 

aiöi 

Wachsen  von  t  immer  näher  an  einander.     Wir  woll^i  dieselben 

indessen  noch  auf  andere  Weise  ausdrücken.    Da 


so  ist 


a.  =  ai^i^i  +  af^^ 


üi  ,  4 


and 


Ol-, 


«i-i 


1 


I 


^1  + 


ai-i 


Durch  Hl  iederholte  Anwenduhg  deis  fetzten  Gesetzes  bekommt  man 
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9±:l^l       1 

gt-i  + ....  +  - 
9i 


attd  mit  Hflife  ähnlicher  Schlüsse 


^i         9i  + 


1 


Bezeichnen  wir  diese  eben  erhaltenen  Kettenbrfiche  einmal  durch 
—i — und ,  80  fällt  Xi  zwischen  -z — I und  -r-^4-^~^   . 

Ist  nun  »^2,  so  hat  man 

.nki  ,  n— 1 

Diese  Formeln  setzen  uns  in  den  Stand ,  sobald  die  Rechnung 
etomal  im  Gange  ist,  die  ffrus^te  in  Xi  enthaltene  gaoze  Zahl  «714-1 
ans  g»,  At  una  Ai  mit  Sicherheit  zu  ermitteln. 

Zu  einer  andern  Grenzbestimmung  fßhrt  auch  die  Vergleichung 
der  zweiten  und  vierten  Formel  in  {i4\ .  welche  wir  jedoch  über- 
gehen,  da  die  Ausdrücke  minder  Dranchbar  filr  die  Anwendung 
wcsrden« 

Eine  einfache  zwischen  g,  A,  k  nnd  /  stattfindende  Relation 
sich  durch  die  Verbindung  von  [6j  und  [8].  Erhobt  man 
in^'der  zuletzt  an^efilhrten  Formel  alle  Indices  um  eine  Einheit,  so 
stimmen  die  irrationalen  Glieder  beider  Formeln  flberein.  Ürückt 
man  dieselben  auf  doppelte  Weise  i^us,  so  ist 

ar/Ä:,  — **  =  —  +/<+!. 

Macht  man  nun  eine  Substitution  aus   der  ersten  Formel  \2] ,    so 
erhält  man 

[lö]    gt^i  ki  --  ki  =  li^i. 

Es  lässt  sich  nun  auch  die  Frage  über  den  positiven  oder  ne- 

»    wenii 
Werthe 


gativep  Werth  von  li  und  ki  entscheiden.     Mach  [14]  ist,    wenn^ 
wir  unter  ^|....  gewisse  zwischen  ^/....i  und  5^1....^  fallende 


'  verstehen. 


nki  ,  it  —  l 

Xi  :^  T — I f 

ki      gi 

1       ,        ,.  nli 


3£^a 


daher 


nhi  V  —  1 


[17] 


ki 

nli 


Üi- 


^^_^ =(«-.%,..:.--. 


Der  letztere  der  beiden  Ausdrucbe  ip  [17]  \ai  nun ,  wie  man  ^A 
leicht  überzeugt^  stets  positiv,  daher  hat  auch  /;  diese  EÜges- 
Schaft;    der  erstere  aber  kann  positiv,  negativ  und  auch  null  seis. 

•  ^4=0»  JQiiachdem  xigi„.,=n  —  1.  . 

<  < 


FOr  n=2  ist  die  Bedingung  ari^<....>ii*-l  IkMncv  eifilttt^  k  M 
unter  dieser  Voraussetzung  stets  positiv.  Für  9t:=3  kann  Ai  wff 
dann  null  oder  negativ  sein,  wenn  sowohl  gi  als  at^^  =1,  jedodi 
bleibt  auch  selbst  in  diesem  Falla  ein  po^inrer  Werth  von  d  nock 
möglich. 

Für  7t  ==  2  \vird  auch  ki  =?  li,  \vie  aus ;  [9j  und  [7]  sofort  e^ 
hellt,  und  aus  [6J  und  [8]  eigibt-sich  alsdann 

woraus  weiter  durch.  VerfatadaRg 

und  dann  durch  Iteductlon  und  Emfuhrung  von  D 

[18]   Z>:=A£H*^**-i 


folgt, 


Für  n=3  erhält  man  aus  [6]  und  [8] 


[19] 


^.^ J, 

^i-l 


a*-i  ^0+  ft«-i  ^o*— Ä 

Setat  man  aiM^  hbr  die  beid^  WieT,tbe  ri^bCer  Hand  glekl^  fäd 

reducirt,  8e>  erhält  m«n-  H 

1.1 

+  o*-x  hi  D  +  ftö*^  ÄTo  +  bi-i  A|  Xo* 
—  /if/i  —  aiUxQ  —  6i7i.ro* 


tu 


w|6raks  ^e^n  der  IrratioiialitSt  von  Sn  die  drei  Gleichungen  folgen : 


.  r 


Ä,'  ti  =  *  aiüi  +  ft/_,  hi. 


Pfir  htlherö  Werihe  von  n  kann  man  zwar  ähnliche  Fotmeln 
dUcitto)  docli  zeichnen  sieh  di^^elben  nicht  durch  b^sötideref  Ein^ 
iMrMtai». 


Besteh 

len  niu 


f » j  die  Bedeutung  beigelegt  werden,  dass 


^4b^  I- 


l    '     { 

'^  [^1]  (-i).-0:^ir^^;::;z>iarö;:^. 


\ 


^kf$^  r  nuli  and  jede  positive  ganze  Zahl,'  die  ^  n  ist,   bedeu- 
ten   kann. 


Ei*  iir  dfsdann 


<  •• 


6)=-^^-.. 


[23]     \l.-t.  •  ^ 


l  (f)— *. 


( - 


Substituirt  nloD  nÄn  aoMer  rechteri  3elti^  von  131]  inter  An- 
^'^ndung .  de8  binopiischen  Lehrsatzes  s.tatt  .6;  und  a;  hezOglich 
^*^i  ^i-^^thi  ^^^  ^)-iyt^^-^9  ittrdn^t  dann'^das  Oanie  nach  Po- 
tenze»  roii  g,;  redocirt  unJ  hebt  mit  (— ^)*  kuf,  so^ernält  man 

n^»  Gleichung  he?»«,  wehii  nmn  stUttV  überall  n  schreibt, 

'?>  )-0=c?.)»' +i  Q>-'+ =*f#G:>-'^.. 
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Benutzt  man  die  Formel  [23],  um  nach  und  nacb  i^j»  i^y 

l^jf  u.  6.  \s\  bis  zu  ( R  K  dessen  negativen  Werth  man  in  [M] 
hat,  auszudrücken,  multiplicirt  dann  den  ersten  dieser  Ausdrücb 

mit  +,yi",  den  zweiten  mit  —  t5^i"~S  den  dritten  mit  -\ r~o~^i"~* 

u.  s.  w.,  den  vorletzten  mit  ( — 1)""^;,  den  letzten  endlich  Bit 
(—  1)",  und  addirt  diese  Producte  sämmtlich;  so  hebt  sich  nchts 
vom  Gleichheitszeichen,  ivo  man  die  Entwickeiung  von  (It^T 
zu   beachten    hat.    Alles     mit   Ausnahme    des    letzten    GBem. 

(— .l)n— 1  (  n  j  auf,  und  man  hat  also 

[25J  (-i)»-<i)=(?)^'"-KiO^*"-^+"-T^X?>"-*-- 

+  (-l)-«^^TX^("«')i'''+  (-1)"-*!  ("?*)i^. +(-»)•(«) 

Für   die  speciellen  Werthe  2,   3  und  4  von  n  ergeben  siel 
noch  folgende  Formelgnippen,  die  wir  bemerken  wollen.    Aus  [5^ 

e)=-Ci>-(i.) 

©=-a>-(i.) 
'^'  1  e)=-(i>"-<i.>-(A) 

(!)=+Ci)"'+'(A)*'+'(A)+ÜO 
(t)=-«>'-<A)"--'a>'-(A: 


('•»] 


Ferner  ans  [25] 


3S3 

"  lCD=+C!>--<D^'-+C9»'-0 

1  Durch  Verbindung  der  zweiten  Gleichung  in  [26]  mit  der  ersten 
iW]  durch  Addition  und  Subtraction  leitet  man  unter  Berück- 
nragung  des  sich  aus  [22]  ergebenden  Satzes 

och  ab 
Ebenso  folgt  aus  der  Verbindung  von  [i7]  und  [20] 

+ica)-c9>. 

>He  endlich  aus  der  Verbindung  Fon  [28]  und  [29] 

+ <C0 + CD)»" + <G3  -  CO)»'. 
»CC9+Ci.))=-C0»" 

-<a)<o)»"-»cco-cD)- 

^Poteazirt  man  die  oben   in   dem  Beweise  für  [3]  bereits  er- 
^te  Gleichung 


W'  Es  ist  aUn  insbesondere  auch 

135J     I  0=  (0k' +  3(1) «=+3(3):«  +  (3)  . 

( 0= ({),,<  1 4(J>,.  I  <|>H<9''  i  CD 

Wenden  « ir  uns  nach  diesen  Ergehungen  anf  allifenieinein  (Je- 
bieto  zu  dtT  Venvjindlun^'  dw  Cubik»ur/.ehi  aus  ganzen  Irraliünal- 
zahlen  in  Kettenbnicbe,  m  werden  nir  aoch  wieder  der  itezach- 
nung  der  hier  in  Betracht  kommenden  Zahlen  durch  k,  k  und  / 
als  der  bequemeren  den  Vorzug  geben. 

I)(e  grüssle  in  VD  atecltende  ganae  Zahl  wird  offtrnbat  g^. 
Da  DUO  der  erste  N&hertiDgGbruch  |  ist,  so  hat  man  a^  ^yn 
6i=l  und  weiter  in  GemSssbeit  der  Formeln  [?},  [51  und  [4J 
/i=.ffi,  /ij^ffi',  ^i=/J  — fli'.    Nach  der  Folgerung  auK  [IJJ  kuss 

nun  j-,  mischen  -r^  und  ir- H —    liegen,    und   f/j,   irelrhes  die 
grösste  in  .tj  enthaltene  ganze  Zahl  itt,  '■''^'X^i  jedcpfalU  Aber 

^  T-   -f  ^  sein.    Es  bleibt  hier,  nameatlich  bei  kleinen  Werthen  von 

ffi ,  oft  die  Wahl  zirischen  zwei  ganaeii  Zahlen  ais  Bewerbern  um 

S,  ein  Fall,  der  sic'i  auch  bei  einem  grcisseren  Index  ereignen 
an.  Man  probire  alsdann «  halte  aber  bei  all«n  Proben  zur  Be- 
stimmung eines  gt  bei  Kette nbitichen  folgende  Regel  fest:  war 
gi  zu  ^ross,  so  ergibt  sich  s]>äter  y,-^j  negativ;  war  gi  zu  lüelfl, 
80  ergibt  sich  ^i>,  als  Null.  A«-^  tni  den  ftfüherjtefWbcfencn 
Zahlen  folgt  l^  nach  [16]  odrir  der  ersten  Foi'niel  in  f27|,  A^iund 
lix  iaV  durch  die  xweile  und  dritte  Formel  In  \Ti\  bestirtanit 
lAberaafidt  kann  nul  immer  Aas  neu»  gt  mit  Üülfe^  von  [15],  das 
neue  It,  hi  und  /■(  durch  {'■17]  gefunden  werden.  Jedes  weitere  at 
und  bi  wird  nach  den  Formeln  fi  —  m-igi-t-ai-y,  und  bi:=öi-,gi 
4'Ai-^  bOMcbaeL  Pov  dm  |tnu;iisohen  tiebnücii'  iMbAi  alak  mir 
die  aoa  [27]  leicht  abzuleitenden  Formeln  '  ' 


/,==  ki-i  ffi  —  hi-i , 

'  Die  hier  folgende  Tabelle  edtlält  ß!r  alle  ganzen  Zahlen,  die 
leiner  aln  64  und  för  die  Cttbik^orzel -irrational  sind,  ehre  Zn- 
tamenfitellui^  der  Werthe  von^i/lf,  U,  In,  Ar/,  at  und  bi^  i  von  1 
is  10  genommen.  Ich  behalte  mir  vor,  über  die  Zahlen  dieser 
labelle,  welche  ich  nach  der  sorgHiltigen  Controle,  der  ich  die- 
Mben  unten^orfen  habe,  als  gane  frei  von  Kechnungsfehlern  be-; 
ihchten  darf,  später  noch  weitere  Bemerkungen  zu  maefaen.'  Hier ' 
kl  nur  mit  Rucksic)  t  auf  die  AQmerkan&^  4)  des  Herrn  Seeling 
U  VIII.  Theile  des  Archivs,  Seite  80.  unten,  aufden  Werth 

*  B 

^=:0  b#i  V49  aufmerksam  gemacht. 
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Beträclitiuiir  der  Coefficlenteii  in  der. 
Kntwlcfceliuif;^  des  Products 

'^'(l+tar) 


nach  steigrenden  Potenzen  Ton  ac. 

Voa 

Herrn  L.  Schläfli, 

PriTatdoceoten  der  Mftthematik  zu  Bero. 


Wenn  wir  dieses  aus  n  Factoren  zusammengecietzte  Prodact 
der  Kürze  wegen  mit  P(")  bezeichnen ,  so  haben  wir 

P(«+i)  =  (l+«a:)./^»). 

Setzen  wir  nun  fest ,  dass  P(^)=l  und  n  eine  ganze  (positive  oder 
negative )  Zahl  sein  müsse ,  so  ist  die  Natur  dieses  Products  hin- 
reichend bestimmt.    Aus  dieser  DeGnition  folgt  nun 


überhaupt 


(1— ar)ri:— 2a:)...(l— nx)*  ^' 


Die^Entwickelung  des  Products  P(")  besteht  aus  einer  endiicb^*'^ 
SSahl  von  Gliedern »  wenn  n  positiv  ist^  verwandelt  sieh  aber  J^ 
eine  unendliche  Reihe ,  sobald  n   negativ  wird.    In  diesem  F^^^ 

muss  X  absolut  kleiner  als  —    angenommen    werden ,    damit     ^^ 

n 


OTergire.   Denkt  min  sieh  nlniiieli  in  (1)  die  Bräche  s , 

. .  -2 nach  den   steieenden  Potenzen  von  x  in   Rei- 

1— im; 

Trtekelt    und    diese  Reihen   in   einander  -mvItipIlGirt »   so 

im  Producte  sämmtliche  CoefGcienten,  wie  man   ans    ih- 

latiou  ersieht«  Icleiner  werden,  als  wenn  man  die  Reihe 

^  znr  nten  Potenz  erhoben  hStte.    Da   nun   die  Conver- 
r 

Entwiclcelnog  Ton  (1 — nx)-^  fiSr  9ur<l  als  K>ewiesen  an- 
ist, so  ist  um  so  mehr  auch  jene  Reihe  für  P^-^)  conver- 
tudd  nx  numerisch  Isleiner  als  1  ist 

in  wir  jetzt  den  GoeAcienten  von  x^  in  der  Entwicicelung 

m 

mit  Q  liezeichnen»  so  dass 


i^«)=  n\l+tx)^£Cia^  (2) 

n 

cuonen  wir  bemerlcen,  dass  ffir  ein  positives  n  d  ver- 
rt,  sobald  t>n— 1  wird,  und  dass  fllr  n=0  nur  der  Co- 

^=1  übrig  bleibt;  ferner  ist  immer,  welche  ganze  Zahl 

n 

«in  mag,  Co=l'    Wird  nun  die  Gleichung  (2)  mit  l-^nx 
Irt,  so  erhält  man 

i  i 

lieh  durch  Vergleichung  der  entsprechenden  Coeflicienteo 
Relationen  ergeben : 


•4-1         n 

•4-1  •  • 

•  f  1  •  B 


(3) 


I . 


iSummation  arithmetischer  Reihen  gelangt  man  nun  vermit- 
ler  Relationen  nach  und  nach  zu  folgenden  allgemeinen 

cen,  in  denen  der  Kurze  wegen  -^ t"o    

I  g(esetzt  ist: 


G) 


_ /^n-x  ISn«— 30it*+&i+2 

•■'-^••■-  ^K.^iJ~^ TS '' 

f,Es  bietet  ,^if;h  also  iür  ^iq  fijoglicben  CoefBcienten  di«  Foni 

dar^ wo  die  'örusseo  Jdi, M^,  efc  vqi^oge  dct'^otmebi  (3)darA 

folgende  Relationen  bestimmt  sind; 

I  .    ■  *  ■      ■  ■     •  - 

t+1  I  i 

Ä2=3Äa+(i+3)Äi, 


(5) 


[+^+lX^u^ 


»       • 


i±l  i 

Bt  =  (2i+ 1)  Äf-4 

Wenn  man  nämlich  ilp  der  Formel  u^|  =^  Cl^-i  +  nCk«  die  Reihen 
(4)  substituirt»  so  ist  zu  beachten «  dass 

und 

Aus  den  Relationen  (5)  erhält  man  nach  und  nach: 


# 


-  [«+8)(f+4)(i+3)+3(<+4)+l]), 
727374|5'+*-(J)(H9;.4'+«+([^)[(f+8)(t+7>t3]3(»« 

■  (3  )t<*+^>  ^' + ^  (•+ ^> + ^  ('+^^ + 2]  *+* 

h  [(f+B)  (« + 8) («'+4) (t*+3) +ff (< + 5) rt  +  4)  +  4 (.♦+ 4)+ 5] j, 

•    B.  •»  f. 

'  *  ■  «  ■  . 

diesen  Formeln  wurde  der  Coefficient  des  ersten  Gliedes 
Serechoung  aller  übrigen  CoelBcienten   aus   der  Bedingung 

0  fiergeloitet»;  wobei  es  bemerkenswerth   ist,  dass  in  allen 
»ecietlen  Fällen  derselbe  innerhalb '  der  Klammem  =  1  sich 

Mao   kann  sie  überdiess  noch  an  der   Gleichung  B*  = 
(2i-f  1)  prüfen.  Um,  wenn  es  mOglich  ist,  über  das  Bildungsge- 

Br  Grossen  Bi,  B^^  ^te.   etwas  AUgeioMbesi  aä  eifilhren, 

wir  ■■'"  :     '.V  T    .     • 

■  I  I  ■  ■  ■ 

I         ■  ■  •  ■ 

und  den  Zuwachs,  den  Aß  «ititlt/webu  Aarfni^io  <4-l 

tht>  durch  i^«  Ju  bezeichnen.    Substituirt  man  dieseq  Aus- 

für  Bm  und  die  analogen  fiir  Ba  und  J^a-i^i  in  der  aus  (5) 
^neo  Gleichung: 

'ife«=(«  +  i)i«+(i+«+i)Ätti    . 

rdnet  nach  den  Grundzahlen  derjenigen  Potenien,  in  deren 
enten  t  vorkummt,  so  ergeben  sich  folgende  Gleichungen: 

— (a  +  l)^.ilo  =  0, 

a  ■  a  .  o— 1 


4tAa-^J .AM=a(i^a-i'l)  Aa^i; 


J00 

au8  deneonach  und  naich.g^schloss.en  wurde:. 

■     ■    • 
^  =  (f+2«)(i+2«-l)+a-l, 

^  =  (i+2«-l)(.'+2a-2)(.-+2«-3)+(a-2)[3{i+3«.-2)  +  l], 

„  •      •   ■ 

^=:(i+2o— 2)(t  +  2o— 3)(f+2«— 4)(.'+2c— S) 

,      +(o— 3)r6(t+2a-3>(i+2a— 4)+4(i+2o-4)+3a-7J, 

i^  =  (i>2a  — 3)ri+2«--4)(t  +  2«— ^(t+2a--6)(»+2a--7) 
.+ («-^4)  [10(i+2»-4)  (f+2a-S)  (i +2« —6) + 10(/+2«— 5)(i+2«^(J) 

+5(3«— 10)(l  +  2«-6)+25a— 94], 

1  O.  8.  f.         . 

Es  erbellet  8i»gieich»  nach  welchem  Gesetz  die  ersten  GBeder 
dieser  Ausdrücice  gebildet  sind.  In  Betreff  derjenigen  Aggsegate, 
die  der  Reibe  nach  mit  a — 1»  a— 2,  a — 3»  a  —  4  muitiplicirt  sind, 
ist  zu  bemerken,  dass  die  CoefBcienten  der  ersten  Glieder,  nSm- 
iich  !•  3,  6«  10,  eine  arithmetische  Reihe  zweiter  Ordnung  IhI- 

den  und  daher  durch  f^o  J»   Cs  J*  C2J*  V2  J  «l^^g««*^'^ 

werden  könnend    Die  CoefBcienten  der  zweiten^  Glieder  1 ,  4 ,  10 

(3^ 

11)'  \  *\)   ^^  schreiben.     Schwieriger  wird   die  Betracbtmig 

der  CoefGcienten  der  dritten  Glieder,  welche  nun  schon  a  enthal- 
ten; diese  lassen  sich  so  darstellen: 

(J)[3(«-4)  +  5]  ,  (J)[3(«-5)+S]. 

SO  dass  r^|[3(a  —  f^)+S]   ihr  allgemeiner  Ausdruck  ist. 

Durch  diese  Induction   werden  wir  darauf  geführt,  folgende 
Formel  zu  versuchen: 

WO  der  zu  bestimmende  Coefficient  Ke  eine  Function  von  o-^jn 
bezeichnet,  die  sich  nicht  verändert,  wenn  a  und  fi  zugleich  in 
a  —  l  und  fi— t   übergehen.    Um. nun  die  betreffende  Formel  ans 
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I Uerauf  anwenden  zu  können»  niu8s  man  dieselbe  nach  dem  unter 
n  Zeichen  Z  in  (8)  enthaltenen  binomischen  CoefBcienten  ordnen, 
khe  simmdich  im  Zähler  ihres  Ausdrucks  i-\^a — 2|ii-f  4  als 
Eten  Factor  haben.  Thot  man  dieiseSy  so  ist  man  berechtigt, 
der  reducirten  Formel  (7)  jeden  besondern  Factor  eines  die 
kl  {  implicirenden  binomischen  Coefficienten  gleich  Null  zu 
zen ,  woraus  die  zur  Destimroung  von  iK^ ,  Ki,  A^ , ...  nothigen 
GÜngungen  sich  ergeben  werden.  —  Man  erhält  nun  zunächst, 
em  man  (8)  nach  i  differenziirt, 

+(.-^+1)  •-s-'C+2«-^-'+'-)    J^ j. 

*=o    V        fi— f  — 3       ^  1.2...  (£+2)  ^ 

aber  die  unter  dem  Summenzeichen  enthaltenen  binomischen 
^fficienten  als  letzten  Factor  ihres  Zählers  t-|-2a  — 2fi+S  ha- 
,  so  müssen  sie  In  Summen  solcher  verwandelt  werden,  wie 
in  (8)  vorkommen.    Nun  ist 

nun  fllr  ein  bestimmtes  0  die  andere  laufende  Zahl  f  von  0 
6— «1  geht,  so  ist  jetzt 

K«     ^+i;    ^^   ^^       ^_^_2        J  J^    1.2...(t+2)«- 
netf  bekommt  man  aus  (8) 

'  ist  nun 


3&S. 

abo  ist     ' 

-I-    ^^    »,       ^     *-i-'^|^       ^-f_2      Jl.2...(f  +  l)Jj 
Nach  diesen  Vorber^tiingen  giebt  die  Snbstitution  der  Ansdrfic 

a  <t        a — 1 

(ilr  Aftf^.A^,  A^—i  in  der  Formel  (7)  folgende  Gleichung: 

i     .  a  «  «—1 

= i.2...^.(«-^+i)  j  (;'+^;::j+*3  [Ao  -i] 

"^     eil   V.      ft-ö-2      V*Ll.-i...(ö+l)         1.2...(6+1) 

-^«-''+i>lrr2:fe2)]|=o. 

Setzt  man  hier  die  Factoren  jder  eimselncn  binoiDischen  Coefl 
sn  der  Null  gleich,  so  ergeben  sich  folj 
deoe»  der  Kürze  wegen  (t-^fi+t^ß^esex 


enten  der  Nall  gleich,  so  ergeben  sich  folgeode  Gleichungen, 

&i  i«t: 


AC3=3ira+jS(4Ä,+4.3Aro), 
4:4=4£,+^(PÄa  +  5.iÄi.+5.4.3iro), 
iri=^5*4+/*(6Jir3  +  6.5Ä2  +  (>:S.4A:i  +6.5.4.3Aro) , 

U.   8.   f. 

Führt  man  die  Rechnung  wirklich  aus»  so  findet  man 

■  • 

Ko=  t. 

*,=25/J+6, 
ä;=315/S»+1526/J  +  120, 

U.  3.    f. 


•       7    » 


<9* 


I  i 
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Kn 


WeoD  A=*^  ^  * gesetzt  wird,  so  hat  man  zur  Bdstfan- 

mimg  der  Grossen  H  In  Function  von  ß  folgende  Recursionsformel : 

0,=I.  »,=1,  1 

Die  Entwickelung  von  Hn  nach  den  steigenden  Potenzen  von  ß  sei : 
Ans  der  Recursionsformel  (10)  folgt  sogleich 


n 


(    ' 


^0  =  1,  02) 

ood  wenn  wir  abkürzend 

9(n  +  l)— 9(n)=-<i9(n)  und  9(l)  +  9f>(2)".+9W==/9W 

setzen,  wo  dann  /9(0)=0  zu  nehmen  ist,  so  folgt  aus  (10)  filr 
M^O  die  DifferenzengleichuDg: 

n  n 

^M^-(«+i)(,+i)'  ^^^> 

ii>     welcher  Aii=0,  ädbß=^0  zu  nehmen  ist,  deren   IntegraL  somit 
<l<ajrch  die  Gleichung 

-  _  («-H)(«-f2)   /»"ViL  _  /*!L+if  V         (14) 
.   ""^        2  J   n(n+l)    J  ^^  ""^       ^"^ 

^"^^H^estellt  ist    Tolkieht  man  die  Integration  fiSr  (t  =  1 ,   so  et- 
■Ält  man 

6,  =  — 2— -y  -•  (15) 

Für  fi=2,  |ii=3  liefert  die  Integration  ebenfalls: 

+  C   2  jj  nj  ir=^^J  nj  IT^J  ^T^' 

Setzen  wir  nun  der  Abkürzung  wegen 

neu  \.  26 


H^^Jf^^^^^H 

«M 

M-^~.flA-^-^-Af^J^^--' 

..  ü.» 

■■■    ('-0('+0('-0  O+O       ' 

"""'' =i+s,. +!,;•+« 

,S=...+  S.!-                                           ' 

wird,  und 

"•='■  '•=Ct 

■'Ucry^n 

■o  babeD  wir  die  Gl< 

n          1 

J. 

'  )«*«sdtalb  die  VenaatboDg  eatotoht,  es  mücble  dberhanpt 

6^=i^(-l)M-*^J^_i,  (16) 

(vo  ff,-  eine  ganze  Function  (i-f  l)ten  Grades  Ton  r  beseicbnel; 
die  GSr  •>!  duKh  »(n-f-l)  (a-(-2)   theilbar  ist,   die  aUgemawe 

Form  der  Grüssen  b/t  sein.  Um  die  Richtigkeit  dieser  Vermtithung 
zu  priiren,  mäesen  itir  nachsehen,  ob  die  Gleichung  (13),  wenn 
bia  vt  eiuem  gewissen  Wertbe  vod  u  die  Gleichung  (16)  verifi- 
cirt  worden  ist,  IVir  den  unmittelbar  folgtiiden  AVerth  von  (i  trie- 
derum   einen    Ausdruck    von  der   Form   (Iti)    als  Äequivaleat  der 

GrSsse  6^  gebe.  Zu  diesem  Znecke  substituiren  wir  die  Formel 
(16)  in  dei    Differenzengleichung    (13)  und    ordnen    das  Ganxe 

nach   den    transcendenten    FMnctianen   Sft^.     Da   nun    JSfi-t  — 


-jjy  5^_(_,,  "und  daher 


t    ^^   5;U-/-|   +<*<«.  Sß-i 
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od  die  GleichuDg  (13)  erhält  die  Gestalt: 

n+2  n+1'  n  +  3  )  **-' 

n 


;;  =  ^<-»)'-^(5+i53+i)*'- 


^  Da    hier    die   entsprehendeo  CoefBcieDteD  der  FaictiODeo  9 
gleich  sein  müssen,  so  folgt: 

n  +  2         (n+l)(n+2)  "^  (w+l)(n+3)  "^  (»i+l)(n+2) 

«+* 
-  ^ °*^  .  07) 


(n+l)(«+2)(ii+3) 


n  II 

Ueber  die  Anfangswerthe  der  FunctiooeD  m  und  Jai  ist  FolgeiH 

des  z«  bemerken«  Da  jS/u^^I  oder  0  wird,  jenachdem  |ii=:0  oder 

^Oist,  und  da  SfisiX  oder  0  wird,  jenachdem  fi=0,  1  oder  >1 

üt»  «0  ist  auch  überhaupt  6/»=  a^  und   Rir  |ii  >  0  insbesondere 

)i=:a^— cr;«-.|.     Für  fi>0  ist  aber  6/1  =  6^  —  0,  dagegen  ist  6a 

ü  u  1 

^1;  folglich  ist  auch  ao=l    und,  wenn   ji4>0  ist,  a;i==0,  a^« 

^fl^=riiQ=l;  also  ist  ßir  jedes  ganze  und  positive  (von  Null 
▼ertchiedene)  u 

*  0  0 

Wenn  also  In  der  Gleichung  (17)  t>0  ist,   so  hat  die  Function 

n 

— —  bei  71=0  den  Anfangs werth   i,   denselben,    den  auch  die 
■+  ^ 

«+1 

Function  ' — .  /r/  e  ftx  ****•    Man  darf  daher  als  erstes  Integral  der 
(ji+T)(n+?)  ^ 

Gleichung  (17) 

•               «4-1 
>^g< <yi~i 

n  +  2       (n+l)(n  +  2) 

•  M- 1  fH- 1 
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setzen,  wo  9i(0)=:0  «ein  soll.    Aus  dieser  Gleichung  folgt 

«M-i 

und  da  m  verschwindet,  so  hat  man  als  zweites  Integral : 

ai=fQi^  +  („  +  l)y  („_  1)^.  (19) 

n 

Nun  denke  man  sich  die  ganze  Function  at  in  Beziehung  auf  die 
in   ihr  enthaltene  Variable  n  nach  binomischen  CoefBcienten  voi 

der  Form  {  )  entwickelt ,  und  setze  daher 

wo  I        I  einen  von  n  unabhängigen  Factor  bezeichnet     Da  Ib 

den  Glerehungen  (18)  und  (19)  die  Grossen  a^,  ai~i,  Af- s»  9  i^ 
,  linearer  Form  enthalten  sind^  so  können  wir  untersuchen,  welche 

n 

Bestandtheile  der  Function  ai  ihre  Entstehung  irgend  einem  eifl 

n  n 

zelnen  in  ai—i  oder  h^l-^  vorkommenden  binomischen  CoefBcieofeC 
verdanken  9   und  wenn  dieses  geschehen  bt,  durch   eine  auf  aU^' 

n  n 

(^liedi^r  von  ai—i  und  ai-i^  ausgedehnte  Summation  den  voibtioi^ — 
digen  Werth  von  ai  berechnen,  in  welchem  dann  1        1  als  liDe^*^^ 

are  und  homogene  Function  der  Factoren  I  1  >  |  *~T     |>*** 

1,1  I ) . . .  erscheinen  wird.     Die  Berechnung    kaoo 

unter  anderni  auf  folgende  Art  geführt  werden: 
Es  ist 

n  n— I 


^  + 


fi(n+2)   '  n(n+l) 

n  n  fi— l 

"-n(n+!l)  ■*■  (it  +  l)(n+2)       n(n  +  l) 


n—i  n— 2  »—3 

4-  ^^»-1  4-  ^oi-i  +  ^^flf-i  +  etc. 


Wenn  daher  I  J  einen  in  a/— i   vorkommenden  binomi- 

schen CoefQcienten   bezeichnet,  so  entspringen  aus  detnMlben  In 
Jg>{n  —  i)  die  Glieder: 


39? 


(m 


{m—2)(m—l)  V.    m— 3   J 

4-     j,  1  fn  +  l-l^        i 

^   A    {A-2)(Jl-I)iV    i-3    J  +  « 

Durch  Integration  ergiebt  sich  als  Bestandtfaeil  yon"  <p(n)  der  Aus- 
druck 

_1 /'n  +  m"\    ,  1  /-n-t-m— 1"^ 

—  1)  m  Vjn  - 1 J       (ot-1)  (m— 2)  V.    m  -  3   J 

.  ^^  __i r"+*"i-i--?--i  f-^ 

^    )Zi     (i-2)(i-l)iU— 2J      2       »i-l      2j  m-3 

1  » 
+    jSi, 

m 

n 

«nd  hieraus  ak  B«staii4theil  vod  (n+l)9)(n— l)-f  ^^    das  Ag- 
it 

Sregat 

1      i^ii+ni— 1"^   .       J      i^n  +  m— l"^    .       I      ^ii+m— 2^ 
-1  V.   m— 1    J  ^  m— 1  V,       fii       J  ^  m-1  V.  m— 2)  J 

"^    A=3    (A-2)aV    A-1    J 

^UTch  dessen  Integration  als  Bestandtheil  von  at  sich  ergiebt : 

1     /'n-{-m  +  l-\  ,       1     /^n-fm  — 1"^ 
-IV.    in  +  1   J"*^»»-!!^   in— l    J 


in 


"*■    afs  (A-2)iC    1   J"''C    4     m-1     'iJm-ZJK.   2    J 
l^n+I■^  .  1  _     J        1   /»    1      .  n(«+3)  5      .„. 

wo  die  binomischen  CoefBcienten  mit  Fieiss  nicht  auf  die  Form 
C    ■"  I ,  sondern  auf  die  Form  (     T     }  gebracht  sind.. 

^ 

Auf  Shniicfaem  Wege  erhält  man  für  den  Bestandtheil  von  a;. 


n 


dsr  ans  dem  beliebigen  in  ai^^  vorkommenden  binomischen  Coef- 
fieient8D  C^"^^        J  herfliesst,  den  Ausdruck: 


+•• 
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Die  Gleichang  (20),  weon  darin  die  BinomiatcoefficieDteo  anf 
die  Form  |     T     |  gebracht  werden,  verwandelt  sieb  in 

«=[.iJct;r)+an-[,;.Dcn 

Vergleicht  man  die  von  nunabhängigen  Factoren  in  dieser  Glei- 
chung mit  denen,  welche  sich  in  dem  aus  den  Formeln  (21)  und 

(22)  hergeleiteten  Ausdrucke  für  ai  lergdbsa  ,•  mo  oiiiält  mai  M^ 
gende  Gleichungen: 

wofiir  k  der  Reihe  nach  1 — 1,  t — 2,... 4,  3  zu  setzen  ist. 


1  m=i  r-£ 1' 

it  nac! 


v-:'\Atx-:\  ^ 


*     m=»»    c/      W     L.    «    Jl 

im  Ganzen  drei  Gleichungen  mehr  ib  kur  Bestimmung  <hr  i'^Mrl 


Faetoren  T. ^ ."l . . .  fL\  erfordert  ntatdß^  SM  laber  «Ui» T^f* 

md  (16)  sich  halten  kSonen»  so  mftssen  die  Gteichorigi^D  (26) ,  (27) 
r2g)  ^  nodfireiidige  Folgen  der  übrigei^  Gleichungen  (23),  (24), 
(25)  sich  nachveiaen  lassen.  Vorher  aber  wollen  wir  die  durch 
die  Gleichung  (25)  festgesetzten  Relationen  möglichst  vereinfachen. 
WU  niMlicIi  der  KUat  wegen  [fib  i=4,  5,.,.a} 

und  im  Besondem 

■ 

gesetzt,  so  verwandelt  sich'  die  Gleichung  (25)  in 

t(i,*)  =  ^-|i(»(l-M  +  l)+t(«'-l.  Ä-|-2)...  +  t(«'-1.0l  (at»*) 

qnd  ^e  Gieiehnogen  (23)  und  (24)  in       ^   - 

♦(I,  f+l)=0,  t(»",  0^0; 

also  verschwinden  in  obiger  Summe  sogleich  die  zwei  letzteni  Glie- 
der ^(t  —  1,  i)  und  ^{i — •!,  t— 1);  folglich  werden  auch  ^(i,i— 1) 
und  ^(t,  t  — 2)  verschwinden.  Wenn  ab^r  dem  so  ist,  so  müssen 
auch  ij/(i — 1,  t  — 2)  und  i(;f<-r-l,  t— 3)  verschwinden;  folglich  ver- 
schwinden wegen  (25***)  auch  t^(i,  t— 3)  und  tf;(i,  i— 4).  Setzt 
man  dieses  Verfahren  weit  ff^nug  fort,  so  folgt  überhaupt,  dass 

t({, A) verschwindet, welche oer  Zahlen  3,4y...t-M  man  auch  üBr 
substituiren  mag.    Wir  haben  also  statt  der  Gleichungen  (23). 
(24),  (25)  folgende  einfacheren  Relationen: 

•  ••> '••.. 

[*]~b+J=i^D^]'     >(29) 

aas  den^  ^eb  durch  Addition  sogteic||  die  Formel 


4fli0 


ergiebt.  Jetzt  sind  wir  im  Stande,  die  Richtigkeit  der  Gleich» 
gen  (26),  (27)  und  (28)  zu  prüfen.  Wenn  wir  nämlich  in  der  vor- 
liegenden Gleichung  (30)  Rir  k  nach  und  nach  3,  4,  6«...t,  t-f-l 
setzen  und  dann  addiren,  so  erhalten  wir 


wodurch  die  Gleichung  (27J  veriOcirt  ist.  In  der  Gleichung  (28) 
lassen  wir  i  in  t-fl  übergeneQ  and  muitipliciren  mit  2,  so  ergiebt 
sich: 

m=3    V.       J    m  — 2       m— 1^  Lm  J       n^%J    m    L  «  J 
Wenn  wir  nun  hierin  ^^1*1  den  aus  (30)  sich  ergebenden  WeHh 

sabstituiren,  so  erhält  die  Grösse  - — ^j  *T  1  als  Factor  die 
Summe 

deren  Werth=(A— 1)  ("1+  I...+-J-J+  ^^Ut  DieiinkeSät» 
obiger  Gleichung  wird  daher 

und  ist  somit  mit  der  rechten  Seite  identisch.  Hiedurch  ist  die 
Richtigkeit  der  Gleichung  (28)  bewiesen.  Um  endlich  noch  ^e 
Gleichung  (26)  zu  veriOciren,  addiren  wir  zu  derselben  die  Glei' 
chung  0S)  und  erhalten: 

nF=s    V.4:      m— 1;     tnj  L    m  J 

Wenn  wir  nun  hiezu  noch  die  Glelchun^n 
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und  ' 


adÄran,  so  e^bbt  sieb  mit  Weglassung  des  Faetors  i: 

•=^C=^. -=1-0  [»']-4  [*;"]• 


oder  aneb 


•=m-*2Ka;i]-föa) 


lr=3 

oder«  da  wegen  (29) 


*f  3    *  L   Ä  J ' 


Lit+lJ      Ü+2j""it-lL  k  J 


und  fiberdiess 


1,1  1 


Hit,  so  ist 


A(ife— 1)  '    )fc      it-1 


•=[t'3-^4im. 


Welche  Gleichung  mit  (30)  übereinstimmt.  Somit  sind  alle  drei 
Überzähligen  Gleichungen  (26),  (27^  und  (28)  nothwendige  Folgen 
der  übrigen,  diesen  unmittelbar  vorhergebenaen  Gleichungen.  Von 
iii|n  an  oritt  die  Gleichung  (16)  sammt  allen  ihren  Consequenzen 
in  volle  Kraft. 

iJm  einen  independenten  Ausdmek  fiir  Jie  Grösse  T  !  |    zu   be- 
kommen, geben  wh*  .der allgemeinen  Gleichung  in  (29)  die  Gestalt: 

ii(A-2).[;[.]-ii(A-3).|;j:j] 

Integrirt  man  diese  Gleichung  unter  der  Annahme,  dass  der 
^oterschied  i  —  k  const^t  sei,  so  ergiebt  sich: 


4Aft 

■  "'*-"•  Dil]     - 

Für  jfcs:f-fl  fet  diefe  Formel  nicht  anweodbar«    Ea  btib« 

I 

"^•-^>-L+ 1]="(*-2^-  r'f]=^-  ß]  -  «• 

folglich 

11.  8.   f. 

Wenn  (iberhaiipt  '    ' 

^»+1  =2     "•  ^"  3  *  "•  "f"  T^*"  •  •  •  +  itXT   "■  '^'^^  ^o^^l;    • 
gesetzt  wird»  so  ist 

Die  GieichoDg  (90)  kann  namnehr  darch 

'i:  w?=fi'f^'  er)-  ^-crD  <« 

ersetzt  werden. 

Die  Gleichungen  (90)  und  ^1)  enthalten  zwei  die  Function 
T  betreffende  Sft&e ,  die  ich  hier  noch  einmal  beweisen  und  i 
zwei  andern  Tennehren  will.  Aus  der  Definition  der  Function 
T  ergiebt  sich  nämlich  unmittelber  die  Gleichung 

A  A^i  1    Hl 

Dividirt  man  diese  Gleichniig  durch  J7A,  so  entsteht: 


4m 

vrofBr,  wenn  X=in  wird, 

i7n      üit 


selteii  ist    Wenn  inan   nun  diese  Gleichung  vsn  i  =t  au  bis 
i=fi  integrirt,  so  erhält  man 

"  ='r^^  (I) 


ilm  ""  Ä^    ilA   • 


was  der  Gleichung  (30)  entspricht  Der  kleinste  Werth  /  den  hier 
m  haben  kann ,  ist  fii=l.  Integrirt  man  diese  Gleichung  von  f?i= I 
bis  iit=n9  so  erhält  man 

-m  }^—i  m 

ms=u  ITn— I*      ^**^       7V,   X       •=»- 1  TV- 1— « 

ai=i   Hm  ""  }^i       nx  ^"    »eil       lim 
Also  ändert  sich  der  Werth  der  Summe     JP   -=t-  7Vi^  nicht,  wenn 

A=  1     "i 

auch  darin  n — 1  für  n  gesetzt  wird;  folglich  behält  diese  Summe 
inuner  denselben  Werth,  weiche  ganze  positive  Zahl  für  n  auch 
«uhsfitiurt  wird*     Nun  wird  für  n=;l  der  Werth  dieser  Summe 

•jYY '0  ==  J' 9  folglich    ist  überhaupt  för  jeden  ganzen  positiven 

Werth  von  n  mit  Einschluss  der  Null: 

Dieses  stimmt  herein  mit  der  Formel  (31).  Zwei  neue  Formeln, 
welche  gelten,  wenn  a,  m,  n  ganze  und  positive  Zahlen  sind,  sind 
lobende : 

X  A-i  A  A-i 

d,  — m  da       m     '        ^*"^ 

«•lebe  seigt«  dass  der  vorliegende  Ausdruck  seinen  Werth  nicht 
tedert,  wenn  darin  m  und  n  vertauscht  werden;  und 

-ivelclw  Fomel  zeigt,  daas  der  Ausdruck  links  senen  Werth  nicht 
indert,  w^enn  m-\-n  constant  bleibt.  Um  die  Formel  (111)  zu  vo* 
fiSciren,  setze  ich  auf  der  rechten  Sdte  derselben 

IX        i-i  A-a 


ordne  nach  deo  FunctioDCn  Ta^t-i,  setze  dann 

und  schaffe  den  einzigen  negativen  Term  auf  die  linke  Seite  biiiT 
über;  auf  diese  Weise  erhalte  ich 


.  T„  7'„i„_i  = 


3^-1  m 

Diese  Gleichun 
daas  a  um  1 
jener  zug.leich 
(III)   wahr   isi,    Bu 
Form,  in  denen  die  Z 
auch   wahr.     Wenn  wir 
41,  m,  n  setzen ,  so  \ 


n 

was  mit  (I)  in 

tut  n,  m  gecci&i  wuu.  „ 
(III)  bewiesen.  —  Was  r 
ihre  RichUgkeit  fiir  m  =  l 
sich  auf  ähnliche  Weise  n 


' ')  nur  dadurch  unterscbeidel^  J 
;rüs8er  geworden  Ist,  ist  mit 
■  eine  Formel  von  der  Form 
lern  Formeln  von  derselben 
1(1  n  dieselben  Wcrthe  haben, 
)  respective  a  +  m,  0,  n  rär 
jene  Fonnel  in 


ra+»1n-i, 


t  a  -fm-fn,  a-fm  rmpecli*« 

-.»^,.„  .A  die  nichtigiceit  der  Forniel 
in  die  Formel  (IV)  betrifft,  so  leuchtet 
ogleich  ein.  Wenn  m>I  ist,  so  lässt 
t  vorhin  zunüchst  zeigen,    dass 


Jl=«  Jli 


T„  T„-i = 


i=i    Jll 


ist,  wo  die  rechte  Seite  von  der  linken  sich  nnr  dadurch  unter- 
scheidet, dasa  n  am  I  grüsser  und  tn  um  1  kleiner  geworden  ist 
Folglich  bleibt  der  Ausdruck  zugleich  mit  m  +  n  constant.  Setzt 
man  aber  darin  Itir  m,  n  respective  l,  ni-|-n — 1,  so  venvandelt 

er  sich  in  Tm-^n-i- 

Mittelst  der  Gleichungen  (4),  (6),  (8),  (11),  (16),  (3S)  ist  nun 

die  Summe  Ci  aller  ifachen  Producte ,  wetcbe  ohne  Wiederho- 
lungen aus  den  Elementen  1,  2,  3,  4,...h  — 1   gebildet   irerden 

können,  ivie  auch  die  Summe  Ci  aller  ifachen  Producte,  welche 
mit  Wiederholungen  aus  den  Elementen  I,  3,  3,...n  gebildet 
werden  können,  zwar  als  eine  rationale  ^anze  Function  von  n, 
vom  2iten  Grade,  aber  in  Beziehung  auf  t  unter  der  Form  einer 
secbsfacheo  Summe  dargestellt,  welche  die  transcendent«!  Fhb- 
ctionen  S  und  T  implicirt.  Indessen  könnte  K,  oder  fft,  das  hi 
der|  gegebenen  Entwlckelung  als  dreifache  Summe  erschein^ 
unter  der  Voraussetzung,  dass  der  absolute  Werth  von  8  kleiner 
als  1  sei,  auf  eine  zweifache  Summe  zurfickgebracht  werden :  denn 
aus  der  Natur  der  Gleichung  (16)  erhellt  sogleich ,  dass  N,  iu 
Producf  der  beiden  Reihen 
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1  +  «1  + /S +  «»/''  + «3 /S»  +  etc. 

•t,  Ton  denen  die  erste  dem  Producte  (  *  ~  i  j (  ^ ~ «) 0 ~3  Ji 
•  ..  (1—- y  gleich  ist.     Da  nun  Ni  in  Bezieliung  auf  ß  Tort 

Bride  5-  oder  — ^—  ist,  je  nachdem  e  gerade  oder  ungerade  ist, 

d»  jedenfalls  den  Grad  e  des  so  eben  genannten  Products  nicht 
pmichty  80  kann  diß  andere  Reihe  unter  die  Form 

gebracht  werden»  aus  welcher  sogleich  erhellt,  dass  diese  Reihe 

t         t  t 

l  +  «ii5  +  fla/^+«j/33  +  otc.  in  inf. 

I|r|i<;l  convergirt.    Durch  Vertauschung  der  Folge  der  Summa- 
Mtn  erhSit  aber  dieselbe  Reihe  die  Gestalt 

l^s  welcher  bei  dem   gänzlichen  Mangel   negativer  Glieder   mit 
iVothwendigkeit  folgt,  dass  auch  die  Reihe 


m  m 


1  +  7\  or  +  T2X^+  Ta x^  +  etc.  in  inf.  fa) 

I  •  « 

OiErer|prt,  sobald  x  absolut  kleiner  als  1  ist,  ein  Ergebniss,  von 
^  em  directer  Beweis  noch  zu  wünschen  ist.  Denn  folgender 
ersuch  Rihrt  nicht  zum  Ziele. 

Die  Zahl  der  in   dem  Aggregat  7V  enthaltenen  t  fachen  Pror 
»de  beträgt  >"  (»'  +  'i>-l)  (>»+^'- 2)- ••(>»  + «±I),    „„j    j„ 

^crth  des  grössten  Pruiducts  ist  ,^v;    fotglich  ist  Ti  kleiner  als 

^      — T  ^"'^^  ■"'"*"  2. .  _-.  Eine  Reihe  aber,  die  diesen  Aus- 

rick  zum  Coefficienten  der  Potenz  x^  hStte,  wfirde  convergiren, 
ibald  X  ^\  wäre.  Um  so  mehr  wird  also  obige  Reihe  con- 
■gire/i>  wenn  x  <  4  ist.   — '    Die  Sache  ist  jedoch  leichter  als 

m 

I  tofangs  schien.  Aas  der  Formel  (II)  folgt  nSmIich  Ti<^Tlm, 
bo  ist  die   Reihe  (a)  fiir  o;  <  1  convergcnt ,  und  ihr  Werth  klei- 

l — X 


Wenn  mnn  den  Ani^druck   (1)  lär  f<~*>  in  Partlftlbrilciie  tef- 
legt,  60  erhält  man 


:    ^(-I)'»- 


-!)■ 


I 


(36) 


m.j/{i 

L 

Denkt  ihan  sich  nun  diese  Partialbrüche  in  geometrische  Reihea 
aach  den  steigenden  Potenzen  von  j:  eotwickelt,  so  efgiebt  sich 
sogleich 


Ci- 

no  die  Summe  rt 
ein  positiver  usd  gtuj 
wirrf.  • 

Bei  die  sei  Gel  et 


gleich  ist  der 
die  aus  den 

1  Salz,  der 


1) 


(37) 


erschwindet,  wenn    ßr  w-f* 
ler  kleiner  ist  als  n,  gesetit 

ahnt  Tverden,  dass  die  Summe 


ijl' 


vrird,  leicht  mittelst  der  ReUtion 


rodocte  mit  Wiederholnogen, 
-   gebildet  werdeo   lcüimeo^'4 

i  (lieses  Aggregat  mit  l't  bezeichnet 


*^ 


wfichBt,  so  nfihert  sich 
Die  Sache  kann  noch  all- 


veriidrt  werden  kann.    Wenn  i  ohneE 
Ui  ohne  Aufhören  der  Grfinze  n. 

f'emeioer  gemacht  werden.     Es   bezeichne   Vi   die  Summe  aller 
rächen   Producte   mit  Wiederholungen,  die  aus  den  Elementen 
-  gebildet  werden  kvnne»,  oder  mit  andern  Wor- 


_        _1 

a+T'  a+i' 

ten,  es  sei 


a+n" 


Ans  dieser  Gleichung  folgt  nun: 


if,^     ^       V.iJ(a+i)' 
_        Ft+Fr+i  o+Fi+aa'+... 

IKe  Reibe  (a)  ist  etoer  Verwandlung  f&hig,  aus  der  man  so 
gleich  sieht ,  dass  sie  fiir  x  <  1  convergirt.    Es  ist  nämlich 

IImm  «rglclK  «Idk  dirdi  Vertaaschwig  der  Folge  der  Simmia- 
lioet^iwl  inden  naa  fiir  die  Betkea,  welche  C/ientbalten«  ilmBi 
Milchen  Werth^e  setzt:' 


•=0 


(•-f)0-f)-('-f)('-.f.) 

1  1 


X  t=sä" 


Xil--^5_+  ^2 


^-«-fj       {^~^i){}''^ 


-La:« 

na 

f.. 


.('-4ä)0-4s)(>-;54) 

(.^)(._0 . .  (,-J) 


R        1       . 


0-Ä)('-»^)        i 

Wenn  man  den  ersten  der  beiden  hier  gegebenen  Ausdrücke 
*  der  Formel  (A)  sobstidiirt   «nd  die  FMg«  i%i  Summatiouen 
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umkehrt,   so    erliSIt   nun    ODter    Berficluiicbti^og 
changen  (11),  (10),  (35)  fuli,'eD(le  endliche  Formel; 


*=(-9(-f)-('-f)     M 
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Allgemeine  liehrsützc  Über  Systeme 
von  Kräften  una  ihrer  Momente.  Wach 
Chasles  in  Ijionville's  Joornal.    9IaI  et 


Herrn  Doctor    J. 

der  Iiülierea  Elrirgvranliule  3 


Dieager,  1 

II  SinBlicim  bei  Heidelber^l 


1)  Zivei  Systeme  von  KrSfteii,  die  in  beliebiger  Anzahl  vor- 
liaii den  seit)  mögen,  hcisaen  aetiiiivalent,  wenn  man  ein  System 
auf  dos  andere,  durch  Znsammensetzung  oder  Zerlegung  tlet 
Kräfte,  zurfickßhren  kttnn;  oder,  was  das  Närolicke  ist,  tr«» 
^e  Kriifle  heider  Svsti;tue,  jiurallel  mit  sich  seihst  in  einem 
Funkle  nnsebnicht,  unrt  die  gleiche  Resultante  gehen  und  iladurcfa 
das  nümlith«  retultiüeude  Krtifte(>aar  (touple)  hervorbringen. 

2)  I.  Lehrsatn.  Wenn  man  zwei  beliebige  Systeme  vmt 
Kräften  hat  und  multiplicirt  jede  Kraft  des  ernten  hyslenut  mit 
jeder  des  zHettc-n  und  mit  dem  Cosinus  des  Winkels  der  Ridf 
hingen  beider  Krüfte,  sp  hat  die  Summe  aller  dieser  Produkte  io 
Bezug  attl'  die  ceuannten  ztvei  Systeme  den  nämlichen  Wertb, 
als  die  Summe  iler  ähnlichen  Produkte  in  Bezu^  auf  ctrei  Systeme 
Too  Kräften,  die  den  ersten  eivd  aei|ui%ulent  xmd. 

Seien  n,  n',.-,  die  Kräfte  des  einen,  A,  b' ,....  diedes  andern 

der  zwei  Systeme;    A,  A' ;\  B,  B',.~.  die  Kj-iifte  der  aetjuJva- 

lenten  Systeme;    bezeichnen  tlir  den  Winkel  der  Richtungen  iler 
Kräite  a.  6  mit  (a,  £),  so  muss 

££ab  cos  (a,b)~  ££AB  cos  (A ,  B) 
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seiDi  iro  daa  eine  Zeichen  sieb  auf  alle  Kräfte  6»  B,  das  andere 
aof  die  a»  il  erstreckt.  Betrachten  wir  zunächst  das  -Glied 
£«6 cos fa,  6),  wenn  das  ^-Zeichen  sich  bloss  auf  die  6  erstreckt, 
so  ist  offenbar 

Hab  cos  (a ,  6) 

=  a[6cos(a,6)-f  6'cos(a,Ä')+A*cos(a,6'0+....];    . 

d.  h.  dieses  Glied  ist  =a,  multiplizirt  mit  der  Summe  der  Pro- 
jektionen  aller  Kräfte  b  auf  a.  Nun  ist  aber  das  System  der 
ICräfte  B  mit  dem  der  b  aequivalent>>  somit  ist 

2;6co8(ci,6)  ==  £Bc6H(a,B), 
also  auch 

a£bco8(ayb)=:aI!B  cos  (a,B). 

Ganz  eben  so  findet  sich : 

BSa  cos  (a,  B)  =  B£A  cos  (A ,  B). 

ifieraus  ah^  folgt  leicht 

2kii  cos  (a ,  6)  =  2:2:aficos  (a ,  JB) , 
2ZaBcoB{a,  B)  =  £i:ABcoa(A,  B); 

woraus  endlich 

üZab  ces  (a ,  6)  =  ZZABcob  (A,B), 

was  den  zu  beweisenden  Lehrsatz  ausspricht 

Anmerkung.  Um  die  Gleichung  2bco8(a,b)=2Bcos{a,B) 
zu  beweisen ,  darf  man  sich  die  Kräfte  b  parallel  mit  sich  selbst 
in  einen  Punkt  der  Richtung  der  Kraft  a  versetzt  denken ,  und 
wird  sie  dort  in  eine  einzige  Kraft  zusammensetzen  kSnnen,  deren 
Projektion  auf  a  gleich  Zo cos (a,b)  Ist;  sei  diese  Kraft  =/3^  so 
ist  also  5cos(a,/^  =  ^6co8(a,6).  Verf&hrt  man  eben  so  mit  den 
Kräften  B9  so  mussman  die  gleiche  Resultante  ß  erhalten,  und 
es  ist  folglich  auch  ßco9(a,ß)=:  £Bco8{a,B),  woraus  nun  die 
Crlelchung  folgt 

3)  Nehmen  wir  an,  es  haben  die  Kräfte  a,  a',....  eine  ein- 
adge  nesultante  A;  die  Kräfte  b,  b'»»*"  eine  einzige  Resultante 
^;  so  wird  man  die  Kräfte  A,  B  statt  der  zwei  Systeme 
A,  A',....;  B,  B' ,....  setzen  kSnnen,  und  also  aus  Lehrsatz  L 
({.  2.)  erhalten: 

ABcos(A,B)  =  2£abco8(a,b). 

4)  Seien  femer  die  Kräfte  A,  b',....  durchaus  die  nämli- 
chen wie  a,  a',....,  so  ist  A=zB,  (A,B)  =  0  und  es  zerftlllt 
Züabcosia.b)  in  £a^  und  2££aa*coB(a,a');   folglich  ist 

A^  =  2a^  +  '2ZZaa'  cos  (a ,  a!) , 

d.  h.  wenn  mehrere  Kräfte  eine  einzige  Resultante  haben,   so  ist 

The»  X.  27 
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das  i^oadrat  derselben  gleich  der  Samme  der  Qaadrite  deri» 
zelnen  Kräfte»  vermehrt  um  das  Doppelte  der  Swnine  der  Pit- 
dakte  dieser  Kräfte,  jedes  einzelne  Produkt  gebildet  aas  sMh 
verschiedenen  Kräften»  multiplizirt  mit  dem  Cosinus  des  Wiolnli 
ihrer  Ricbtungen ;    oder  in  Zeichen : ' 

+  2aa'  cos  (a,  a')  +  ^aa"  cos  (a,  a") + 2aa^  cos  (a ,  O + -  • 

+2aVcos(a',a'')  +  2a'a^cos(c',0  +  -- 
+  2aV"co8(a",a«0  +  .... 

5)  II.  Lehrsatz.  Weno  man  zwei  Systeme  von  KrSfit- 
paaren  hat,  und  das  Produkt  des  Momentes  jedes  Paars  dei 
ersten  Systems  mit  dem  Momente  jedes  Paars  des  zireitei 
Systems  und  mit  dem  Cosinus  des  Winkels  der  Ebenen  beider 
Systeme  bildet,  so  ist  die  Summe  dieser  Produkte  Ton  gieickn 
Werthe  mit  der  Summe  von  ähnlichen  Produkten  in  Bezug  anf  nni 
aequivalente  Systeme  von  Kräftepaaren. 

Um  Kräftepaare  zusammenzusetzen  oder  zu  zerlegen,  enieb- 
tet  man  bekanntlich  anf  ihren  Ebenen  Senkrechte«  gleich  fa 
Momenten  der  resp.  Paare,  betrachtet  diese  Senkrechtw  ib 
Kräfte  und  setzt  sie  dann  zusammen  oder  zerlegt  sie.  Diese  Be- 
trachtungen, verbanden  mit  Lehrsatz  I. ,  filhren  anmittelbir  n 
Lehrsatz  IL 

6)  Ein  System  von  Paaren  nt«  m',....  kann  immer  zu  eineiig 
einzigen  Paare  M,  ein  anderes  Systemen,  n',....  zu  einem  elss^ 
gen  rf  zusammengesetzt  werden;    demnach  ist»  nach  $•  5.,  aa^ 
fog  §.  3.  : 

ilfiVcos  {M,  N)  s:  ZZmn  cos(iii>ii). 

7)  Sind  71t,  m',....  identisch  das  Nämliche  wie  n«  n',..* 
80  ergiebt  sich,  wie  §.  4: 

Jf  «=  2?m*  +  ^ESrnm!  cos  (m,  m'). 

8)  Da  das  Moment  einer  Kraft  in  Bezug  auf  einen  fest^ 
Punkt  nichts  Anderes  ist  als  das  Moment  eines  KrSftepaare^' 
dessen  Hebelarm  die  Senkrechte  von  jenem  Punkte  auf  die  Kri»- 
ist  und  dessen  beide  Kräfte  einzeln  gleich  der  gegebenen  Kn^^ 
sind,  so  folgt  aus  Lehrsatz  II.: 

IIL  Lehrsatz.  Man  habe  zwei  beliebige  Systeme  von  KrÜE^ 
ten,  bilde  die  Momente  der  Kräfte  des  ersten  Systems  in  Bezi^ 
auf  einen  festen  Punkt,  die  Momente  der  Kräfte  des  zweite 
Systems  in  Bezug  auf  einen  andern  festen  Punkt,  multiplizitf 
jedes  Moment  des  ersten  Systems  mit  jedem  des  zweiten  om* 
mit  dem  Cosinus  des  Winkels  der  Ebenen  der  betreffenden  zir^ 
Momente:  so  behält  die  Summe  aller  dieser  Produkte  den  näjM 
liehen  Werth,  wenn  man  die  zwei  Systeme  von  Kräften  dor^ 
zwei  aequivalente  Systeme  ersetzt,  und  die  M^onente  in  Beyc^ 
auf  die  nämlichen  festen  resp.  Punkte,  nimmt. 


Alle  Kräfte  des   ersten   Systems   können  durch   zwei 
ersetzt  werden,  von  denen  die  eine  durch  den  ersten  festoo  PnoS 
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geht  Das  Hoaeiit  der  zweiten  tat  aequivalent  den  Momeoten  des  gan* 
sen  Syatems  lind  bildet  das  rasaltirende  Moment  oder  das  Haup&no- 
mttBi  desselben.  Es  ist  deidi  der  8ainiae  der  Projektionen  aller  Mo- 
mente der  Kräfte  auf  seine  Ebene«  welche  Jetstere  diejenige 
Ebene  ist,  für  welche  die  Summe  der  Orthoffonaiprojektionen 
aller  Momente  ein  Maximum  ist  Sei  M  dieses  Hauptmoment  der 
Momente  m,  mf,..».  deB  ersten  Systems,  ebenso  i9  das  Hanpt- 
moment  der  Momente  n,  n',,„.  des  zweiten  Systems;    so  ist 

MI9  cos  (M,  N)  =:  ZEmn  cos  (m ,  n). 

Sind  die  zwei  Systeme  identisch ,  so  ergiebt  sich: 

M«  =  2nfl  +  "iZZmm'  cos  {m,m'). 

9)  Es  wirke  ein  System  von  n  Kräften  a,  o',....  auf  einen 
Körper,  oder  mehrere  mit  einander  verbundene  Kurper,  und  man 
bringe  in  irgend  einem  Punkte  n  Paare  gerade  entgegengesetzt 
wirkender  Kräfte  an,  von  denen  jedes  Paar  gleich  und  parallel 
^er  der  Kräfte  a,  a',....  ist;  so  kann  man  sich  bekanntlidi 
statt  der  n  gegebenen  Kräfte,  in  verschiedenen  Punkten  wirkend, 
dieselben  n  Kräfte  an  dem  einen  Punkte  wirkend  denken,  verbun- 
den mit  n  Kräftepaaren,  deren  resp.  Momente  (Intensitäten)  gleich 
sind  dem  Momente  jeder  der  n  Kräfte  in  Bezu£^  auf  den  ange- 
nommienen  Ponkt.  Zwischen  den  n  Kräften  wird  Gleichgewicht 
sein,  wenn  die  Resultante  derselben,  sowie  das  resultirende  Paar, 
Null  ist,  d«  h.  nach  (.  4.  und  $.  7.,  wenn 

Za^  +  2E2aa'  cos  (a ,  a') = 0, 
Zm^  +  ^ZZmin'  cos  {mm')  =  0; 

wo  m,  fit',....  die  Momente  der  Paare  ausdrücken. 

Diese  beiden  Gleichungen  ersetzen  die  bekannten  sechs  Glei- 
chungen des  Gleichgewichts.  Denn  seien  Qs  » Hy,  a%  die  drei  Kom- 
posanten  von  a,  parallel  mit  drei  auf  einander  senkrecht  stehen- 
den Koordinatenaxen ,  und  zerlegt  man  eben  so  die  Kräfte  a',...., 
so  ist  offenbar  die  erste  dieser  zwei  Gleichungen  filiereinstim- 
mend mit 

(fl*  +  a*  +  ....)* + («y  +  <  +  ..••)•  +  («« + «»'  +  .-)*=0, 
d«  h.  mit 

öjr+fljr'  +  ....=0,  ay-|-ay'-f'**-=0»  a»+a*'+....=0. 

Ersetzt  man  eben  so  das  Paar  m  durch  seine  drei  Projektionen 
anf  die  drei  Koordinatenebenen ,  m«,  m^»  m%,  so  ist  die  zweite 
CHeichnng  übereinstimmend  mit 

(mx  +  m,'  +  ..^)«  +  (m,  +  m^'  + ....)«  +  (m. + «.'  +  ....)*=0, 
d.  h.  mit 

»ti*  + W +  •— ==0,  wiy+r/iy'  +  ....=0,  mx  +  tii,'  +  ....=0; 

welches  die  bekannten  sechs  Gleichungen  des  Gleichgewichts  sind. 

2T' 
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lOJ  IV.  Lehrsatz.  Man  liaba  zwei  Systeme  ton  I 
nehme  (loa  Moment  einer  ieden  Kraft  des  ersten  Systems  id  oe- 
zu^  uuf  eiutiii  realen  Punkt,  multipüzire  jc<les  dieser  Momenle 
mit  jeder  Kraft  (lex  zweiten  Systems  utiii  mit  dem  Sinus  des 
Winkels,  den  die  Kichtang  der  Kraft  mit  der  Ebene  des  Mamen 
tes  macht;  so  nird  die  Summe  aller  dieser  Produkte  den  gleichen 
AVerth  behalten,  nenn  man  die  zwei  Systeme  von  Kräften  durch 
zwei  ihnen  reeji.  aequivalente  ersetzt. 

Seien  n,  a',....  die  Kräfte  des  ersten  Systems;  m,  «',.,.. 
ihre  Momente  in  Bezu^  auf  einen  festen  Pimlit;  b,  b' ,....  die 
Kräfte  des  itweiten  Systems.     Seien  ferner  A,  A' .....  die  KrHlle 

des  dem  ersten  aeqnivalenten   Systems';    M,  JH' ihre  Mdi 

in   Bezug  auf  denselben  festen  Punkt:    B,  B' .....  die  KrSS| 
dem  zweiten  aetjuiralenten  Systems:   so  miies 

Snm  sin  (ft ,  m)  =  HEBM  sin  (Ä ,  jtf ) 

Bein.  Denn  man  ziehe  durch  den  festen  Punkt  (ierade,  welche 

■fi.  j»',.-..;    fij ,  ft|' vorstellen,  j^leirh   den  Mnmenli 

und  M,  JH' und  senkreeht  suid  auf  den  [Ebenen  dieftei  I 

niente,  so    werden  die6e  Kräfle   Ktvei    aequivalente  Syel 
slcllen.     Dtmnaef)  hat  man   nach  Lehrsatz  L; 

££'itico»ib.t^)  =  SSBiitQos(_ß.fn). 

Aber  es  ist  (i  =  ni,   co»(6.fi)  =  ein(6,in);    fii=Ä,    c 
=  6in(ß,J/),  woraus  nnn  der  Lehrsatz  folgt. 

II)  Das  Vorzeichen  eines  jeden  Gliedes  der  Summe 
£i:bmsin(b.m)  hängt  von  dem  Winkel  üb,  den  die  Riihtuni;  von 
b  mit  der  Axe  des  Moraenfs  m  (d.  h.  mit  der  Senkr«chlen  auf 
der  Ebene  des  Momentes)  macht:  die  Itichtunj:;  dieser  Axe,  Über 
oder  unter  der  Ebene  des  Moments,  hSniit  von  der  Itichtung  der 
Kraft  a  ab.  Denkt  man  sirh  diese  Ebene  untfr  dem  Auge,  so 
wird  die  Axe  niii:h  dem  obcrn  Theile  des  Himmels  ceriehtel  sein, 
wenn  die  Kralt  n  nach  einer  bestimmten  lliehtnns  hin  zu  drehen 
'  sucht;  dagegen  nach  dem  untern  Theile  des  Himmelf;ewillbes, 
wenn  wie  in  entgegeneesetzler  Richtung  an  drehen  Strebt.  Man 
kann  aber  das  Vorzeichen  noch  auf  eine  direktere  Art  bestimmen. 
Denken  wir  uns  nämlich  zuerst  die  Axe  des  Moments  m  nach 
oben  gerichtet,  so  wird  sin(/>,>H)  dus  -f  oder  —  Zeichen  haben, 
je  nachdem  fi,  welche  Kraft  ihren  Angriffspunkt  in  der  Ebene  de» 
Horaeuts  haben  mö^e,  Aber  oder  unter  derselben  ist.  Im  erstem 
Falle  wird  ein  Autte,  das  an  dem  einen  Ende  der  Kraft  (i  sich 
befindet  und  nach  dem  An griffs|i unkte  hinsieht,  4>e  Krall  n  nach 
«Iner  bestimmten  Richtung  hin  zu  drehen  suchen  sehen:  Im  an- 
dern Kalle  In  eol^egengcselzler  Richtung.  (Im  einen  Falle  z.  B. 
wie  die  Zeiger  einer  Uhr,  im  andern  entgegengesetzt,)  Daei  Zei- 
chen von  ftm  sin  (ft.m)  wird  also  bestimmt  nach  dem  Sinne,  in  welchen 
ein  Auge,  das  sich  am  Ende  der  Kraft  fi  befindet  und  nach  ihrem 
Anitrifls punkte  hiosieht,  die  Kraß  a  drehen  siebt.  Mim  uliereviigt 
•ich  leicht,  dass  es  eben  so  ist,  nenn  die  Axe  des  Mumentn 
unter  der  Ebene  des  Momentes  ist.  Wir  «.igen  also:  Das  (Jlied 
fimKin(fi,fn)  hat  das  Zeichen  +  oder  — ,  je  nachdem  die  Kraft  a, 
eeseben  von  dem  Ende  der  Kraft  fi  (nach  ihrem  AnffriSspunkte  bin), 
111  einem  bestimmten  Sinne  zu  drehen  sucht   (z.  It.  in  dem  Sinne 


113 


I  Bewoffung  der  Zeiger  eines  :tii};kicli  ini^eHuiiciit!!)  Ziffcrtitattes 
Ir  Vlirj,  oder  im  etilgegCFi^'CtxiUtpn   NiiiiK-. 
12)    DaA  Volnmeii  eine«  Telraetler«,  wolclies  2u  entgegen  ga- 
lten  Kanten  die  Geraden   a,  b.    deren   kftrseste    Etiireriiuii^  r 

b.1.1..  gleich  ü^^'^'i. 

Es  i«t  zuerst  leiclit  ciitzueebeii,  ins»,  »'etiii  man  eine  Kante  eine» 
Iroedera  in  ihrer  eigenen  Richtung  $ivh  licue^en  IScst,  dadurch 
)  Volumen  deüselben  nicht  geändert  viird.     Oiess  vorausgesetzt, 

Kt  sich  nun  der  Lehrsatz  in  fnlgiender  Art  beweisen.  Seien 
'af.  V.  Flg.  1.  aa',  ß^'  die  zwei  entgei-eniiesetzten  Kanten. 
xh  a  le^o  man  eine  Ehene,    ücnbrecht    auf  ßß' ,    von  der  wir 

'susBctEeu,  sie  gehe  durch  den  Anlanssiiunkt  ß  (da  man  im  an- 

'~t  FiUle  ßß'  in  seiner  Tlichtimg  ft)rt(iewegen  kann).  Sei  ««" 
PtAJektioD  von  aa'  auf  diese  Eh*ne,  ßp  eine  Senkrechte 
ß  nnf  oo" :  diese  Senkrechte  ist  gleich  der  kfirzcüten  Ent- 
itiis    r    d»    beiden    Kanten.       Ua«     Tetrnoder,    welches     nir 

racliti^o,  ist  seinem  Volumen  naih  gleich  dem  über  den  Kanten 
und  Ko"  (als  entceueuRelzten  Kanten),  weil  iieide  Tetraeder 
drM  Spitzen^,  ß' .  a  ge m ei nsc balllich  hüben  und  die  Spil;cen 
b"  auf  einer  Linie  liegen,  die  parallel  ist  zur  Ebene  der  Punkte 

fi,  «■     Nun  bat  das  lelxte  Tetraeder  zutn  Volumen: 


■   3 


ial,rsui(a./i). 


■  aa'=a,  ßß'^fi.     Diiiser  Ausdruck  ist  iilsn  auch  du«  Volu- 

dos  in  Frage  stehenden  Tetraeders,  was  den  Lehrsatz  beweist. 

M)  Das  Tetraeder,  welches  aber  zwei  KrhUen,  als  entseeon- 
ititxte  Kanten  desselben  betrachtet,  errichtet  wird,  hat  eni  vn- 
len  gleich  dem  sechsten  Tbeite  des  Produktes  einer  der  Kräfte 

ileiu  Momente  der  andern,  in  Itezug  auf  die  erste  genommen. 


Denn  das  Tetraeder  libcr 


'  ist  - 


I) 


B  «ersteht  man  unter  dum  Momcxte  der  Kraft  na'  in  Dezug 
die  Kraft  ßß'  das  Moment  der  Kiiniponenle  dieser  Kraft  in 
er  aof  ßß'  senkrechten  Ebene,  cenommen  in  liezug  auf  den 
ikt,  wo  diese  Ebene  die  ßß'  IriffL  Dasselbe  ist  aUo  tta"..ß» 
H^.r=aa' .r.Mu(an' ,ßß'),  was  nun  «len  SalK  be«eist. 
Das  Moment  der  Kraft  aa'  in  BeMH.  nnf^jS'  ist  ««".ß/j,  gleich 
doppelten  Fläche  des  Dreiecks  n|^".  Dieses  Dreieck  selbst 
die  Projektion  eines  Dreiecks,  dessen  Grundlinie  cn'  Ist  und 
«en  Spitze  in  ßß'  sich  befindet.  Das  Doppelte  dieses  Drei- 
«  aber  ist  das  Moment  der  Kraft  aa'  in  Bezug  nnf  jenen  Punkt 
ßfi".    Man  kann  also  auch  sagen: 

Da«  Moment  einer  Kraft  in  Bexnc  auf  eine  (irrade  ist  die 
ijcklion  des  Momentes  der  Krafl  in  Bezug  auf  einen  Punkt  der 
tuen,  wenn  die  Projektion  auf  eine  Ebene  geschieht,  welche 
ricradil  auf  der  gegebenen  Geraden  utebl. 
Ut  V.  Lchrsnt«.  Man  habe  zwei  Systemo  von  Krfinen. 
lg   ttber    jeder   Krall    den  ersten    Systems    in  Vcrbindtnig  mit 


414 

je  eloer  des  zweiten «  ak  entgegengesetzten  Kaaten,  Tetnedei; 
so  wird  die  Summe  der  Inhalte  dler  dieser  Tetraeder  anrerindert 
bleiben,  wenn  man  statt  der  zwei  betrachteten  Systeme  zwei  ibnei 
resp.  aeqnivalente  wählt 

Bezeichnen  wir  die  Systeme «  wie  in.§.  2,,  so  ist 

2Z  Tetr.  (0,6)  =  2 2  Tetr.  (A,B), 

worin  jedes  Glied  das  Zeichen  +  oder  —  bat,  je  nachdem  die 
eine  Kraft,  gesehen  von  dem  Ende  der-andero,  in  eimnn  bestinMi- 
ten  oder  dem  entgegengesetzten  Sinne  zu  drehen  strebt 

Beachtet  man  das  in  §.  13.  Gesägte,  so  ist  der  Beweis  gini 
der  gleiche,  wie  in  $.  2.  Denn  es  ist,  wenn  das  Zeichen  27  uiA 
bloss  auf  ö  bezieht, 

JCTetr.  (a,  6)  =  g-  i?  (der  Momente  von  b,b\ ....  in  Beziig  auTiO 

=  -rretr.  {a,B), 

Eben  so 

-STetr.  (a,  B)  =  -STetr.  {A,B), 

wenn  das  Zeichen  2  sich  auf  a,A  bezieht.     Also 

2S  Tetr.  {a,b)=2E  Tetr.  {a,B)-2Z  Telr.  {A^B). 

Was  die  Regel  der  Vorzeichen  anbelangt .  so  ist  zu  merken,  dxa^ 
man    in 

i?(der  Momente  von  6,  6',....  in  Bezug  auf  «) 

den  einzelnen  Gliedern  das  -f-  oder  —  Zeichen  geben  muss,    J 
nachdem    die   betreffende  Kraft,    gesehen  vom  Endpunkte  voife 
aus,   in  einem  bestimmten  oder  dem  entgegengesetzten  Sinne    ^ 
drehen  strebt  (§.  10.). 

15)  Gesetzt    &,    6',....  seien   identisch   die    nftmlichen 
a,  a',...«  und  eben  so  B,  B',,,.,  wie  A,  A',,,,,,  so  schliesstma. 

Man  habe  zwei  aeqnivalente  Systeme  von  Kräften,  so  ist 
Summe  der   Tetraeder,    die  man  auf  je  zwei  Kr&ften  lies  erst« 
Systems,   als  entgegengesetzte  Kanten   betrachtet,    bilden  kan 
gleich  der  Summe   der   Tetraeder,    die   man  auf  ähnliche  Wel^ 
mit  den  Kräften  des  zweiten  Systemes  zu  bilden  im  Stande  i^ 

Begreiflicher  Weise  gilt  Alles,  was  von  zwei  aeqnivalente 
Systemen  gesagt  ist,  von  zwei  Systemen,  die  sich  gegenseit::^ 
das  Gleichgewicht  halten. 

16)  Daraus  folgt: 

Wie  man  auch  immer  die  Kräfte  eines  Systems  von  KrSft^ 
dorch  zwei  Kräfte  ersetze,  so  ist  immer  das  Tetraeder  über  d0 
sen  zwei  Kräften  von  gleichem  Volumen. 
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17)  Sind  diese  zwei  Kräfte  in  einer  Ebene,  bilden  also  ein 
Paar  Mer  rednaften  sieh  auf  eine  einzige »  so  ist  dieses  VoiaimN^ 
NnO.    Also: 

Die  geometrische  Bedingung,  das«  eio  System  vpo.  Kräften 
eioe  eiazige  Resultante  habe  oder  sich  auf  ein  Faar  (couple),redtt- 
xire»,  ist,  dass  die  Summe  der  lohalte  dcnr  Tetraeder^  die  man  ai|f 
ia  zwei  Kräften  des  Systems  entgegengesetzter  Kanten  .errichii^ 
Ksan)  MttU  sei. 

18)  Wenn  Kräfte^  mit  einander  im  Gleichgewichte  sind  und 
man'  tneilt  sie  in  zwei  Gruppen ,  so  sind  die  Kräfte  der  einen 
Gruppe  im  Gleichgewichte  mit  denen  der  andern^   Also  nach  §.  15. : 

Wenn  Kräfte  mit  einander  im  Crleichgewichte  sind,  so  ist  die 
Smnme  der  Tetraeder,  die  man  über  mehreren  derselben  dadurcli 
bilden  kann,  dass  man  je  zwei  als  entgegengesetzte  Kanten  be- 
trachtet, gleich  der  Summe  der  Tetraeder,  die  man  auf  gleiche 
Weise  über  den  übrigen  Kräften  bilden  kann. 

19)  Man  schliesst  hieraus: 

Wenn  ¥161*  Kräfte  im  Gleichgewichte  sind»  so  ist  das  Volumen 
des  Tetraeders,  das  auf  die  genannte  Art  über  zweien  derselben 
errichtet  wird,  gleich  dem  Tohmien  des  Tetraeders  über  den  an- 
dern zwei. 

20)  VI.  Lehrsatz.  Wenn  zwei  jaequivatente  Systeme  von 
Kräften  an  demselben  festen  Korper  angebracht  sind  und  man 
giebt  diesem  Körper  eine  unendlich  kleine  Bewegung,  bildet  so- 
dann das  Produkt  einer  jeden  Kraft  mit  dem  Wege,  den  ihr  An- 
^iffspunkt'  im  Sinne  der  Richtung  der  Kraft  durchlaufen  hat ,  so 
ist  die  Summe  aller  dieser  Produkte  für  das  eioe  System  gleich 
der  Summe  derselben  für  das  andere  System. 

Sei  tnmf  der  Weg  des  Angriffspunktea  m  von  «,  so  Ist 
tt.miii'.eos(<|«7i»»i^)  das  Glied  in  Bezug  auf  diese  Kraft,  das  fiil 
JSa .  mm' . cos  (a,  mm')  eintritt.  Man  muss  also  beweisen ,  dass  diese 
Summe  unverändert  bleibt ,  wenn  man  o,  a^..••  durch  ein  aequiva- 
lantaa  System  ersetzt 

Jede  unendlich  kleine  Bewegung  eines  freien  festen  Kurp^n 
kann  als  aus  zwei  gleichzeitigen  Bewegungen  entstanden  gedacM 
werden,  von  denen  die  eine  eine  Umarebuoj^bewegung  um  eine 
liestimmte  Gerade,  die  andere  eine  fortschreitende  Bewegung  ist« 
Seien  mu,  mu'  die  zwei  Komposanten  der  Bewegung  von  m,  so 
ist  Ulli  rar  jeden  Punkt  des  Körpers  verschieden,  iHji'^  (ttr  atTe 
gleich;  femer  ist  bekanntlich 

mm' .  cos  (a ,  mm')  =  nifft  cos  (a ,  iiifi)  -f-  ntfii'  cos  (a ,  mfi') , 
woraus  folgt: 
2a .  mm' .  cos  (a ,  mm')  =  Za .  m(i .  cos  (a ,  mfi)  +  min,' .  Za .  cos  (a ,  m^'). 

Da  l?a.cos(a,mfi')  ungeändert  bleibt,  wenn  a,  a',....  durch  ein 
aequivalentes  System  ersetzt  wird,   indem   dieses  Glied  nur  die 
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8uinme  der  Projektionen  von  a,  a',....  nvf  mu'  ausdrtlcbt,  »o  hat 
man  diese  UnrerfindcrlichLeit  nur  «an  dem  Uliede  £a .  ntft .  eo»(a,mfi) 
zu  beweisen. 

mfi  ist  der  Weg  von  m,  lierx'orgebracbl  durch  eine  Umdrefamg 
um  eine  bestimmle  Gerade.  Sei  Dun  r  die  Seulcrechle  von  in  auf 
diese  Gerade,  f>  die  Drehung,  so  ist  ntfi— r.d.  Nehmeu  wir  an, 
eine  Kraft,  ausgedrückt  dtircli  H,  wirke  iiach  jener  Geraden,  ao 
ist  ihr  Moment  in  Bezug  auf  in  gleich  rö;    also  ist  a.mfi.co8{a,n>ft) 

=  a  X  (dem  Moment  von  6  in  Besug  aufm)  X  C08f«,m(i), 
^aX  (der  Projektion  dicees  Momentes  auf  eine  Ebene, 

senkrecht  auf  a),  M  gj"^ 

=oX(dem  Moment  der  Kraft  Ö  in  Bezug  auf«)  (}.  13.) 
=  6  Tetr.  (a,  ö). 


£a.mii.cos(a,mc.)  =  6Z  Tetr.  («,6). 

OoA  letzte  Glied  ändert  eich  nicht,  wenn  man  a,  a' durch 

ein  aet|uivalentea  System  ersetzt  (6.  15.),  indem,  wenn  o,  a' ; 

A,  A',..:  uequivalcnt  sind,  es  auch  B,  a.  a',....;  $,  A,  A',.... 
sein  werden,  und  die  Summen  ^^  Tetr.  (u,«'),  Z2"Tetr.  (A.A'} 
ohnehin  deich  sisd;  also  ist  dieaa  auch  lur  dos  erste  der  Fall 
was  den  aatz  beweist. 

21)  Man  kanti  auch  sa^en : 

a. (Moment  von  0  in  Bezug  auf  a) 
—  e  .  (Moment  von  n  in  Bezug  auf  ö) , 

was  ans  6.  13.  unmittelbar  folgt;  und  An  die  Summe  der  Momente 
von  a,  a', in  Bezu^    auf    eine  Gerade  Ö  konstant  bleibt  fui 

1'edea  mit  diesem  aeiiuivaleute  System,  so  folgt  das  so  eben 
bewiesene  auch  uns  nieser  Betrachtung. 

22)  Wenn  die  Kräfte  tt,  a' im  Gleichgewichte  stehen,  so 

kann  man  sie  durch  zw^i  ttleicile  und  geradezu  entgegengesetzte 
Kräfte  ersetzen,  woraus  folgt,  dass  alstiann 

£a .  mm' .  cos  (n ,  mm')  =  Ü 

ist.  Diess  ist  das  bekannte  Princip  der  virtuellen  Geschwin- 
digkeiten. 


INh  — 11    V  .11  ifi  (lil/«;.(  M'ili(>Ai)tuii(  i'ui/t, 
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ITeber  die  Transformation  der  nnab« 
üünslsen  Terftnderlichen  in  Yielfachen 
Dilferentialen  und  integralen. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  J.  Dienger, 

Ldirer  an  der  höheren  Bärgerachale  su  Sinsheim  hei  Heidelherg. 


Se\enxi9  3^tas^,»*^>Xn  n  unabhängige  Veräoderliche,  cti»  o^»....o^ 
«K  andere  unabhängige  Veränderliche,  verbunden  mit  den  ersten 
durch  die  n  Gleichungen: 

fl{Xi9  X^f....  Xui  «i>  «8*  ••••  «•)  =  0, 
fnijKit  X^f.;.  Xn9  «1  j  «tf ••••  Äii)=0; 

^velche,   der  Kürze  wegen,   durch /|==0»  ^s=:09..../ii=:Q  darge- 
stellt werden  mögen. 

Man  stellt  nun   die  Aufgabe,  aus  dem  bekannten  Differential 

S-x 5 — ,  wo  S  eine  Funktion   von  ar|,  x^,,..,xti   ist,    das 
I  0X%  •••.  OXu 

'MfereDtial  -g — g g—  abzuleiten,  worin  oti,  x^s-^o-Xn  durch  ihre 

WiBrtfce  in  ai,  os».—  «*»  ^^le  man  sie  aus  (I)  ableitet,  ausgedrückt 
•  Verden. 


Sei 

8«S_ 


dxi  dx^  •  •  ••  dxt 


"^   Wt  C7,  der  Annahme  nach,  eine  bekannte  Funktion  von  J7| ,  o:^,.... 
••••  x^    Nun  ist: 
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weon  g^  g^       g^  =  F=  /  üS^Ti  gesetzt  wird.     Um  die  Grösae 

SV         *   ^**     " 

g— -  zu  erhalten^   muss  man   aber  io  V  bloss  oti  als  veränderlich 

ansehen  9  und  alle  andern  Grossen  X2)  x^y„..Xn  als  konstant  be- 
trachten.   Unter  dieser  Voraussetzung  enthalten  die  Gleichung«! 
(1)    n -f- 1    Veränderliche   Xi,   a. ,    02'«*"^-      Obwohl    nämlich 
x^,  x^,  —  Xn  auch  Funktionen  aer   Veränderlichen  0|,  oj,....«! 
sind 9    so  müssen  diese  Funktionen  nun   so  beschaffen  sein,  das« 
sie  sich  nicht  ändern,  wenn  «i,  a^,....an  dergestalt  sich  ändern, 
wie  es  die  Aenderungsart  von  Xi  verlangt ,  d.  n.  mit  anderen  Wor- 
ten,  die  j»iner  Aenderung  der  Grosse  Xi  korrespondirenden  Aea- 
deningen  der  tt|,....ifn  mfissen  so  beschaffl^n  sein,    dass  dadnrdi 
k^ne  Aendermig  i»  den  Wertben  von  ^^»....itrii  rcnr .ifch  gfb|U 
Da  die  Anzahl  der  Gleichungen  (1)  n  ist,  so  kann  man. also  jetiE.^ 
eine  der  fi-f-l  Veränderlichen  Xi,  €)?.,....«»  als  die  miabhäDgi^^ 
Veränderliche  betrachten,  z.  B.  a^,  und  die  andern  n,  also  Xi,  a^„,.a^'» 
vermöge  der  Gleichungen  (1)  durch  diese  ausdrücken,    so  dase^ 
z.  B.  xx  als  blosse  Fiinktloti  von  a^  ensiebeiiit   Demnach  ist,  nac^ 
bekannten  Sätzen: 

dai       dxi  dcti 

und  es  handelt  steh  bloss  am  die  Bestfanmung  von  g^.  Nun  folgä 
aber,  unter  den  so  eben  gemachten  Voraussetzougen  aus  (i) 

dxi  dcci      oa^  oa^  '  So^  3«!  ' '  Bon  oa|  Sc^  ' 

3^Sxi      d^da^      dj^da^  .  S/'nSfl^  dfn . 

dxi  5a^      dct^doi  '  8«3  8tfi      '"^      ^3«!  ^      Sc^  * 

aas  wekhen  Gleiehongen  sich  erglebt 

dxi  Ml 

Beachtet  man  aber  das,  was  in  Klügeis  Wörterbuche,  Suppli^s 
niente^  Art.  Elimination,  hinsichtlich  der  Bestimmung  einc^ 
Grosse  aus  n  linearen  Gleichungen  gesagt  ist,  so  wird  man  leict:^ 
einsehen,  dass  Ni  der  gemeinschaftliche  Nenner  ist,  der  den  Grfiss 
sen  Jt'i,  k^y^'^n  zukommt,  wenn  sie  aus  folgenden  Gleichtinge^s 
bestimmt  werden: 


«ihrend  lf|  der  geineiDschaftliche  Nenner  der  GrOeeed  ti,.^..kti 
mSm  wflrde,  weno  sie  beetimmt  würden  aue: 


m 


Dcnaach  hat  man 

In  dieser  Gleichung  mnss  man  in -^-^  sich  Xi  dnrch  cr|y....«ii, 

mand  sodann  a%^„„am  durch  «],  x^f'^^n  ausgedrückt  denken,  was  durch 

die  Gleichungen  (I)  ermöglicht  ist.  Sonach  enthält  die  Grosse ^r- 

j^tit  die  u  unabhängigen  Veränderlichen  a^,  x^,  x^,....Xn' 
Nun  ist 

da| do;^ .... cxn "" djr^  8c^ Sx^-^dxn *~ djSf 
^•cnn 

l^setat  wird. 

Jetzt  hat  man  also  bloss  x^  als  veränderlich  anzusehen,  wäh- 
^«nd  a| ,  0*3 , ....  ^M  als  konstant  zu  betrachten  sind.  Demnach  ent- 
Q&lten  die  Gleichungen  (l)  jetzt  die  n-f-l  Veränderlichen  :r|,  x^ 
^9  I^Sf-On  und  man  kann  n  derselben  als  Funktionen  einer  von 
innen »  z.  B.  ct^,  betrachten.    Daher  ist 

l^tirch  die  gleichen  Betrachtungen,  wieso  eben,  ergiebt  sich: 

80:2  __     M^ 

y^cwin  N^  der  gemeinschaftliche  Nenner  der  Grössen  ^i,....iSifi 
'^^,  wenn  sie  bestimmt  werden  aus:  - 


M^  die  analoge  GrOsse,  b^tinimt  äiii$: 

5i- *i + g^  *» + ai^  ^3 + •  •• + 3^^.- 1 . 

:  » 

Daraus  folgt  zunächst  offenbar  , 

^,  =  iV,. 
und  sodann 

dV'_  S^'S  _'         »iS   /'-^^'^ 

802  ""3ai  80280:3  ....i.r«""3ai  dar^darg ....  8ar»    V    JN±/ 

=  (_1)..|^C7=(-I).ft7. 

in  welcher  Gleichung  a:^  x^  durch  ffi,  oe*,....iXn  und  sodai 
a3,....afi  durch  ciy ,  o^,  jr3,.i..a:fi  ausgedrückt  gedacht  werden  niiisae 

Wie  man  so  weiter  gehen  kann,  liegt  klar  vor»  dessgleich< 
auch,  dass  immer  ein  Faktor  des  Zählers  und  Nenners  sich  ai 
heben;    so  dass  man  endlich  erhält: 

S«,^a,....8a,  =  <-')"2^^'  (4) 

in  welcher  Gleichuns  x^  a;^y,,».Xn  durch  ort ,  «2 , . . . . orn  ausz 
drucken  sind.  Zugleich  ist  Nn  der  gemeinschaftliche  Nenner  r^ 
kif.^.kn,   bestimmt  aus: 

8j:/*+8ar2^*  +  '*-^8a:„^»-*'  ^    (5) 


^k  4--^/-  4-       4^X-  -1 


Ist  demnach 


"^        =ü,  (6) 


(/•Pji  C7»r2  •  •  •  •  ox% 
wo  C7  eine  bekannte  Funktion  von  oTi,  ;r2>....a:fi  ist,  so  ist 


8a,8a2.:..8a„=-(-l>"i^^'  (7) 

wenn  a, ,  02 >>...««  neue  unabhängige  Veräoderliche  sind,  die  i 
den  ersten  durch  die  Gleichungen  (1)  verbunden  sind ;    wenn  t\ 
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Der  M9  ZV  die  gemelnscbaftlicbeu  Nenner  der  Wertbe  von  ki^....kik 
sind ,  wenn  diese  resp.  aus  den  Gleichunc^en  (2)  und  (5)  bestimmt 
werden,    und  wenn  man  endlicb   in  der   zweiten   Seite  der  Giei- 

cbung  (7)  die  Grossen  Xi,  x^,yXn  durch  a|,  cn^ an  ausdrückt 

unter  gleichen  Voraussetzungen  folgt  aus  (6)  und  (7): 

///  ""  /  ^*i  ^^i-—8'^"=("  ^)*/ //••••/  nY-8ai8«»....3o«.  (8) 

Die  Gränzen  der  Integrale  nacb  or|,a^,...«a«  bestimmen  sieb  nach 
denen  der  Integrale  nach  Xi^  a*^.....^:«. 
HStten  die  Gleichungen  (1)  die  Form : 

80  wäre  offenbar  JV=1  in  (7)  und  (8). 

Es  liegt  nicht  in  unserer  Absiebt,  Anwendungen  des  aufge- 
stellten Satzes  hier  zii  machen;  dieselben  sind  ohnehin  äussert 
zahbeMi.'  Wir  wollten  nur  versuchen,  den  Satz  selbst  strenge 
zu  begrfinden,  da  er  hOchst  wichtig  ist,  und  seine  Begründung 
z.  B.  in  den  uns  vorliegenden  Vorlesungen  von  Moigno  nicht 
über  allen  Einwürfen  zu  stehen  scheint  Nur  eine  einzige  Anwen- 
dniig  wollen  wir  auf  die  Umbildung  des  Integrals 

JjJ  dxdffdz, 

das  bekanntlich  einen  kornerlicben  Rauminhalt  ausdrückt,  machen, 
wenn  x,  y,  z  durch  die  Polarkoordinaten 

x=:rcosq>y  y=rsin9>cosif;«   z=:rsin9>sinif; 

ausgedrückt  werden.     Hier  ist  0|=r^   o^zr^,   aj^ifi;  also,  sind 
die  Gleichungen  (2) : 

coatp.ki — r8ing).^2=l» 

sin  9>  cos  if; .  ^1 -f- **  cos  9  cos 'f; . /tj  ~  r  sin  q^sin  if; .  ^3 = 1 , 

sin  9>  sin '^ .  ^jL -^iex»s  qp  sia  if; .  Ä^ -|- r  sin  9>  cos  if; .  i^3  =  1 ; 

woraus  M=^r^ »in q>  folgt;    da  iV=l  ist,  so  ist  also: 

///  hxdyhz:^ I  j  j  r^sing)drd9d'^, 

JJjF(Xyy,i)hxhffdz 
=  ///  F(rcos9,rsin9cosi(;,rsin9)8iniJ;)r*sing)8rS9)öt/;, 

wie  bekannt 
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Veber  die  BefUngransen^  welche  (t(x,^\ 
M^jH)  erfttllen  mttssen^  damit 

Von  dem 

Herrn  Doctor  J.  Dienger, 

Lehrer  an  der  hefaeven  Bürgerichale  s«  Siotheim  bei  Heidelhcig. 


Sei  f(x,y)  eioe  Funktion  der  beiden  Grössen  x,  v,  die  i^^^ 
als  von  einanaer  unabhängig  betrachten  wollen,  welche  der  0^c 
dingung 

Sa:  dy 

identisch  entspricht,  so  ist 

ein  Satz,  der  an  und  fiir  sich  klar  ist. 

Seien  nun  [7,  V  zwei  Funktionen  der  beiden  unabhSngigeD 
Veränderlichen  x,  y^  welche  identisch  folgenden  Gleichungen  ge- 
nügen : 

SF         ^*     dx      ^* 
so  ist 


(1) 


Denn  es  ist  immer 


also 


i;  +  »F  =  9)(^,y), 


dx^    dx'~~dx' 


--M*jittMr.rtr'.. 


4M 

8ü..aF_a2 

Mnitiplizirt  man  die  erste  dieser  Gleichungen  mit  t,  subtrahirt  so- 
dann die  zweite  und  beachtet  die  Gleichungen  (l),  so  ergiebt 
sich: 

.  dg)     dip     dp        d(p 
dx     ^  *   hx     3. (ty) ' 
woraus  folgt :  «  ; 

also: 

(Jmeekcbrt  aber  ancb,  w«na  die  Gleichnng  (2)  Statthat,  so  Gndet 
aucE  (1)  Statt.    Denn  ans  (^  folgt; 

dlJ,.dV     „,    ... 


Demnach : 


'  fij;      8«      ^       ^' 


welche  Gleichung  die  (1)  nach  sich  zieht. 
Man  hat  also  folgenden  Satz: 

,,  Damit 

ist  nothwendig  und  hinreichend,  dass  identisch: 

öj.        —        8y        ' 

fliy^C^  >  y)^    8y(^  >  y) 
^      .  ?y 

Und  umgekehrt  9  wenn 

so  finden  die  Gleichungen  (3)  Statt.'' 


(3) 
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Heber  einige  arithmetiscbe  Sfttze. 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  O.  Schlo  milch 

an  der  Unitersitat  zu  Jena. 


Dividirt  man  eine  ganze  positive  Zahl  m  durch  elDe  andere  «« 
80  sind  der  dabei  herauskommeode  ganze  Quotient   (die   grusste 

unter   -  liegende  ganze  Zahl)  und  der  Rest  offenbar  Funktionen 

▼on  m  und  n.  Die  Form  der  letzteren  war  bisher  nicht  bekannt, 
und  erst  Herr  Dr.  Eisenstein  hat  dieselbe  angegeben.  Der  ge- 
nannte scharfsinnige  Mathematiker  stellt  nämlich  im  ^27sten  Bande 
des  Crelle'schen  Journales  S.  281.  u.  A.  folgende  Theoreme 

auf:    für  — =0+ —  ist 

m     ,  .    1  ^  .   2Am»     ,  kn 
flr= i  +  nT- -S  sin -^-T— cot —  J 

r  =  i  n  —  -Zsm cot  —  | ; 

wobei  sich  beide  Sumnienzeichen  auf  die  AVerthe  ^=],  2,  3,... .,71 — 1 
beziehen.  Da  aber  kein  Beweis  zu  den  obigen  Formeln  gegeben 
worden  ist,  so  halte  ich  es  nicht  für  überflüssig,  einen  solchen 
mitzutheilen,  der  noch  ausserdem  die  Eigenthümlichkeit  besitzt, 
eine  Anwendung  der  Integralrechnung  auf  iiuhere  Arithmetik  dar- 
zubieten *). 

Setzt  man  in  dem  bekannten  Integrale   ' 


f. 


«  2/*~l8z 


j-3 — =Z7tCOtfl7C,    1>JU>0; 


*)  Diess  ist  übrigena  nichts  Neu^s,  denn  schon  bereit«  seit  längerer 
Zeit  hat  Herr  Prof.  Lejeune-Dirichlet  dergleichen  Aniv^ndongen 
gezeigt,  die,  wie  alle  Arbeiten  dieses  Georoeters,  eine  bewnndernswerChe 
Feinheit  beurkunden. 


4» 

^OTOB  sich  eio  strenger  Beweis  in  Tbl.  D.  S.  299.  und  Tbl.  III. 

k 
^*  283.  findet,  s=j:"  und  u=  — »  so,  wird  (ur  k<n 


0       1— or*  ^n    ^    n  ' 


Qiid  nach  beiderseitiger  Maltiplikation  mit 

In  n 

erhält  man  hieraus 


1     .    2kmn      .kn       1     /•*     rfa:       .    ,    .    '2 

tj-  sm  — cot  —  =  gr-  /       :|-= — -  j?*-*  sin  - 

2n  n  n      2nJ  q     i  —  ar" 


Ffir  i^i=lj  2,  39....n— 1  und  durch  Summining  aller  so  ent- 
stehenden Gleichungen  findet  man  noch 

1   -.  .  2kmn    ^kn       \     P^ .   dx     ^ 

ö-'-Äsm cot  — =ö~  /       4 i-A, 

2n  «  n      2nJ  q     \  — o?»    ' 

wobei  JC  die  Summe  der  Reihe 

.   ^mn         ,  4mn  6mn  .    (2ji-~2)m» 

sm-— +arsm--—  +a?*sin-— +  ....+ a?»-* sin  ^ ^ — 

nun  n 

bezeiehnet    Diese  Summe  ist  aber  leicht  zu  finden.    Denn  setzt 
man  in  der  Gleichung 

ie  =  ^(cos(o-f- V — Isinco)^  so  findet  man  durch  Vergleichung  der 
imaginären  Partieen 

psin  (0  +  ^^sin2ai  +  p'sinSoi  + ....  +  p"-^sin  (n-^l)» 

p  sin  CO p  sin  (n — 1)0  —  sin  wo 

"^  1— 2^coso  +  ^*"*'      l-2^coso+^«     ^"' 

und  fSr  0s=a:>  o= ergiebt  sich  hieraus  nach  Division  mit  x 

^  w 

md  unter  der  Bemerkung^  dass  sln(»— 1) =  —sin ist, 

1 — a^  ,    %nn 

A= 1^^ sm-^j 

1— 2a;  cos f-a?' 

n 

iiDcl  mithin  wird  nach  dem  Vorigen 

TlienX.  38 


Bevor  irir  weiter  gehen,  sind  noch  einige  ßemeTbiingen  nüthig,  | 
welche  zeigen,    dass  das   Integral  auf  der  rechten  Seite  verschifr  I 

dene  Formen  annehmen  kann.     Da  aus   —  =  i^  +  —    folgt    a 

2i}a-f ,  nnd  q  immer  eine  ganze  Zahl  ist,  so  kann  man  die  to- 


rige  Gleichung  zunächst  in  I 
1    „  .   2in»w 


r  Gestalt  darstellen: 


Da  femer  r*;n,  so  U. 

her  hinitichtlich   des 
derselbe  im  ersten,      'k 
Diesen  vier  Fällen  e»^) 


I  mithin  — <2a;  essindd» 

sr  Fälle  möglich,  jenachden 
oder  vierten  Quadranten  li^L 
vier  Suppositionen  ■ 


wo  jeder  der  vier  Bügen  q^,  tp^  tpa,  9>4  zwischen  0  und  s-  entiul- 
ten  ist.    Das  Integral  ^ 


•^0     i_2. 


nimmt  demgemfiss  die  vier  Formen 


Jo     ir 


Bing>gtLe 


'sqai+a:»' 
_    /■*  sinyarfx 

Jo     H-2*c<W9,  +  ;c»* 

an.    Nun  ist  ßberbaupt 


A 


—ä i— i=Arctan  — 


sm^ 


folglich 


X 
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= — 5 — - — ; — 5 = Arctao  x  +  Arctan  cot  q> 


=  o  +  («"""A'ctahtanip  V 


md  da  (Ar  a^fp^O,  ArGtantan^rr:^  ist  *): 


£ 


0     1 — 2j;cosg?+a:^~         '^^ 


■ 

and  ebenso  leicht  findet  man 


/ 


*  ninqxfx        

0     l+2arcos9  +  a:*      ^* 


Benutzt  man  diess  für  die  verschiedenen  Formen  von  R,   so 
•rhSlt  dieses  Integral  die  vier  Formen 

Mim  war  aber  im  ersten  Falle  9i  =  — »   im  zweiten  ^^^ir 

-^  ,   mi  dritten  93  = n  und  im  vierten  94  z=:  Stt 9 

Hid  w«nn  maii  diese  Werthe    snbstituirt,    so  vereinigen  sich  die 
rer«chiedenen  Formen  von  R  zu  der  einzigen 

n 
^WM^  vermöge  der  Rolle,  die  das  Integral  A  früher  spielte,  ist  jetzt 

1   „  .   2km7t     ^kn     ^      r 
o-2»sin cot — =1 . 

Hieraus  folgt  unmittelbar 

r  =  4  «  —  2/sin cot  — 1, 


„  n 


^   Datt  die  Fonktionen  Arctantao^  und  9  nur  für^  ^  9  ^  0    aber 
«•Mt  nicht  identisch  «od,  ist  leicht  in  sehen.    So  itt  s.  B. 

ArcUuitan(7r-|-9)  =  Arctan  (—tan  9) 

=  —  Arctan  9  =  —9, 

nd  dieat  itt  nicht  einerlei  mit  n\-if.  Um  daher  den  Sats  Arctantan9=:=tt 
anwenden  ta  können,  muss  man  sich  erst  versichern,  daM  9  im 
inten  Qoadranten  liegt,  und  diese  Nothwendigkeit  fahrte  oben  die  Ua* 

ttrseheidnng  der  vier  F&lie  hinsichtlich  —  herbei. 

88* 


(1.  h.  das  zweite  Theorem 
das»  -=^1-)--,  aifio  t/^ 


I  Eieenatcin;    auBderBoiUin 

var,    crgiebt  sich  oud  auch  dai 


ivobei  immer  A=I,2,3,....n — I  ist 


I 

1 


I 


lie  niedere  Feld* 
messKui      ,  erc  über  den  all- 

g^emeineren  Glelbraacli  des  Rückwärts- 
einscfaneldens. 

Von  dem 

Heim  Vermessungs- Revisor  Nernst 

XU  Bei*in  aof  der  la*el  Rügen. 


Es  ist,  bei  Detail-Vermessungen,  die  l^iig^  eines 
darch  Rtlcbvvürts -  Einschneiden  gefundenen  Punkte* 
leichter,  schneller  und  sicherer  7.u  cartiren,  als  ein 
auf  irgend  eine  andere  Weise  im  Freien  benlimmter 
Punkt. 

Bei  Delail-Vermessuniten  ist  es  an  sich  schon  vortheilhafl  und 
zweclcmässic,  auch  im  niirdiichen  Deutschland  wohl  fast  ohne  Aus- 
nahme ausführbar,  durch  die  ganze  aufzunehmende  Flur  wenig- 
stens eine  Hauptlinie  zu  le^en.  Man  bezeicl)oe  darin  alle  100, 
oder,  wenn  ein  sehr  zerschnittenes  Terrain  vorherf,  alle  50  Ruthen 
durch  ein  Signal,  A,  B,  C,  u.  s.  w.  Auf  dem  Papier  trage  man 
die  Hauptliiiie  auch  auf  und  errichte  in  jedem  Signalpunkte  darauf 
genau  eine  Senkrcchto. 

Wenn  man  nun  einen  Punkt  x  (Taf.  V.  fm.  '2.)  im  Freien 
durch  die  miislichst  kleinste  Mühivaltuug,  nSitilicR  durch  Messung 
der  beiden  \VinIfel  a  und  ß,  bei  nur  einmaliger  Aufstellung  des 
Instrumentes,  niso-durch  llückw nrtseinschneiden,  l»cf-tininit  hat,  so 
kann  man  auch  auf  dem  Papier  durch  die  denkbar  einfachste  Ver- 
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Tichtmig  die  Lage  des  Punktes  eeDaa  finden,  und  zwar  durch 
nur  swei  Abmessungen  mit  dem  Ziricel.  Nach  dem  Maass- 
«tabe,  der  der  neuen  Carte  zum  Grunde  gelegt  werden  soll,  und 
wonach  hier  AB  und  BC  100  Ruthen  Entfernung  haben ,  braucht 
man  nur  C6^  =  cotg|3  und  ^^'=cotga  zu  machen,  an  A'C  ein 
Lineal  zu  legen,  daran  ein  rechtwinldiges  Dreieclt,  und  dasselbe 
so  weit  hinzuschieben  9  dass  die  Schärfe  desselben  durch  B  geht, 
so  ist  X  der  gesuchte  Punltt. 

Für  die  Cotangenten  sind  aber  beicanntlich  schon  gute  Tabel- 
len yorhanden,  man  braucht  nur  die  Decimalsteiien  derselben  ent- 
sprechend zu  ändern. 

Hält  man  den  Gebrauch  eines  guten  rechtwinkligen  Dreiecks 
hier  iur  noch  nicht  delicat  genug  *  so  braucht  man  nur  auf  dem 
Papiere  ein  för  allemal  eine  Parallele  mit  ACy  in  dem  Abstände 
gleich  ^C  zu  ziehen,  und  dann  jedesmal  DE=CC*  —  AA'  zu 
machen ;  es  geht  dann  BxE  rechtwinklig  divch  die  Linie  A'xC  und 
der  Punkt  x  ist  durch  zwei  rechtwinklig  sich  schneidende 
Linien  bestimmt 

£s  giebt  noch  mehrere  elegante,   bisher  noch  nicht  bekannt 

Swesene  Constructionen  des  Punktes  x,  Taf.  V.  Fig.  3.  ent- 
It  die  Andeutung  einer  Construction,  wobei  zugleich  Controle 
der  Richtigkeit  der  Constmction  geg;eben  ist,  in  so  fern  der  Punkt 
jp  durch  drei  sich  schneidende  Lmien  auf  dem  Papier  gefunden 
wird.  Die  Leser  dieses  Archives  erlassen  mir  gewiss  gern  den 
Beweis  dieser  ao  sich  so  sehr  nahe  liegenden  Sätze. 

Es  ist  för  die  Entwickelung  der  höheren  Vermessungskunst 
gewiss  schon  vieles  geleistet,  verhältnissmässig  weniger,  scheint 
es,  für  die  niedere.  Diese  berührt  aber  vielfach  das  innerste 
Leben  des  wichtigsten  aller  Gewerbe :  der  Landwirthschaft.  Nach 
unserer ,  auf  viele  Erfahrung  gestützten  Ansicht  muss  die  Praxis 
der  niederen  Feldmesskunst  hiernach  eine  andere  Gestalt  gewin- 
nen, da  die  so  schöne  Operation  des  Rückwärtseinschneidens 
eine  bei  weitem  grossere,  ja  vielleicht  eine  ausschliesscnde  An- 
wendung erlangen  dürfte,  auch  besonders  auf  die  Bestimmung  der 
näheren  Punkte  des  Details  ganz  allgemein  würde  ausgedehnt 
werden  können.  Bei  Landesvermessungen  ist  es  im  Grunde  so 
wesentlich  nicht,  wie  viel  Stunden  die  Bestimmung  eines  Punk- 
tes kostet.  Bei  der  Aufnahme  von  Feldmarken  aber^  gegen  die 
Remuneration  von  1%  Sgr.  pro  Morgen  ^  wobei  Tausende  von 
Punkten  festgelegt  werden,  die  das  Mein  und  Dein  für  die  Zu- 
kunft documentiren  sollen,  ist  die  .Ersparung  von  Zeit  und  Kraß 
TOD  grösserer  Wichtigkeit,  um  so  mehr,  als  das,  was  durch  die 
Methode  gewonnen  wird,  wieder  zur  Erreichung  einer  grösseren 
Genauigkeit  und  Sicherheit  durch  bessere  Instrumente  u.  s.  w. 
▼erweoaet  werden  kann.  Bei  der  Aufnahme  sehr  vieler,  sich 
auch  nahe  liegender  Punkte  wird  sich  übrigens  der  Gebrauch 
guter  Sextanten  hier  empfehlen. 

Dass  es  nicht  nöthi^  ist,  dass  die  Signale  in  der  Hauptliuie, 
wonach  man  rückwärts  emschneidet,  gleich  weit  und  100  Kuthed 
▼on  einander  entfernt  sind ,  erhellet  leicht ;  man  muss  es  nur  so 
nnd  kann  es  leicht  so  einrichten,  dass  man  doch  durch  die  Multi- 
plieatlon  mit  nur  einer  Ziffer  die  Länge  der  entsprechenden 


•• 


8fmbT«chten  findet.    Läsen  z,  U.  A,  B,  C.  D,  E  und  Fin  eiwH 

.  aeraden  Linie,  wären  100  Ruthen  von  einander  entfernt,  und  man 
künnle  in  irgend  einen  zu  bestimmenden  Punkte  etwa  B,  l)  nnd 
£  nicht   sehen,    so    nären    die    enUprerhenden   Scnkrectile»    für 

,   ^=2.100colg«  und  filr  F=3. lOOc.tg^  lang. 

Aach  in  grCsserer  Allgemeinheit,  wenn  A,  B  und  C  nicht  in 
gerader  Linie  liegen  und  ungleich  »veit  von  einander  cnffemt  sind, 
aber  wenn  nvr  reckt  viele  Punkte  cartirt  und  nicht  mit  Zah- 

,  lau,  sondern  durch  Zeichnung  auf  dem  Puitiere  hergestellt  vrerden 
■ollen,  iet  die  Methode  von  aosnehmencler  Wichtigkeit.  Deim, 
wenn  nümlich  die~  Lage  dreier  Kirch  Ihi'irme  durch  niihere  Land- 
TermesHung    gefunden  wäre,    und   es  sollte  mfiglichst  schnell  und 

,  genau  die  ganze,    vielleicht  meilemveite  Umgegend  aufgenomoicn 

,  vrerden,  so  verlohnt  es  sich  der  Mühe  von  den  Entfernungen  AB, 
Sc  und  AC  lau  send  (heilige  lUaassiitäbe  zu  entwerfen,  wonach 
^nd  womit  man  dann  die  vorhandenen  Cotangenten -Tabellen  auch 
hier  ohne  weiteres,  ganz  analog  den  beiden  obigen  Fällen,  an- 
wenden kann. 

Von  praktischer  Wichtigkeit  Ut  hei  Detnil-A'ermessungeB. 
dass  man  tn  der  Ferne,  nämlich  von  den  aufzunehmenden  Punk- 
ten aus,  die  Nummer  oder  die  Identität  der  Signale  A,  JB,  C 
n.  s.  w.  in  der  Hauptlinie  genau  erkennen  kann.  Man  Itefestig« 
also  z.  B.  auf  den  Signalen  It leine  rotfa  und  weisse  Flaggen,  binde 
bei  den  ungeraden  Nummern,  also  hei  A,  C,  K  u.  s.  w.  das 
Rothe,  bei  den  geraden  das  Weisse  oben,  und  markire  dann  aus- 
serdem noch  nebenbei  die  je  dritten  Signale  durch  ein  zweites 
Zeichen,  z.  B.  ein  Strohbündcl,  so  kann  man  nie  darin  irren  und 
ftlso  richtig  die  Signale  wählen,  welche  die  günstigsten  Winkel 
gewähren.'  Bei  Veniachläsnigung  der  rechten  Handgriffe  ist  schon 
od  eine  gute  Methode  verkannt  worden.  Winkel  unter  '20"  müa* 
sen  bei  genauen  Detail  -  Vermessungen  am  besten  ein  fiir  atli 
ausgeschlossen  weiden,  man  kann  sie  auch  sehr  gut  entbehr 


Fachschrift  des  Herausgebers. 


1 


■  wird,  anil  v 
r  niedern  Feldmeiiknn*!  die  Hede  ist,  wohl  e 
Tein - geomelriiche  Auflruun^  der  BOgenonnlcn  Potlienot'ichrn  Aufgab« 
Aber  dM  Rücliivärtaeiriich neiden  durch  Iiloüie  Cnnstruclion  (aUo  Dioie&t- 
fich  Buch  ohne  nntniltelbaren  Gehraurh  den  siif  enanotcn  verjünglcn  oder  tnu- 
■endlheitiK'^n  Maaustahea)  oothalten,  la  Turdipnen  djeielben  dorli  gewU* 
alle  Beachlun^  und  weitere  inrfifBltif^e  Prüfung ,  weil  aio  von  pioMn 
Btaneo  herrfibren,  welcher  m!t  tanf;jnhri|;er  vielfacher  anl)  lifirhat  vnl- 
■Bitigcr  praktUrher  ErfahFung,  DamenClich  aarh  im  ßereicbe  der  Bin- 
dern Feldmetükunsl,  anerkannt  sehr  tüchtige  theoretiarhti  iDalhematiatlw 
KennlniMe  v orLindet.  Ich  möclite  daher  wohl  wünaehen .  dam  die  im 
Obigen  nicderi^eleglen  Bemerkung-en .  nonientlirh  von  lolehen  ,  die  ihrain 
'Berufe  nach  eioh  viel  inil  der  AntHihianir  praktiteher  Arbeiten  vi  be- 
•chäfCi^eu  haben,  inrgfältig  f^eprnft  werden  mnrhten ,  indem  ich  üb«r- 
■cD^t  hin,  daa«  nameattinh  die  lii*her  |;rnia(«ntbelL>  hrichaC  handwerki- 
oiäMig  betriebene,  und  lum  Theil   noch    gani  auf  dem  Standpuakle  d«r 
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Ür  ilir»  2(eU  nbrigoM  nr  nkht  la  Terachtenden  alteo  deotechen  Feld* 
nawgr  SchwoBier,  Peniher,  Zollniftiia  n.  ••  w.  tldiendo  akdov», 
FdtoaMliiiBat  aoeh  nmnoher  VenrolUcomnooiigea  .oidit  bloM  bedwl^ 
•Mdera  auch  Uhlg  ist.  Uebrigeni  halte  ich  mich  tat  Terpflichtet,  ut 
btmerken,  daii  diecer  Aufuits  «choa  seit  dem  24.  Mars  d.  J»  in  meineB 
Binden  Ut,  nnd  nor  zvfallige  Umttinde  «einen  Abdruck  bii  jetst  Tend- 
iert haben. 


Untersneliiui^en  lllber  die  Selten  nnd 
IFinkel  sphilriselier  Dreiecke,  Insbe- 
sondere In  Bezugr  anf  Ihre 
Differentiale. 

Dargestellt  von  dem 

Henm  I>r.  J.  Ph.  Wolfers, 

astronomischem  Bechner  an  der  Koniglichea  Sternwarte  zu  Berlin. 


§.  1.    lo  jedem  sphärischen  Dreiecke  ABC  (Taf.  V.  Fig.  4.) 
hat  man  bekanntlich  rolgende  Gleichungen: 

I)  cos  a = cos  A cos  c -f  sin  A sine  cos  il, 

II)  siDasin£r=siD6siD^, 

*)  6iBaeosJ?:=cosAsinc— sioAcosccoSi^, 

III)  sin^cotgJ9=:cotgAsiDe~cosrcos2i, 

**)  sin^^cosftscosßsinC-f  sinßcosCeoso, 

W)  eo8^=*— cofl^coaC-f sinlTsloCeosa. 

Die  Gleichung  (I)  dient  dazu,  um  die  dritte  Seite  su  besttn-' 
meo»  wenn  zwei  Seiten  uod  der  eingeschlossene  Winkel  gegeben 
sind.  Sie  ist  syinmetfbdi  nnd  Hast  sdcb  sogleich  dreirach  hin- 
schrtilieiiy  je  nacbdein  man  a,  6  oder  o  als  die  gesuchte  Seite  ansiebt 
Die  Gleichung  (II)  diient.^  dazu,  .um  entweder  eine  Seite  zu  be- 
stimnfen,  wenn  eine  zweite  und  zwei  Winkel,  oder  einen  Winkel, 
wenn  zwei  Seiten  und  ein  Winkelg^eben  sind.  Hierbei  sollen 
aber  im  ersten  Falle  die  gegebenen  Winkel  nicht  an  der  Seite  liegen 
nnd  im  zweiten  die  Selten  den  gegebenen  Winkel  nicht  einschlies- 
sen.  Mit  andern  Worten,  es  solfen  die  zwei  Seiten  und  Winkel 
•inander  gegenüberliegen.     Die  Form  dieser  Gleichung  ist  zwar 


I 
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eelir  eiiiTach,  aber  ketneswegc«  Byrnmelriach  hi  Bezug  &uf  etat 
der  dar'm  enthaltenen  vier.tirQasen,  iini)  sie  Ifisst  ^ich  dreifach  hin - 
ecbreiben.  Die  (wldchuni;  (")  ond  die  Vleicliiin^  (•*)  ist  nicht  f^eciff- 
net,  lim  (ut  sich  belractitet  aus  drei  !;ei;ehencn  Grössen  eine  rterie 
abzuleiten, 'indem  in  jeder  fünf  Stücke  Jea  Dreiecks  enthatlen  sind. 
Beide  Formeln,  von  denen  sich  jede  sechsfach  hinscbreibeD 
ISsst,  dienen  aber  sowohl  zu  manchen  analytischen  [Imformuncen, 
als  auch  im  Verein  mit  den  (rleicliungen ,  welche  »ir  mit  Zatilen 
bezeichnet  haben,  um  zwei  gesuchte  Stöcke  des  Dreieck«  auf 
einmal  zu  bestimmen. 

Die  Gleichung  {III)  lässt  sich  sechsfarh  hinschreiben  und 
kann  dazu  dienen ,  wenn  zwei  Seiteu  und  der  eiDgcschloseme 
Winkel  (ft,  c  und  vi)  ^e^eben  sind,  einen  der  beiden  andern  Win- 
kel zu  bestimmen.  Sie  ist  elienfaIJs  nicht  symmetrisch ,  weder  in 
Bezug  auf  eine  Seite,  noch  auf  einen  Winkel.  Die  Gleichuog 
nV]  ist  ivieder  symmetrisch  in  Bezug  auf  einen  Winkel,  und  sie 
dient  dazu,  den  dritten  Winkel  zu  bestimmen,  nenn  die  gegeo- 
Uerliegende  Seite  nebst  den  beiden  andern  Winkeln  gegeben 
itnd.  Diese  Betrachtungen  haben  wir  vorangeschickt,  um  an« 
d&rauf  beziehen  zu  köniien,  unsere  Aufgabe  sull  aber  nicht  i-eitt, 
aus  drei  gegebenen  Stücken  des  Dreiecks  die  andern  herxuleile.n, 
sondern  vielmehr  die  Differentiale  der  sechs  Grössen  mit  einander 
zu  vergleichen. 

§.  2.  Die  Gleichung  (IJ  ist  symmetrisch  in  Bezug  auf 
her  wird  auch  das  Differential  von  a  symmetriNch  aut^lallen. 
ferenttireo  nir  diese  Gleichung,   so  ernalten  wir  unniittelbai 


a)     sin  aäa  = 


[sinftcosc  — c(lsftsin^ 
srsin&coB^]f/c+sinA 
(*)  und  fU) ; 


ncBuiAdA; 


1)     rfa — cos  Cdb  4-  cos  Bdc  +  sin  csin  BdA. 


I 


Diese  Gleichung  ist  durchaus  symmetrisch,  da  sie  unverSa- 
dert  bleibt,  wenn  man  fi  mit  c  und  also  auch  ß  mit  C  vertauscht, 
und  sincsinA^sindsin  C  ist.  Die  Gleichung  (I)  wird  sich  daher 
auch  sogleich  dreifach  hinschreiben  lassen,  je  nachdem  man  da, 
db  oder  de  als  unbekannt,  oder  vielmehr  a,  b  oder  c  als  abbXn- 
sis  verfinderlicb  ansieht.  Das  zweite  Differential  von  «wird  eh««- 
I  falls  durch  einen  symmetrischen  Ausdruck  datgestellt  werden 
I  kSnnen.     Differentiiren    wir  daher   die  Gleichung  (a)  noch  einmal. 


n  tulda  +  cos  nrfn'  =  [cos  ti  cosc  +  sin  b  sin  ccos  A]  db* 
+  [cos6cosc+  sin  b  sin  c  cos  A]dc* 
—  2  [sin  Asin  c^  cos  b  cos  c  cos  A]  dbdi 
-\- '2  sia  6  sin  ccoä  Ad Adb 


und  da  nach  (I) 


4»i 

ffiU*=?eo80co8  C^b'^coHacoBSVc^-icosacosB  cos  Cdbdc 
-^icoBaBinJBcosCsincilAM-i-icosaBmcsinBcosBdAdc 
-i- €08  a  sm  d^  sin  B^dA* , 

ii  Hfilfe  der  Gleichung  (I) 

7)  nn  ocMa = cos  a  sin  C^</6^  -|-  cos  a  sin  B^d^ 

—  2  [sin  6s!n  c  |-cos6cos  c  cosA-{-coaaco8Bco8  C^dbde 
-f  2  sin  c  [cos  6  sin  A  —  cos  a  sin  B  cos  C]  dAdb 
-{■  2  [sin  b  cos  c  sin  il  —  cos  a  sin  c  ein  B  cos  £^]  fZ^<£c 
+  siu  c  [si  n  6  cos  ^  —  cos  a  si  n  c  sin  Ä*]  rf^*. 

Akr  nach  pi) 

610  b  sin  c  -f  cos  b  cos  c  cos  ^i  -f  cos  a  cos  £  cos  C 
=siD  6  sin  jp  4-  cos  a  cos  i4 — sin  6  sin  c  cos  2!^  -f-  cos  a  cos  A  cos  C 
=shi  6  sin  r sin  A^  -y-  cos  a^sin  J9  sin  C    (IV) 
=  sin  JBsin  Csin  a'  4-  cos  a^  sin^  sin  C    (11) 
=:sin  Asin  C 

''"«rner 

cos&sioil — cosasini?cosC=cosAsinC  (**), 

sin  6  cos  c  sin  2I  —  cos  a  sin  c  sin  i?  cos  B 
=  sin  £sin  a  cos  c  —  cos  a  sin  c  sin  ^  cos  B    (11) 

= sin  6  sin  £cos  C    (*) 
&iaiich 

^  in  6  cos  2I—  cos  a  sin  c  sin  ^ = sin  b  cos  i4 — sin  6  si  n  C^cos  a  sin  ^  (11) 

=  — sin6cosÄcosC.    (IV) 

Substituirt  man    die    eben    gefundenen  Werthe  in  die  tilei- 
^iiig(]f)  und  dividirt  hierauf  mit  sina;  so  erhält  man 

^  dda = sin  C*  cotg  adb^  +  sin  i?*  cotg  arfc* -. dhdc 

Hill  A  fi|n  f*  COS  ^3  COS  « 

^sinil  cos  BdAdb  4-  2sinilco8  CdAdc ; -flA^, 

'  sina 

{.  3.    Um  die  Gleichung  (II)  bequemer  zu  differeptiiren^  neh- 
wir  die  Logarithmen  beider  Glieder ,  setzen  also 

log  sin  a + log  sin  B  =  log  sin  b  -|-  log  sin  A , 

MB  unmittelbar  durch  Differentiation  folgt: 

3)    cotg  ada  +  cotg  BdB  =  cotg  bdb  +  cotg  AdA, 
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Es  ist  gleicbgiiltig,  in  Bezug  auf  welcbe  der  beideo  8«il 
od^r  Winliel  man  diese  Gleichung  auflösen  will;  das  Resulta..^ 
(S\\t  nicht  symmetrisch  aus.  Wir  stellen  daher  auch  nicht  di«^ 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  dar,  tbells  weU  nicht  hec 
vorgeht,  weiche  £ei  Grossen  man  als  orvariabel  anseh«i  solT 
theils  weil  das  Differential  zweiter  Ordnung  von  einer  S^te  od(~ 
einem  Winkel  sich  nur  durch  einen  weitläufigen  Ausdruck 
stellen  lässt.  Um  hiervon  eine  Andeutung  zo  geben,  bemerk^v 
wir,  dass  z.  B. 

-.    -,       cos6*— cosa*  ,,«  .cos-4^ — cosa*,.«    cosÄ*— cosa*  _  — ,_. 
'  oosci^smo^  '    cosa^sm^^  cosa^smiD* 

>2cotg6cotg^  2cotg6cotgg  rf^rfg_2cotg^cotgg  ^^^ 

cosa^  cosa^  cosa* 

folgt 

§.  4.    Wir  gehen  nun  zur  Gleichung  (UI)  über,  haben  also 

sin  ilcotg  ir=co^  6  sine — cos  ecos  ^ 

zu  differentiiren,  und  erhalten  unmittelbar 

cos  A  cotg  ^dA T—äjfmdß^= ^—iä  db  +  cotg  b  cos  cdc 

4-  sin  c  cos  Ade  •{■  cos  c  sin  Ac^A 
oder 

-^     sin^  j-,     cos^lcosB— coscsin^einfi  -  -  ,    sine   _. 

o)    -: — BfidiS=^        —  -,^  i> aA-f-—, — j-^db 

'    smÄ*  smii  '  sm6* 


Da  aber 


cos  b  cos  c  -|-  sin  6  sin  c  cos  A 
sin  6  ^ 


sin.^  _      sing  sine sinC 

sinÄ^-sin^sinÄ  ^^  sin 6« "sin 6 sin Z^  ^"^* 

cos^lcos^— sin^sinJBcose  =  —cos  C  (IV) 


^c. 


und 


cos6cose-f  ^nA sine  cos  ^1=1  cos  a    (1); 
so  erhalten  wir: 

5)    sin  adB=i  sin  Cdb  —  cos  a  sin  Bdc  —  sin  b  cos  CdA. 

Diese  Differentialgleichung  erster  Ordnung  habe  ich  gar  nicht 
allgemein  weiter  differentiirt,  unten  werden  wir  aber  bei  emen 
Beispiele  Gelegenheit  erhalten^  das  Differential  zweiter  Ordnung 
einer  bestimmten  Seite  herzuleiten. 
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$.  5.    DUrereDtiireD  wir  die  Gleicbung  (IV) 

€08  A^=^  —  cos  Bcos  C-f-siD  B  sin  Ccos  a , 

crbatten  wir  unmittelbar 

m)  sIb  AdA  =  —  [sin  B  cos  C-^  cos  Asin  Ccos  a]  <££^ 

—  [cos^sin  C-f  sin  ^cos  Ccos  a]df  C-f-sinfisin  Csiu  ada, 

sIjso  mit  Benutzung  der  Gleichungen  (^*)  und  (II) 

6)    dA = —  cos  cdB  ^—  cos  6<£C -|-  sin  6  sin  Cda. 

Da  siD6sinC=sinc8in£  ist,  so  kann  man  b  mit  rund  J9mit  C 

▼eitaaschen ,  ohne  dass  die  Gleichung  eine  andere  wird.    Um  nun 

das  zweite  Differential  von  A,  in  Bezus  auf  B,  C  und  a  als  Ur- 

▼ariabele   zu  erhalten,    differentiiren  wir   die  Gleichung  (je)  noch 

^nnal  und  erhalten  so  unmittelbar 

Q  mAddA -f-co0i4e{^^=—  [cosAcos C— sin i?sin Cco8a\dB* 

—  [cos  Bcös  C — sin  ^sin  Ccos  a]  dC^  • 
■\-  2  [sin  Asin  C— cosl?cos  Ccos  a]  dBdC 
+ 2  cos  B  sin  C  sin  adBda 
-f  2siD  jffcos  CsinadCda 
+  sin  Bnn  Ccos  ada^. 

Da    aber  nach  (6) 

cos  AdA*= cos  A  cos  c*rffi*+cos  A  cos  VNLC^ 
+  2cosAcoabco8cdBdC 

—  2  cos  A  cos  c  sin  6  sin  CdBda 

—  2  cos  ^  cos  6  sin  b  sin  CdCda 
+  cos  /4  sin  6*  sin  C^da^ ; 

so  erhalten  wir, 'wenn  wir  diesen  Wertli  in  {Q  substituiren,    weil 

cosAcosC — sin ^ sin  Ccos a-|-ooSil cos c^ 
=  —  cos  A  +  cos^l  cos  c*  (IV)  = — cos^l  sin  c*, 

cosJ9cosC^->siD^sinCcosa-|-cos24cosA^=— cos^lsinA^,    (IV) 

sin  B  sin  C — cos  B  cos  Ccos  a  --  cos  A  cos  b  cos  c 

ssinJSsinC— sin^sin  Ccos  a' -^  cos  ^  cos  a— cos  ^1  cos  6  cos  c  (IV) 

=  sin  B  sin  Csin  a*  -f  <^os  i^^sin  b  sin  c    (I) 

=  sin A  sine,    (II) 

cos  Asin  Csin  a  -f  cos  ^1  cos  c sin  £sin  C=  sin  Ccos  b  sin  c  (*) 

=  sina9inilcofl6    (II) 


ainBcoaC»\na^-f:osAco»bs\nbe\nC 
=  min  Blum  acanC-i  Hill ctioabcnsA]    (U) 
—sinBcoscs'mb  (*)  =siii jicoscslnu,    (II) 


in  Ccos  a —  cos  .4  «in  &'aiii  C 

mCsitiB  [cosa  —  smlisincnoeA]     (II) 

=siiiCfiin  Bcosficonc;    (I) 


7)    MA=e«tgJiiviif 

1«/ 

"»"'C"+    .1»^    ''««■ 

+'_>8liiacosÄrfÄi/. 

'''•+              s,uA                ''«*■ 

§.  (1.    UiT-  Ji- 
f.inein  Beixn 
Itertiner  -'•• 
den  in  < 
de<  Hin: 
«el  m,  .,^ 

liencilde  Ejiociio  uhzuhbubu 

lügen,  «Tfihlen  wir  nach  dem 
en  Saturiis-liin^  aus.     INach 
hrten  Angilben  Ut  die   Lage 
en.     Dnrt  ist  sie   nacli  Bes. 
rar  ein«  iinseter  Zeit  näher 
^\r  für  1«40: 

den    aufsteigenden  Ifnoten  des   Saturns- Ringes  auf  d<>r 
beweglichen  Ehene  der  Ekliiitik  =  löT^^il'  7","4+-lü",4»r2  /, 
NeiguHR  gegen  dieserhe  =2H">10'30",7— 0",:töO  t. 
Schiefe  der  Ekliptik  =23"27'36",5— 0",457  (; 

fi  Jahren   anNgedrOckt ,    von  ISIO  an  gerechnet  wird.     Wir 
Lage   deis    Ringes    gegen    den    Äequalor    bestimmen. 
Fig.  S.; 


..age   dl 
1  Taf.  " 


W=167"24'7",4  = 
I  =  28  10  30,7- 
E  =  23  '27  36,3= 


so  ist  die  .\ufgabe  lY^v,  a  =  b  und  ('  =  lfiO"-  A  durch  Keihen 
zu  hrstiminen.  Für  /.^=U,  als»  1840,  erhalten  wir  ungleich,  mit- 
telst iler  i»  jj.  1.  aufgestellten  (>1eichungen: 

JV'=  124<'3'2'25",2; 
t'=      7  n    40,2; 
(0=     43  46      3,ö; 
und  nach  dem  Taylnrschen  Satze  ßr  ein  uiibeäliinnites  t 


4^7 

(,")=£' +  «.^  +  41«-^. 

Wir  müssen  also  die  Werthe  der  in  diesen  drei  Gleichungen  cnt- 
tenen  Differentialquotienten  erster  und   zweiter  Ordnung,    aus- 

Irflckt  durch  ^=  +  46",462;  ^=-a",350  und  ~J=:— a",457, 
timmen. 

6.  7.    Um  -TT-  und  -rr  zu  bestimmen,   wenden    wir  die  aus 
^  dt  dt 

)  abgeleiteten  und  (5^  entsprechenden  Gleichungen: 

,.       sinZ?co8c  ,     ,  sine   .•,,.,     ^    Ain 
ab  =  — ; — 5 —  da  +  -; — li  dB  +  sin  6  cotg  AdL 
sin  A  sin  A  ^ 


j        smCcosb  .    ,  sin 6  ^       ,         .    ^,i> 
rfc  =  — T-  . —  da  +  — — j  dL  +  si  n  c  cotg  AdB 
sinil  ■  sin^  ^ 

di* 
Zur  Bestimmung  von   ^r   wenden  wir  die  aus  (IV)  erhaltene 

Ichung  (6)  ^' 

dA=—coBcdB — cos  6rfC+ sin  6  «in  Crfa 

Da  nun  ^=180® — i',   so  wird  dAi= — rfi',    cos  ^=— cos  t', 
i=$ini'  und  cotg^=:*— cotgt';    also 

.      ,        sintcosiV'  ,_- .  siniV  ,        .  .    .,,. 

fi)    rf(ö= -—r, —  rtiV  +  — r— Traf— Sin  cocotgi' ai, 

'^  sinr  sinr  " 

ö)  dN'  = r--»—  aiV+  — -;7  df  —  sin  iV'  cotg  i'ai> 

'  sinr  sinr  ^ 

x)    di'  =  cos  iV'rfe + cos  adi — sin  co  sin  idN, 
Wendet  man  die  Zahienwerthe  (§.  6.)  an,  so  erhält  man 

^^=-85",327,  ^=+127",243  un'd  ^=-.l5'M68. 

Um  nun  auch  die  Differentialquotienten  zweiter  Ordnung  zu 
immen,  differentiiren  wir  die  beiden  Gleichungen  (rj)  und  (0) 
I  einmal,  und  erhalten  so: 

,,        cosf.cosiV'  ,   ___     siussiniV'  ,,«  ,-r 

k)    dd(o  = ^-Tf dtdN ,—.} —  dN'dN 

'  sini'  sini 

sin  «  cos  iVcotg i'  , ./ ,  mr  ,  cos N'  ,  ,„  , 

r-T7 — ^^  di'dN  +  — r-v-  AN  dl 

smt  sint' 

8iniV^cotgt\,,,,_      _.._.^./.     ..  .    s«"» 


sint 


r-^^—  c/«'rf£ ' —  cos  fi9  cotg  i'dtodi  +  -? — v«  rf*  ^*> 


49» 


n)  ddN' 


eosieoBta  , 


Bin  icoaiaeotgt 


isiVcotgt'diVA" 


inJV' 


di'di ; 


und  zar  BeetimmuDi^  von  ddi'  nacti  (7) 

v)     ddi' =cotg  i"  sin  N'^de*  +  cotg  i'  sin  »"rf  t* :— j 

^'iainNcosadcdTf  —  SeipiVcosiVt/iV/A' 
_c..»...Jf'.m,.i„,-^^^ 


Wegen   der  gefingen  Grüssc    der  Werthe  von  di 
xi  keinesweges  nütnig,  die  Glieder  in  den  drei  aelui 
chungen  zu  benutzen,  welche  eines  dieser  beiden  Differentiale  zum 


Faetör  hüben ;  das  Endresultat  wird  ibulurch  ear  n 
deutend  uflicirt.  Ausiserdem  ist  zu  bemerken,  da; 

Dil 


-0",0608I ; 


uht  nder  ga»2  unlie- 
ijcdei^Ulied  mit 
iaiquotienten  in 
1  in  Tbeilen  des 
RudiuE  ausgedrückt  werden  nmss.  Wir  wollen  bier,  der  VoU- 
elüiidj^keit  wegen,  die  erhaltenen  Zahieowerthe  alle  darstellen 
und  erhalten  datier  ; 

^ =+ 0,00043  -  0,07468—0,04897+0.00128—0,00174 

+  0,00083+a00n3  =— 0',I2162 
,  ,  ddm 

'^=-0,00040  +  0,03001  +  0,07335  +  0,00109-0.00146 

—0,00098  +  0,00134  =  +0'.12295 
ddlf 


und   ; 


=+0',0614«; 


dd,- 


^  =  + 0,00001  +  0  -  0,00007 + 0,00003— 0,00002  +  0/«»47 

=  +  0',00642  und  i  ^  =  +0"J00321. 

W^r  erhalten  demnech  nach  ^  6. 

(iP)  =  124«52'  2S',2  + 127",243 . 1  +  r,06148 .  (•, 

(i')=     7  12    40,2—     15,168.1+   0,00321. (•, 

(»)=  43  46     3,6—     86,327. (—  0,06081. (•. 

Offenbai  würden  die  zweiten  Differentialquotienten   tii«t  unverän- 
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dert  geblieben  sein,  weno  man  in  den  beiden  ereten  Fonneln  nur 
je  zwei,  in  der  dritten  nur  dae  eine  beträchtliche  Glied  allein  be- 
rechnet hätte.  ^  Noch  mehr  wurde  eine  solche  Beschränkung  rath- 
sam  üein,  wenn  man  auch  die  dritte  Potenz  von  t  benutzen,  also 
die  Differentialquottenten  dritter  Ordnung  berechnen  wollte,  was 
wir  aber  hier  unterlassen.  Statt  dessen  wollen  wir  im  folgenden 
Paragraphen  zeigen,  wie  man  auch  das  Hauptglied  der  Nntation 
anbringen  i^ann.  ' 

^  8.  Bezeichnet  fl  den  aufsteigenden  Knoten  der  Monds- 
babn,  so  ist  das  Glied  der  Nutation,  welches  N  hinzuzufügen  ist, 
=  —  10^,783  sin  ^  und  das  t  hinzuzufügende  = -f  8^977 cos  ft. 
Wir  haben  daher,  mit  Bezug  auf  die  Nuüttion : 

.    . 

rW=  —  ^^^^^^16^7838iuJi-siniV'cotg£' 8^,977  cos  Ji, 

smr  .  r>        »  *-'       » 

dl'  =  cos  N' .  8",977  cos  Sl  -J-  sin  w  sin  i .  16'',783  sin  ft , 

,        sinN'„g^,^        ^      sine  cos  iV'-^^oo   i   n. 

d(o  =    .    .;  8^,977  cos f) .-t^ — 16,783  sin ft ; 

sinr       '  ^  sini  *• 

oder,  weton  man  mit  obigen  Werthen  die  Rechnung  anstellt, 

I)  diV=:— 58V207cosft-46^589sinfi 
=+73'',938in(«+231o56',0), 

n)    di'  = — 5,133  cos  ü  +  5,482  sin  ft 
•     =—7,51  sin  (tl  +  136O53',0), 

q)    do>=  4- 58,670  cos  ^-1-30,434  sin  ^ 
=  +  66,09  sin  (ft +620  354). 

Diese  Werthe  müssen  den  obigen  Ausdrücken  für  (iV) ,  (i')  und 
(&)  hinzugefügt  werden,  um  auch  die  Nutation  anzubringen.« 

$.  9.  Zum  Schlnss  dieser  Betrachtungen  stellen  wir  die  Ter- 
schiedenen  Gleichungen,  welche  wir  bisner  untersucht  haben, 
übersichtlich  zusammen: 

I)    eos azscos  6 coe  c  -|-  sin  ^sin  ccos A, 

da = cos  Cdb  +  cos  Bdc  -f  sin  c  sin  BdA , 

dda = sin  Ccotg  ac?6*+sin  Ä*  cotg  adc^ .  — —dbdc 

-f  2  sin  i4  cos  BdAdh 

■  o  •     A       ^JAJ       sinAsinccosÄcosC  -  .. 

-f  2  sm  ^  cos  Cd  Aue -, dA\ 

sma 


,:«.}( «rffl  +  cotgBdB=i:at^f>ilh-i^cotgAdA, 

CO,  IP- CO,«'            2calg6cotg/l 

^-isü^^Mas    ''-'"'^i'^'^äA.IS-n, 

•)    sinacoi  **— '■-•—-     -s-i-- 

srcoS'i. 

III)    HtnAvot 

»madB^ 

firfc-8iD«cosC»W. 

**)    Mii^eoeft^ 

cos  Ccosa. 

(V)     eo8^=  — 
dA=- 

iltlA=cotgA»\ 

nCcoaa, 

ein  bsutCda, 

la  cos  crWila 

Allgemeine  Transformatlonsformeln 
fttr  grewisse  Integrale- 

Herrn  Professor  Dr.  O.  Seh  15 milch 

an  der  Univenltit  lo  Jena. 


Ir  einem  nieiner  fTtiheren  Aufsätze  habe  ich  gezeigt,    dass 
■ich  die  Werthe  vieler  Intefjrale  von  der  Form 


/" 


q>(x)dx 


dmch  Zerlegung  dee  IntegntioneiDtervalles  in  andere  und  klehiare 
Interralle  bestfsimen  lassen.  Indem  man  setzt 

/      q>{x)dx:=i  I     q>(x)dx+  i.     q>(x)dx+  f     (p{x)dx  +  ..,. 

(«<j3<y<(J....) 

und  jedes  einzelne  Integral  einer  passenden  Transformation  unter- 
wirft. In  neuerer  Zeit.  Hess  mich  ein  Blick  auf  mehrere  eelegent* 
lieh  entwickelte  Reihensumniiruns;ei)  erkennen,  dass  sich  jene 
Methode  auf  Integrale  von  sehr  allgemeiner  Form  anwenden  lässt 
ond  dabei  zu  äusserst  fruchtbaren  Keduktionsfonneln  führt,  die 
eioe  Menge  mehr  oder  weniger  bekannter  Resultate  als  gana 
•pezielle  Fälle  in  sich  enthalten. 

Den  nothigen  Apparat  verschaffen  wir  uns  auf  folgende  Weise. 
In  der  bekannten  Gleichung 


lei  x  = 


y-fr  V  —1;    an  die  Stelle  von  sino:  tritt  dann 


(1) 


f +  e-^  . 


2 


smy  +  V  -I 5 — cos.V; 


ond  wenn  man  jetzt  die  nach  der  Formel 

l(a  +  ß  V^)^i/(a*+/5*)  +  V^  Arctan  J 

leicht    entwickelbaren    imaginSren  Particcn    von  (1)  mit  einander 
▼ergleicht,  so  ergiebt  sich  auf  der  Stelle: 


Arctan  \-F^rp?^^^^J 


TT  T 

= Arctan Arctan + Arctan  — t—  — .... 

Durch  Differenziation  nach  y ^findet  man  hieraus,  wenn 


(2) 


j  = 


e^  +  e-' 


(3) 


AbkOrzung  gesetzt  wird: 


j*cos^  +  sin^ 


r 


W 


Theil  \. 


29 


(6^ 
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Differenzirt  mao  dagegen  die  Gleichiiiig  (2)  nach  r  und  beieidM 

wie  folgt : 

so  erhält  man  nicht  minder  leicht 

^^tany    y  ?r  — y 

j«+tan^^ra+y*""ra+(75-y)« 

. ^+y    ^ 

+  ra  +  (7r+y)« 

Ganz  ähnliche  Transformationen  sind  anf  die  Gleichung 

-/l  +  cosar\ 
\      2       ^ 

=  2/(l-|)+2/(l+5+2;(l-^+2/(l  +  g)  +  .... 

anwendbar;    für  a?=:y+rV^— 1  und  darch  Vergleichung  der  i^ 
ginären  Partieen  beiderseits  ergiebt  sich  nämlich 

Arctan(-,-^~^tany) 

T  T  T 

=  2  Arctan 2  Arctan  — , K2  Arctan  ?r-  —  —  .... 

TT  — y  «  +  y  "^^ — y 

Addirt  man  diese  Gleichung  zu  der  unter  NcT.  (2)  verzeichneteo 
und  wendet  dabei  auf  der  linken  Seite  die  Formel 

Arctan  a+ Arctan  ß = Arctan  ^__  q,  (aß  <  I) 

an,  so  gelangt  man  ohne  Schwierigkeit  zu  der  Gleichung: 

-7C-; )=:  Arctan  -  +  Arctan 


r  T 

—  Arctan  — i Arctan 


Ä+y  2»r— ^ 

wobei  das  Vorzeichen  von  Paar  zu  Paar  wechselt.  Setzt  manKtf^ 
Abkilrzung 

und  differenzirt  jene  Gleichung  nach  y,  so  wird 
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pco&y 
r 


r^^y^     rH(^-2^)^     r2  +  (^+y)*     f  (8) 

■^  r«  +  (27r  -  3^)*^"  +  r2  +  (27r +y)^ 


Dsrch  DiffereneiatioD  der  obigen  Gleichung  nach  n  wobei  man 

qz=i\{^-\-e-r)  (9) 

tzen  kaon,  ergiebt  sich  dagegen  nicht  minder  leicht: 

ysiny     _      ^        ,        ^—y 
q^  —  cos  ^jf     y*  -f-  y*  ^  r*  +  (tt  — y)* 

_         n^-y 27r-y V        (10) 

+ 

Die  so  eben  entwickelten  Sammenformeln  (4),  (6),  (8)  und  (10) 
ihren  nun  zu  eben  so  viel  Transformationen  bestimmter  Integrale. 
n  kurzer,  aber  wohl  genügender  Andeutung  ist  der  dazu  nöthige 
)alcül  foJgender. 

I.    Wir  betrac|iten  zunächst  das  Integral 


/\-^,F(tau».). 


voria  F  eine  ganz  beliebige  Funktion   bezeichnet     Zerlegt    man 
^iaaaeibe  nach  dem  Schema 


zn 


Xdx=  I     Xd.x+  I      Xdx-k^  I     Xdx^..,. 

0  «/  0  V   iE  «/  ^ 

■n  eine  unendliche  Menge  anderer  Integrale,    die   sich   sämmtlich 

^  das  Integrationsintervall  5-  beziehen,  so  lässt  sich  leicht  eine 

*Ar  fruchtbare   Transformation  vornehmen,    welche    allen  jenen 

l^^alen  die  gleichen  Integrationsgränzen  0  und  ^  verschafft.  Man 

J^e  nämlich  im  ersten  Integrale  a:=y,  im  zweiten  ar=7t--y, 
^  dritten  :r=^-f  v,  im  vierten  x=^2n—y  u.  s.  f.,  so  erhält  man 
4ne  alle  Schwler^keit: 

«9* 


IM 


1 


WeDdet  man  auf  der  rechten  Seile  den  bekannten  Satt 

«ö^+/^rrfy+  /^   trdy+....~J^   (K  +  o  +  w  +  ....)rfj^ 
nn  I   so  übersieht  man  ;,    äasa   man    die    Gleichung 


worin    V  die  Sum  Reib« 

r       .  T 

pf^s  *■  '  +  («+»)»"*'"■' 

bezeichnet.  Da  wir  aber  diese  aumme  vermitge  der  Gleichung 
(4)  bereits  kennen,  »o  ergiebt  eich  jetzt 

nnd  einfacher  fdr  tan^=!: 

Die  Frachtbarkeit  und  der  Nutzen  dieser  Formel  werden  gleich 
einleuchten,  wenn  man  beriicksiibtigt ,  dai^  die  linke  Seiten  gonio- 
metrische  und  algebraische  Ausdrücke  zugleich,  die  rechte  Seite 
aber  nur  die  letzleren  enthält,  dass  srch  mithin  der  Werth  des 
nach  :  genontniene»  Integrales  in  vielen  Falten  ohne  Schwierig- 
keit bestimmen  lassen  wird, 

II.    Behandelt  man  auf  ganz  dieselbe  Weise  das  Integral 

worin  f(u)  eine  Funktion  bezeichnet,  welche  die  Eigenschaft 
f(—u)^  —  f{u)  besitzt,  also  mit  tana:  gleichzeitig  ihr  Vorzeich eu 
wechselt,  80  findet  man 


I 
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die  Summe  der  Reihe 


^— y      ,      ^+y 


Da  Dach  No.  (6)  diese  Summe  belcannt  ist,  so  folgt  jetzt 


TT 


=^f,'^^^F(t.n-y)r(t.n„)dy, 


taDjf=z,  also  ,iy=:Arctanz: 


0    ;5q:^4^(tan»x)Atan«) 
0     (7+i^«+-i5)''<''>/'«- 


(12) 


Geht  man  von  dem  Integrale 


/ 


r^  +  x^ 


F(&in^x)f{co8x) 


verwandelt  sich   dasselbe  nach  der  bisherigen  Methode 
r  Berücksichtigung  der  Fprmel  (6)  in 


/. 


n 

*     pcosy 


0  ^^TiS^''(«"^)A<=*"'3')''»' 
iioy=z«  also  cosydy^^dz,  wird  jetzt 

j5qp^  F  (sin  *a:)  Acos  a:) 


(13) 


0   P*  +  » 


imer /*(!!)  die  Eigenschaft  f( — «) =  —  /(«)  besitzen  muss. 
Wendet  man  endlich  dieselbe  Methode  auf  das  Integral 

-äq;^  F(co8  ^x)  /"(sin  x) 

limmt  auf  die  Formel  (10)  Rficksicht»   so   geht  dasselbe 
in 


f. 


^^^^f(^""''y)f(»''}i)'^y 


.      US 

über,  und  mittelst  der  Substihition  CDiiy=i  ergitbt  tAA 

Um  die  Leichtigkeit  zu  zeieen,  mit  nelcher  die  Formela  (II). 
1).  (13),  (14)  zur  Kenntniss  hestimmter  InteRrale  fuhren,  wol- 
I  wir  ein  paar  Beispiele  entwickctn.     Setzt  man  iti  No.  (11) 

■u  geht  das  nach  t  gei  ^al  in 

.    ,  I  \ .    ™  1 

V.    ferner  ist  i  uod  folgilicb 


wofür  man  auch  scdreiben  kann 

(l+coe2a:)  .  « 

der  Werth  des  ersten  Integrales  links  ist  aber 


1 


/• 


/>•     Ttfa 


und  durch  Transposition  desselben  wird  jetzt 
wir  , 


/' 


wie  man  vermOge  des  Werthes  von  t  leicht  findet.  Für  a:=:ibt, 
r:=iaö,  wo  nun  6  eine  positive,  von  Null  verschiedene  Grösse 
Min  muss,  findet  man  hiemDS  noch 


/• 


wie  man  schon  aus  anderen  Cntersucbungen  weiss. 
Niiamt  man  in  der  Gleickung  (13) 

H-oduTch  die  Bedingung  /(— 1)=— /"(i)  errdlf  ist,  go  wird 
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und  daraus  erhält  man  sehr  leicht 
oder  fiir  x=ib2,  r  =  {ah: 

Die  Gleichung  (12)  giebt  ferner  fär  F(2>)  =  I,  /'(z)  =  i: 

y**a;tanar  ,   w 

und  fSr  F(2*)=I ,  /•(2)=*  : 


/ 


*  orcota:    .   TT 


woraus  für  x=bz,  r=^ab  folgt: 


®  7  tan  6:  ,  n 

-ö(lz  = 


„     o2  +  z«"*~e2a64.i' 


*  -cotÄi  -  jr 

a2  = 


o*  +  2«  e*«*— 1 

Nimmt  man  nur  etwas  allf^emeinere  Formen  für  die  willkuhr- 
lichen,  in  unseren  TransforraationstbeoremeD  vorkoromenden  Funk- 
tionen, so  gelanet  man  mit  der  grussten  Leichtigkeit  zu  neuen 
Resultaten  von  olt  sehr  eleganter  Gestalt.    So  z.  B.  «m  vtk  No.  (11) 

80  ist 

/»•  r{(l  +  A»tan«x)  /»*     tdi    ,,,^„,. 

Den  Werth  des  Integrales  reehts  findet  nmn  sehr  rasch  auf 
folgende  Weise.    Sei 


V('')=f^ 


*    sdz 


HO  folgt  durch  partielle  Differeoziation  nach  k 

dk    "/o    i»+i*   l+AV 


iMncnfcs  t»clits  iai 

snvAdkbeu  Mittel  findet.    Es  Tolgt  jetst 
»B=/*f^rf*  =  ?r/(i+*,)  +  Const- 


1— <l»l'an^r) 


lelichen    BpileutUüR   von   ^(A)  die  fie- 
let,  so    ergiebl  sich    Coiujt.=0   uml 


rfx=,/(I  +  t  — -^^. 


^^^«■^■f  4iwfe«i  Verfabrens.    Man  liadct  nämlicb 
^Ikitt»  Ihiwifci  bssea  sich  unter  der  sehr  elegaoten  G^stait 


Herr  Prof.  Gnd 


mann  für  die  Auadrücbe 


er—e-T      gr-fe- 
f'  +  e-r'    c— c 


mCM''>  @in''>  tCanr,  Cof  eiD^führl,die,*n  paMcod 
«tA  M*  ■*■'"■'  ?■<=!■'  £<■'  ■"<  Drucke  auinehmcB.  Viel- 
h  liÄ  i>  diwer  llinticht  die  Beieichnang 


Mli^r,  whpr,   tgbpp,  cthpr, 


■uk  idlki  ^bM  ••  t**  •Awlt''  "'•  dracken  IümI.  Der 
^^  ^^  ,,^  I  itirtiT  dl«w»  dann  iioiner  drei  Buchi 
C*-.*»  •»*•  *■  fc™.rhoIi.chen  Funklionen.  A 
*"V  ^^  J«c*l>t  «M  ßeieichnnng  der  nmgekc 

^tXSwTl»»«'»«**''*  **■"  U  =  Fix,c')'\  an. 


Bezeichnung  ■in, 

itaben  den  gonio* 

Auch  achlicMl  sich 

igekelirIeD  elliptiicfaea 
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Für  tri=zb2,  r=o6  ergeben  sich  hieraus  die  etwas  allgemein 
Deren  Gleichnngen 

ga.^^a rfi=jrf[l+*tghp(a*)]. 


P*  aHl  + 
J  0  ä 


^^~^dz=«l[l  +  *cthp  («6)]. 
?iimmt  man  z.  B.  k=l,  so  erhält  man  sogleich 

fde  anf  anderem  Wege  Bidone  in  den  Mi  sc  eil.  Taur.  gefanden 
hat.  Man  darf  hier  aber  nicht  21  cos bz  für  lcos%2  schreiben  wol- 
len,   da   diese  Funktionen  nur  för  positive  cosft:,    also  nur  von 

x=:  — ÖÄ  ^>^  ^^^qZ  identisch  sind ;  eben  so  wenig  darf  man  /sin^z 
durch  2/ sin  6z  ersetzen,  da  beide  Funktionen  nur  von  z=:0  bis 
2  =  7-  zusammenfaDen. 


Bemerknngreii  ttber  elnii^e  bestimmte 

Inteirrale. 

Von 

Herrn  Wilhelm  Mosta, 

LehramU-Candidaten  zu  CasaeL 


1. 

Zur  Entwickelung  der  bestimmten  Integrale 

/**  rSx         ,    /*«   .  xSx 

,  ^^"^rq::^^  ""Vo  "*°^rq^«' 


4S0 

w«lobe  Buerst  von  Lapiaeti  giegebeo  wurden^  hat  man  fersdiie* 
dene  Wege  eingeschlagen,  von  denen  wohl  der  als  d«r  eiiifacha^ 
bezeichnet  werden  kann,  auf  welchem  man  das  bekannte Theoren^ 
von  Fourier  zu  Hülfe  nimmt  *). 

Weniger  Methoden    der  Hericitung  der  Werthe  von  den  öl»- 
gen  der  Form  nach  sehr  ähnlichen  Integralen 

y^*                rdjp         ,   /**   .           ^8^ 
cosax-ö 5  und  /       sidoj?-« «> 
o                r^  —  x^         J  o               r'— j:^ 

welche  zuerst  der  italienische  Geometer  Bidone  gefunden  b^t, 
ftind  bekannt  geworden  und  unter  den  bekannten  keine,  welche, 
was  Kürze  und  Einfachheit  angeht,  der  obigen  zur  Seite  gesetot  ' 
werden  könnte.  Vielleicht  wird  doshalb  die  folgende  Art,  ^iir 
Kenotniss  dieser  bestimmten  Integrale  zu  gelangen,  die  sich  durch 
ihre  Kürze  und  dadurch,   dass  sie  bloss  das  bekannte  Integra,! 


/ 


®  sin  ax  ^   jt 


als   bekannt   voraussetzt,    empfiehlt,    hier   nicht  am    unrichtigen 

Platze  stehen. 

/**  rbx 

Betrachten  wir  das  Integral  /      cos  ax  ^__  -y  so  erhellet  leicbt, 

dass  selbiges  durch  Zerlegen  des  Nenners  iiRtet  folgende  Foroi 
gebracht  werden  kann : 

\J  o      r+x        ^  Jo      r-'X 

Fähren  wir  jetzt  im  ersten  Integrale  auf  der  rechten  Seite  ei^ie 
neue  Veränderliehe  <p  =  r  +  ar  ein,  wodurch  8g)=3r  und  die  Gran- 
zen  X)  und  0  resp.  in  oo  und  r  übergehen,  so  ergibt  sich 

Ebenso  ist,    wenn  wir  tlf  =  r — x  setzen. 


y^®  cos  ox  ^    /*  -qo  cos  a  (r — 1|;)^ 
0      r-x       "Jr  ip  ^' 


(3) 


Nun  ist  nach  einem  bekannten  Satze  aus  der  Theorie  der  bestimm- 
ten Integrale 

y'^^  cos  a((p — r)^          /•*  co8fl(g)— r)^          P^cosa(g>—r)^ 
r       ^ ^"=70      : ^^—^"-y.    9 ^'' 

*)  Supplemente  za   Klügels   mathematischem  Wörterbuche.    Tbl.  l. 
S.  281.  —  Schlömilcfa,  Beiträge  cur  Theorie  bettiramter  Integrale.  S.  39. 


und 


(4) 


/^-«co«a(r-v,)g^      />-«co«a(r-jjg^^  /»»co8a(r-i»)g^ 
Durch  Vertauschen  too  ^  mit  —  if;  wird  aber 

/.  — ii; — ^*=yo  — ^ — ^*- 

Daher  wird^  wenn  wir  das  Zeichen  tf;  in  9  umsetzen,  was  bekannt- 
lich erlaubt  ist: 

ItVir  erhalten  jetzt  durch  Addition  der  Gleichungen  (2)  und  (3): 

y**  cos  cfjT  ^         /**  coi^ojr 

/**  cosa(y — r)^         /*~*  cos a(r  —  '^)^ 

=Jr      ^ ^"Vr  ^i)^ ^ 

"i/o  9>  ^  ~t/  0  9  ^ 

^y^«  coso^)  g^y^o  eos«(^  g^ 

Nach  der  Theorie  der  bestimmten  Integrale  ist  aber 

y'*^  cos  o(r  —  q>)^ P^  cos a  (r  —  tp) ^ 

=-v,  — ^ — ^"^ 

y^^  cosg(y~-r)^  P^  cos a(q)  —  r)r, 

0  9  ^'^J  0  9  ^ 

/*«  cosa(g>— r)j,          /*•  cosa(r  +  9)^ 
=0/0     —>-     ^^-A     ^ ^^- 

Die  letzten  Integrale  lassen  sich  aber  wegen  der  gleichen  Inte- 
grationsgränzen  zusammenziehen,  wodurch  sich  ergibt: 


Daher 
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/*«  cosfl(y-r)g    _  /*«  co8a(r+y)g 
/**  cos  o  (y — r)~cos  g  (r-fy)  ^   /**  gsincrr  .sinqyp 

Bekanntlich  ist  aber: 

daher  nach  Gleichung  (4) 

y^^  coBax  ^     .    /**  cosöar^       ^    w    , 

und  endlich  nach  Gleichung  (1): 


r 


rda:        n    . 

COSa^  -s «=  rr  Sin  OT. 

r* — or*     2 


Der  Werth  des  zweiten  Integrals 

kann  auf  sanz  ähnliche  Weise  erhalten  werden «  weshalb  ich  die 
wirkliche  Herleitung  nicht  beiföge.  Man  gelangt  dazu  kürzer  durcH 
Differentiation  des  so  eben  bestimmten  Integra  nach  a,  wodurcH 
sich  ergibt: 

J       «*"  ö'^  r^^x^  z=z^^coB  ar. 


2. 

Bei  dieser  Gelegenheit  %TiIl  ich  auf  einen  Weg  aufmerkfi^^-^ 
machen,  auf  dem  man  sehr  leicht  zu  dem  Werthe  des  merkv«^^"'' 
digen    Integrals  ^ 

n 


X— — ax, 
0       sin  o;      ' 


welches  von  Euler  herrührt >  gelangen  kann. 

Zu  diesem  Zwecke  will  ich  das  unbestimmte  Integral 

dx 


/i 


1  +  a^tgx^ 
entwickeln. 
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Offenbar  ist  \^a^tg^=T=^- l  +  ^tgx^   """*  ''"'=••  '"* 
einmalige  Division  ergibt  sich  sofort: 

l+a«tga:*""l-a*^^""  l  +  a«tgar»  *' 
Daher  ist: 

Nach  dieser  Umgestaltung  des  Nenoers  in  unserm  Integral  ergibt 
sich  aber  mit  Rücksicht  auf  die  belcannte  Formel 

Wenn    wir   jetzt    das    Integral  zwischen   den  Gränzen  0  und  -5 
nehmen,  so  folgt  ganz  einfach: 

7t 

/^«         dx L_ /'i?        7c\_nl-'a      7t     1 

Mnltipliciren  wir  jetzt   auf  beiden  Seiten   mit  da  und  integeren 
zwischen  den  Gränzen  0  und  a>  so  erhalten  wir: 


7t 


Kehren  wir  die  Reihenfolge  der  Integrationen  um,  so  ist: 


71  7t 


Sobald  wir  aber  dem  a  den  Werth  1  geben,    erhaltep  wir  unmit- 
telbar das  fragliche  Integral 


7t 


oder,  was  dasselbe  ist: 
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yxcoia^x  =  /      X— —  3:r=  ?r  /(2). 
0  J  o       sin«  2    ^  ' 

Ich  habe  diese  Bemerkung  um  so  weniger  zurückhalten  wc= 
len,  weil  man  durch  eine  leichte  UmformuDg  des  obigen  Integras 
leicht  zu  einem  beroerkenswerthen  Integrale  gelangen  kann,  w^ 
ches  Herr  Professor  Schlumilch  ^)  auf  einem  andern  Wegeerh^ 
ten  hat. 

Integriren  wir  nämlich  theilweis,  so  erhalten  wir 

/xdx_     x'^  r   x'^dx  I  "^^   ,  1  r^^ 

tgar"**tga;"*"*/tga;2cosa^^~"^tga:  +  V    sino:** 

Für  die  Gränzen  0  und  ^  erhalten  wir  aber  augenblicklich 


oder 


0* 

r^ x^x    ».^ 

J  0    sinor*  ^  ' 


Bx 
Setzen  wir  a:=arccoty5  also  cotjr=sy,  — ; — s=^»  so  hatnun 

die  merkwürdige  Formel: 

•»«  /»CD 

—  /      (arcco^t  y)*  dy  =  /       (arccoty)^  dy = jr/(2). 

ox 
Wird  aber  j:=arctgy,  also  tgx=y>   -^=2 du  genoninie"D 

so  ist: 

x^dx  __    x^       dx    _  /arctgjfX^  ^ 
sinar^^tg^T^cosa*     V     y     J     ^ 
und 


n 


y^a  0:280:       /*«  /arctgyX«^  ,,^ 

und   unter   dieser   Gestalt    ist  es  dasselbe  Integral  wie  das 
Herrn  Prof.  Schlumilch  am  angefahrten  Ort  gegebene. 

*)  ArchiT.  Thl.  IV.  S.  T5. 
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IJelbniigrsaufgrabeii  für  Scbttler. 


Von 

Herrn   Wilhelm   Mosta, 

Lehramto-CttKlMalefi  m  Cassel. 

Wie  beweist  man  mit  Hülfe  des  bekannten  Integrals 

/'     .  .    ,   o            a  sin  6a: +  6  cos  6a?  .   ., 

e-«*  sin  ba;dx==: S^T^ ^""^  +  ^ 

Gleichheit: 


Von  dein 

Herrn  Doctor  F.  Arndt, 

Lehrer  am  Gymnatinm  zu  Stralsund. 

ut 

=i-a+/r(i)-/r(«)+4a 

=  (n-v)[i  -a  +  /r(4)  -/r(a)  +  lß]. 

I 

.  TLr^li-"' I^^'s J=-2-^2+(i-«a)/« 
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,      P^dxr    1        na*-»     ,         n 


=  ^^  l(27t)  +  (1— na)/n. 


XIiTIII. 

Sfiscellen. 


Johann  Caramuel  von  Lobkowitz»  Bischof  von  Vigerai 

Se«t  1682,  von  dem  gemeldet  wird,  dass  er 30000  Ketzer  bekelr  nrt 
abe,  stellte  in  der  von  ihm  herausgegebenen  ,,Mathe8ift  aada^^K" 
die  Behauptung  auf,  dass  man  alle  theologischen  Streitfragen,  ^Bn- 
Sonderheit  die  in  der  Lehre  de  gratia  et  libero  arbitrl  o, 
einzig  und  allein  durch  Lineal  und  Zirkel  losen  könne. 


Druck  fehler 

in  Tbl.  X.  Heft  I.  Nr.  X. 
Seite  104,  von  oben  Zeile  11  muss  heissen 

cot  (2Ä  - 1)  ^-=tg(^J  -  ^*-l)^). 


$i 
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» 


105,  von  oben  Zeile  7    muss  heissen  T— J  =  (— 1)/«.  j 

105,     „       „        „   10        „         „       welche  statt  weicher. 
105,  von  unten    „     1        „  „        0^=(— l)«*. 

thl.  X.  Heft  3.  S.  316.  Z.  13  statt  Ferm  s.  m.  Form. 


JLIterarlisiclier   Bericlit 


Arithmetik. 


Lehr-  und  Handbuch  der  Arithmetik.  Aufhuehsten 
Befehl  Sr.  Kais.  Hoheit  des  durchlauchtigsten  Herrn 
Erzherzogs  Johann,  Feldmarschallsund  Generai-Genie- 
Directors,  für  den  Unterricht  in  der  k.  k.  Ingenieur- 
Akademie  in  Wien  verfasst,  gleichzeitig  für  das  Selbst- 
studium eingerichtet  und_h  er  aus  gegeben  von  Dr.  Alexan- 
der Morgante,  k.  k.  Capitän  -  Lieutenant  im  Ingenieur- 
Corps«  Professor  an  der  k.  k.  Ingenieur-Akademie  in 
Wien.    Wien.  1847.    8.    1  Rthlr.  20  Sgr. 

Dieses  Lehrbuch  enthält  die  gewöhnlichen  Elemente  der  so« 
genannten  gemeinen  Arithmetik  bis  einschliesslich  zu  der  Lehre 
von  den  Kettenbrüchen  und  von  den  Logarithmen,  und  scheint 
wegen  seiner  einfachen  und  deutlichen  Darstellung,  bei  welcher 
der  Herr  Vf.  den  Gebrauch  allgemeiner  Zeichen  gänzlich  vermie- 
den hat,  dessenungeachtet  aber  Alles  theoretisch  zu  erläutern 
sucht,  dem  Zwecke,  fiir  welchen  es  bestimmt  ist,  ganz  wohl  zu 
entsprechen.  Aul  weitere  Einzelnheiten  bei  Büchern  von  der  Art 
des  vorliegenden  einzugehen,  gestattet  die  Natur  der  literarischen 
Berichte  nicht. 


5 


Memoire  relatif  a  la  th^orie  des  nombres.  Loi  r^ci- 
roque.  Par  M.  Brennecke,  Professeur  au  College  de 
ever  *).    Paris.  1840.    4. 

Diese,  eine  Erweiterung  des  in  der  Zahlenlehre  so  wichtigen 
Reciprocitätsgesetzes  enthaltende  Abhandlung  ist  zufallig  erst  jetzt 
zu  unserer  f^nntniss  gelangt.  Wir  glauben  aber,  ohne  auf  ihren 
Inhalt  hier  näher  eingehen  zu  können ,  wenigstens  die  Liebhaber  des 

Benannten   wichtigen  Theils  der  Mathematik  noch  nachträglich  auf 
ieselbe  aufmerksam  machen  zu  müssen,  damit  sie  der  verdienten 
allgemeinem  Beachtung  nicht  entg^e. 


*)  Jetzt  Rector  der  höheren  Bürgerschule  in  Colberg. 
Band  X.  37 
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Logarithmiäch-tri^oiiometrische  Hiilfs tafeln.  Ein 
zur  HoriEontalprojection  der  auf  schiefen  Ebenen  ge- 
messenen Längen,  wie  auch  zu  nivclii tischen  und  mark- 
Scheiderischen  Arbeiten  unentbehrliches  Handbuch  ffir 
Geometer,  Markscheider^  Ingenieure,  Chaussee- und 
Wasserbaubeamte.  Berechnet  und  herausgegeben  von 
J.  V.  Massaloup.  Leipzig.  1847.  8.  Geheftet  3  Rthlr. 
18  Ngr.;    dauerhaft  gebunden  4  Rthlr. 

Der  Inhalt  dieser  äusseriich  sehr  schein  ausgestatteten,  667 
Seiten  starken  Tafeln  i«t  folgender. 

Erste  Abtheilun)s^.  Tafel  zur  Ermittelung  der  Grundlinie 
und  Hohe  fbeldet  l[atheti>ti)  eiües  rechtwlnkliclltett  Dteifcb, 
wenn  seine  Hypotenuse  (gemessene  Lange)  und  der  anliegende 
Elevationswinkel  bekannt  sind.  Für  die  Längen  von  1  bis  SO 
Ruthen.    (S.  1  -  8.  442.) 

Zweite  Abtheilung.  Enthaltend:  Die  Höhen  (lir  gege- 
bene Grade  bei  den  geiu^Sfeeni^n  Längen  von  0  bis  11  Rutbe«. 
(S.  443  -  S.  609.) 

Dritte  Abtheilung.  Tafel  zur  Reduction  des  Decinal- 
Maasses  auf  Werk-  und  Bergmaas  und  zwar  TOn  0,001  bis  5,000 
Ruthen.    (S.  611—8.  662.) 

Vierte  Abtheilung.  Tafel  zur  Reductiod  des  Bergmaasscn 
auf  Ruthen  (Decimaimaass).  Von  l  bis  20  Lacbter.  (8.663-^8.667.) 

Die  aflgemeineh  Bemerkungen  übe^  die  AntV^endubg  der  ebi- 
gfen  Täfeln  füllen  8.  VII.— Xlt. 

Wir  haben  den  tnhalt  dieser  Tafeln  im  Obigen  ToUstSndig  an- 
gegeben.   Ob  aber  solche  dickleibige  und  theure  Tafeln  zur  Aif- 
ibsung  der    allerein fachsten   trigonometrischen    Aufgabeta ,    die  es 
überhaupt  ^eben  kaim ,  ohtie  Logarithmen  fü^  Praktiker  utkl  Tech- 
hiker  wirklich  ein  so  grosses  Bedürfniss   sind,  wie  der  Herr  Vf. 
tXL  ttieinien  scheint ,  itiüssen  wir  dahin  gestellt  6ein  lassen.    JedeA- 
fall^  wird  Jedoch  dieses  BedOrfniss  nlit  der  strenj^  wfesenlM^hlA- 
Hchen  Ausbildung  solcher  Leute  in  umgekehrtem  Vernkltnlsse  8t«hlhi, 
Und  manchem  mehr  wissenschaftlichen  Praktiken  oder  Techniker 
trird  Vielleicht  eine  kleine  fünfstellige  Logarithmentafel  lieber  srili 
als  das  vorliegende  dickleibige  Bucn.    Auf  det  nndern  8eite  aher 
kann  und  darf  nicht  in  Abrede  g:estellt  werden,  dass  solche  Tafdn. 
in  so  fern  sie  alle  und  jede  Rechnung  zu  beseitigen  suchen,  Aller- 
dings ihren  wohlhegriindetcn   Nutzen  haben  können,    wenn    eine 
auch  an  sich  ganz  lökhte  Rechnung  in  sehr  oftmaliger  Wite^Aerho- 
iung  auszuftihten  ist,  in  welchen  Fällen  daher  auch  der  Herausge- 
ber manchen  Praktiker  sich  zu  Dank  zu  Vi^fpflichten  mit  Sicher 
heit  hoffen  darf. 


Oeöinetrie* 


s 


Jahresbericht    fifr    die    Mitglieder    der    hamburgi 
eben    Gesellschaft    zur    Verbreitung    der    mathi^Uiati' 


Ilthcn    Wi»K*iificliaf(<>ii.      Vnn  Fnstnaclit    IK4li  hii   l'aHl- 
lAcht  1847.    J. 

Aucaer  dur  Hc-ltDii  im  I.itpnirUthcii  H''n<  hl»  Kr.  WXVI.  -S.  530. 
M'iiulcrs  niitfL-xri^ten  Al)hiui'llune  iIck  Mi<rrn  Uireclor  Hiiruker 
^CT  lile  Slpriilie(leckitiifn*ii  cnlliüll  ilicsL-r-liilirosberichl  Di>i'li  (litifii 
eU8»»ltic-n  AuPi^at/  i\e>t  IlMrn  lni;i?iilnir  U.  A.  Schiiliut^lc 
r  die  Kardiniile,  iMirujitcr  iniiti  lictf  arm  Mich  <tie  ('une  virvtrhl, 
Ichc  von  (ten  Fusspunktt-n  der  von  clnoin  resten  PunL;I<>  d^a 
nl&nftfl  e\nt>s  Kreise»  uiil'  di^  stptigi^  Kiitge  drr  .in  deri«(>lli(*n 
;ngcnc|t  Uerührenilvri  (•oriiltteii  Perpendikel  geliildot  Biid,  Unter 
tero  beuifirketiK»  prttiPTi  Kigtüisrliiilien  dieser  ('iirvc  nird  in  d<^ni 
r)t»R«>idcn  Anl'fiuUc  auch  ier  Salz  lieMirni^n.  das»  die  Ksrdiolde 
ijeiilf^  CuTve  Ut,  in  irt'1<*)ivr  ^icb  ilie  Pliinetcn  nin  dif  Nniinn 
w«ge<)  nfirdsn,  nenn  die  AmtieJinfis^knitt  der  letzteren  uni^e- 
btt  wie  die  vierten  l'nlen/.cn  Art  Kntft^rniingen  nirkte. 

In  Nr.  äOl.    der    aslr«n»nii«clten  Nathrichl»»  )iat  Herr 

afMwor  Dr.  Anücr  in    Donziff  einig«   sehr  beaL-litunfibn erlhv 

rliuniten  über  die  K*!<»<>*-'trit^'nc  Anfgiilie:    Durch   vier  ft»' 

l*iinkle  diHeiiiee  Ellipaa  xn  leQ;en,    uelclie  den 

_    ......   .._.         -i^,|,ei|(.      Di«»>e  von  Eni    -  "      ' 


iiiiull  lia 
cHd.  Pi-tr. 


I7ül 


uitEc-lüiite   Abl- 
udet 


nler  Iiemerkt,  dsH«,  da  dieti  der  Fall  sei.  luch  iiunicr  eine  der 
t«llten  Furdenin^  Genii^re  leij^ende  EllipHe  gel'undan  McrcJen 
mc.  und  diLsa,  nenn  sich  der  Fall  ereignen  «nllte,  Jas«  die 
t  Uleieliuut:  drt-i  luuitUcfae  Wunieln  hnlie,  aiicli  elieu  t» 
t  LKsiingon  titult  linden  wnrdeii,  deren  Binenach.tJ'teh  nülier 
Vugeben,  er  «ndern  lilierlniisc.  Herr  Prof.  Dt.  Aufier  bul  nun 
«fi  durch  eine  strenge  AuHlve  K^fundcn,  i\an<  die  diut  Pmblani 
iKHitt  eiibixL'he  Uleirlinn^  im  Allgi'mcinen  iinnirr  drni  inii^vhe 
li  «war  positive  Wurzeln  hat,  und  dusa  diejenijje .  welche  hier 
piv  in  Hetrarltt  knmrul,  stets  lUe  kleiiiote  vnn  xllcn  iat.  »iik- 
i4  die  beiden  andern  Wurzeln  «Ich  auf  KegeUchnittc ,  die  uivht 
HfMen  sind,  Iwziehrn. 

Wir  erkennen  in  dlejter  Arbeit  einen  neuen  Beweis  ßir  tlio 
iclitif!^«it  der  von  uns  «rhnn  After  aitüsespro ebenen  ltebuut>.(tu)S' 
iM  viel«  Trüber  arhon  nufEinliiatil  inuthematiscbe  Probl^^ioe  nuoh 
:kr  eine  neue  tiefrr  eingebende  und  allgemeinere  Behundlung 
Irfe»,  und  alnd  ilber%eut^.  daaa  Uerr  Prof,  Dr.  Außer  auf  den 
Ulk  der  Leaer  des  Archivs  mit  Itpstimmtheit  würde  rechnen 
Innen,  «enu  et  seine  interesüanlen  Bemerk unpieo  über  die  frag- 
Im  Aufgabe  wuk  in  dieser  Keits«h(l8 ,  und  x»  &r  mit  tiocb  etn  a^ 
ehr  Ausführlichkeit  als  dica  in  den  aalrononiiscben  Nachrichfcn 
roUs  sesnheben  ist,  baldigst  mitnutheilcn  die  (iüte  biilicinvoUle, 
— I  wir  iho  daher  bieJ'niit  Treu ndlic)it>t  Auf jUifuideni  ufi6  «rjaiiben. 


Trigonometrie. 


Ek«ne  Trlf;«nometr1«  J 
id  U"lici>mi'«i'nDg      Tine 


kUB-enduHg    auf  Djslauj 
rnnilung   pr^ktiächer  An 


£ 
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aben  und  empirischer  Beispiele  von  Dr.  Adolph  Poppe, 
ehr  er  der  Mathe  niatilc  und  Physik  in  Frankfurt  tu 
Main.  Mit  yielen  in  den  Text  eingedruckten  Holx- 
schnitten.    Frankfurt  a.  M.  1847.    8.    25  Sgr. 

Eine  Sammlung  der  gewöhnlichsten  Aufsahen  der  Feldmesi- 
kunst  oder  praktischen  Geometrie,  durch  die  einfachsten  Süttt 
der  ebenen  Trigonometrie  aufgelöst,  und  durch  numerische  Bei- 
spiele erläutert,  ohne  alle  Eigenthumlichkeit  und  sich  nireends 
üner  die  allerersten  Elemente  der  ebenen  Trigonometrie  erfaebeDi 
Die  5,  landschaftlichen  Darstellungen 'S  wie  sie  der  Herr  Vf.  nennt, 
zum  Theil  „nach  der  Natur  seilest  aufgenommene  Skizzen 'S  EImd- 
bahnzü$;e,  Viaducte,  alte  Ritterburgen,  Lufthälle  u.  dergl.,  erin- 
nern lebhaft  an  die  Schriften  der  ältesten  Feldmesser,  mit  denen 
sie,  ungeachtet  ihrer  jetzt  freilich  besseren  technischen  Aasßili- 
rung,  in  der  That  ganz  übereinstimmen  würden,  wenn  der  Berr 
Vf.  sich  auch  noch  fiätte  gefallen  lassen,  die  aufgestellten  Instni- 
mcnte  —  Mensel  und  Astrolabium  —  zu  zeichnen,  und  Männclien 
dahinter,  welche  durch  die  Dioptern  oder  durch  das  Fernrohr 
blicken,  vielleicht  auch  mit  einem  Degen  an  der  Seite,  wie  Bin 
sie  in  den  Schriften  der  ältesten  Feldmesser  so  häufig  findet;  dtf 
würde  den  Eifer  der  lern-  und  wissbegierigen  Jugend  in  der  An- 
eisnung  sehr  ernst  afiter  Kenntnissie  gewiss  nocn  sehr  erhöhet 
haben!  —  Wir  haben  jetzt  wirklich  in  andern  ernsten  Wissen- 
schaften schon  Bilderbücher  genug,  so  dass  es  fast  nur  noch 
fehlt,  dass  der  Jugend,  wie  es  Basedow  mit  dem  2(  SC  gemacht 
haben  soll,  die  zur  Veranschaulichung  der  theoretischen  Lehren 
bestimmten  bildlichen  Darstellungen  in  Zucker  gebacken  vorgesetzt 
werden,  woraus  gewiss  ein  neuer  sehr  lucrativer  Erwerbszvretg 
für  die  Conditoren  entstehen,  und  die  bekanntlich  gar  nicht  n 
solchen  Genüssen  hin  neigende  Jugend  {gewiss  auf  eine  sehr  e^ 
wünschte  Weise  immer  mehr  mit  diesen  Herren  befreunden  wördc. 
In  einer  so  ernsten  W^iss^nschaft,  wie  die  Mathematik  ist  und 
namentlich  bci'ni  Unterrichte  der  Jugend  immer  sein  soll,  rauchte 
man  sich  aber  doch  solche  Spielereien  sehr  ernstlich  verbitten» 
und  es  ist  keineswegs  zu  vioinschen,  dass  der  Herr  Vf.  und  der 
Verlag  der  S.  Schmerber 'sehen  Buchhandlung  in  Frankfurt  a.  M 
uns  fernerhin  noch  mit  einem  ähnlichen^BücKlein  beschenken. 


Praktische  Oeometrie. 


Untersuchungen  über  Gegenstände  der  hOhern  Geo^ 
däsie.     Von  Carl  Friedrich  Gauss.     Zweite  Abhandlung^ 
Aus  dem  dritten  Bande  der  Abhandlungen  der  Kunig-^ 
liehen  Gesellschaft  der  Wissenschaften   zu  Gottingen. 
Göttin  gen.  1847.    4.    15  Sgr. 

Der  erste  Theil  dieser  wichtigen  Untersuchungen  ist  im  Lite- 
rarischen  Ber.  Nr.  XIX.  S.  296.  angezeigt  worden.  Ueber  den 
Zweck  der  vorliegenden  zweiten  Abhandlung  spricht  sich  der  Herr 
Vf.  auf  S.   3.   auf   folgende  Art  aus.      „Die    Aufgabe,    aus   der 
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Grösse  der  Seite  eines  Dreiecks  auf  der  Erdoherflfiche,  dem  Azi- 
matbe  an  dem  einen  Endpuokte,  und  der  geographischen  Breite 
dieses  Endpunkts  abzuleiten  das  Azimuth  an  dem  andern  End- 
punkte, dessen  Breite  und  den  LSngenunterschied  beider  Punkte, 
ffehort  zu  den  Hauptgeschäften  der  hohem  GeodSsie.  Für  den 
Fall  der  Kugeiflhche  ist  der  Zusammenhang  zwischen  jenen  sechs 
Grlissen  am  Schlüsse  der  ersten  Abhandlung  in  der  einfachsten 
und  zur  schärfsten  Rechnung  geeigneten  Form  aufuestellt,  welche 
auch  leicht  zu  einer  bequemen  Auflosung  der  Aufgabe  selbst  benutzt 
werden  kann.  Es  wird  dadurch  das  Verlangen  nach  dem  Besitz 
einer  analogen  unmittelbar  fiir  die  Ellipsoiddäche  gOitigen  Aufl6^ 
snngsart  erweckt,  und  der  Zweck  der  gegenwärtigen  Abhandlung 
ist,  eine  solche  zu  entwickeln.  Vorher  soll  jedoch  erst  die  Auf- 
lösung f&r  den  Fall  der  Kugeltläche  in  ein  noch  helleres  Licht  ge- 
stellt werden.  Des  bequemen  Zuriickwcisens  wegen  lasse  ich  die 
Zahlenbezeichnung  der  Artikel  sich  an  die  erste  Abhandlung  an- 
schliessen. " 

Man  erkennt  hieraus  den   unmittelbaren  und  innigen  Zusam- 
menhang dieser  zweiten«  Abhandlung  mit  der  ersten. 


Astronomie. 


Ijehrliurh  der  Sternkunde  für  Schulen  und  zum  Selbst- 
unterrichte. Von  Dr.  Gotthi  I  f  Heinrich  von  Schubert, 
Hofrath  und  Professor  der  Naturgeschichte  an  der  Kö- 
niglichen Ludwigs  -  Maximilians- Universität  zu  Mün- 
chen. Dritte,  grossentbeils  ganz  umgearbeitete  Auf- 
Kige.    Erlangen.  1847.    8.    20  Sgr. 

Diese  den  Lesern  des  Archivs  gewiss  schon  aus  ihren  fnlhem 
Auflagen  hinreichend  bekannte  Schrift  zeichnet  sich  vor  mehrern 
andern  ähnlichen  Schriften  durch  wahre  Popularität  vortheilhaft 
aus.  Die  neuern  astronomischen  Entdeckungen  haben  in  dieser 
dritten  Auflage  überall  gebührende  Berücksichtigung  gefunden. 


Physik. 


Beschreibung  eines  einfachen  und  sehr  wirksamen 
Papier-Electropnors.  Von  Dr.  Job.  Jos.  I  gn.  Hoffmann, 
Konigl.  Bayer.  Hofrathc,  Director  des  k.  Lyceums  zu 
Aschaffenburg.    Aschaffenburg.  1847.    8. 

Auf  die  elektrische  Kraft  des  Papiers  ist,  wenn  wir  nicht 
irren,  schon  in  älterer  Zeit  hingewiesen  worden,  dieselbe  scheint  aber 
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in  VeTg€«6Qnbeit  gekomnien  zu  sein  *),  Bei  der  groeseo  EidfachM 
und  der  uoffeiveineD  Wohlfeilheit  des  io  d^  vorliegendeo  kleieei 
Sebrift  .besebriebeoen  Papier-Elektrophors,  uod  namentlicb  M  <hi 
allerdipgs  sehr  beträchtiicheD  Wirkuns^en,  welche  der  Herr  VL 
bei  zvveckmässigem  Gebräuche  durch  dasselbe  erhalteo  9a  btbM 
versichert  —  er  hat  demselben  nach  S.  21.  oft  3  bis  SV^  JM 
lange  Funkeo  entlockt  und  damit  Flaschen  von  beträcbtlidiir 
tirTNise  in  kurzer  Zeit  stark  geladen  —  scheint  die  vorliegeiMlfi 
iSchrift  und  das  in  derselben  beschriebene  Instrument  jedenflüls 
9U  verdienen,  allen  Lehrern  der  Physik  zu  sorgfältiger ßeacfatmif^ 
und  die  Sache  an  sich  zu  weiterer  Prüfung  empftiblen  zu  werden, 
was  bei  der  grossen  Wohlfeilheit  und  der  sehr  leiditen  Herstell- 
barkeit des  Instruments  ni^ ht  den  geringsten  Schwierigkeiten  nnt«- 
liegt  und  im  Interesse  der  Lehranstalten,  namentlich  solcher,  de- 
nen an  der  Wohlfeilheit  der  anzuschaffenden  Instrumente  li^|fa 
nuit^s,  wünschenswerth  ist.  Die  Schrift  enthält  ausserdem  nock 
manche  andere  praktische  Bemerkungen ,  auch  über  das  gewOhnüdie 
Harzkuchen -Elektrophor,  die  ebenfalls  nicht  unbeachtet  gelassen 
zu  werden  verdienen.  Zur  Öffentlichen .  Mittheilung  der  Ergeb- 
nisse, zu  denen  etwa  mit  diesem  Instrumente  angestellte  ander- 
weitige Versuche  geführt  haben  dürften,  wird  das  Archiv  gern 
seine  Spalten  offnen. 

Die  Fortschritte  der  Physik  im  Jahre  1845.  Darf^e- 
stellt  von  der  physikalischen  Gesellschaft  zu  Berlin. 
I.  Jahrgang.  L  Abtheil.  25  Sgr.  2.  Abtheil.  2  Rthlr.  10  Sgr. 
Rcdigirt  von  Dr.  G.  Karsten.    Berlin.  1847.  8. 

Bei  dem  jetzigen   raschen   Fortschreiten  der  Physik  werden 
Schriften  wie  die  vorliegende  immer  nothwendiger  und  verdienst' 
lieher,    aber    in   ihrer  Abfassung   auch   immer   schwieriger.    Wir 
glauben   jedoch,     dass   der  Herr  Vf  des  vorliegenden  Jahrgangs 
seuie  Aufgabe  recht  gut  gelöst  und  in  Rücksicht  auf  den  ani  dem 
Titel  genannten  Zeitraum  nichts  Wesentliches  und  wirklich  Wicl^ 
tiges  übergangen  hat.     Daher  ist  jedenfalls  zu  wünschen ,  <1  iss  er 
diesem  Unternehmen    auch   künftighin    seine  Kraft    mit  Lust  und 
jLiebe  widme  und  die  Jahrgänge   von  1846  und  1847   reclU  bald 
folgen  lasse,  wobei  es  noch  ausserdem  wünschcnswerth  ist,  dass 
neben   dem    Inhalte    der  Journale    ^uch    die    in  eignen   grossem 
Werken  niedergelegten  eigenthümlichen  Untersuchungen  stets  ge- 
hörige,   ihnen    gebührende  Berücksichtigung   fmden   mögen.     Die 
Beschranktheit  des  Raums  gestattet  uns  hier  nur  eine  oberfläch* 
liebere  Angabe  des  sehr  reichen  Inhalts,    welche  aber  hoffentlich 
hinreichen  wird,    um  das  Werk,  wie  wir  aus  Ueberzeugung  wün- 
schen,   einem  grössern  Leserkreise  zu  empfehlen.     Erster  Ab- 
schnitt   Allgemeine   Physik.    1.  Atomtheorie.    2.   Cohäsion 
und  Adhäsion.    3.   Diffusion.    4.   Capillarität.    5.   Dichtigkeit  und 
Ausdehnung.    6.    Maass    und    Messen.    7.   Statik    und   Dynamä. 
8.  Hydrostatik  und  H3'drodynamik.    9.  Aerostatik  und  A^Vodyna- 


*)  Neuerlich  hat  auch  Herr  Prof.  Schöi^bein  jn  HaActl  eis  «ehr 
leicht  elektriiich  erregbares  Papier  firefunden  (Poggendorfs  Annalea. 
Bd.  LWIIf.  S.  159.  und  iSO.)  Auch  bitte  ich  «lacJElier  S.  541.  Jieaet 
Lherar.  Ber.  un  ▼«rglelcAen. 
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10.  ElasticitSt  r««tef  KCrper.  JI.  Gase  und  Dumpfe.  12.  Ab- 
»otptidii  der  Gase.  13.  Eudlometrie.  14.  Verähderafiff  des  Ag- 
gresatzustandes.  15.  Hvgrometrie.  -^  Ztoeiler  Ahtchn it%  A k n - 
•tiK.  —  Dritter  Abschnitt,  Optik.  1.  Theoretische  Optik. 
2.  Optische  Phänomene.  3.  Physiologische  Optik.  4.  Chemische 
Vrirkungen  de«  Lichts.  5.  Optische  Instrumente.  —  Vierter 
Abschnitt  Wärnilehre.  1.  Warmeent\«'ickeluiig.  2«  Physio- 
logische Wflrmeerscheinungen.'  3  Wlirmeleitune.  4.  Speclüsehe 
and  latente  Warme.  5.  Strahlende  Wärme,  a  Wirkungen  der 
Wätme.  7.  Theorie  der  Wärme.  —  Ftlif/'f^r  J  6 scAntf«.  Elek- 
tricitätslehre.  1.  Allgemeine  Theorie  der  £lektricitäi  2.  Kei- 
bvngselektricität.  A.  Allgemeine  Eigenschaften.  B.  Entladung 
der  elektrischen  Batterie*  C.  Elektro -Induction.  />•  Elektrische 
Apparate.  E.  Dampfelektricität.  3.  Atmosphärische  Elektricität. 
4.  Thermoelektricität-  5.  Galvanismus.  A.  Theorie,  jfi.  Ladun«:. 
fj.  Elektrische  Phänomene.  D,  Apparate.  £.  Elektrochemie.  Gid- 
vanoplastik.  6.  Elektroidiysiologie.  1.  Einwirkung  der  Elektricität 
auf  Organismen.  A,  Pfiaiizcn.  B,  Thicre.  ll.  Enttvickelung  der 
Elektricität  in  Organismen.    A,  Elektromotorische  Fische.    B,  Der 

'h 


netismns.  —  Sechster  Abschnitt»  Angewandte  Physik. 
1.  Instrumente  und  Apparate  von  neuer  Construction.  2.  Ange- 
wandte Hydrodynamik.  3.  Angewandte  Aerodynamik.  —  Zusätze 
und  Verbesserungen.    Namen  -  Register. 

Schon  aus  dieser  nur  oberflächlichen  Inhaltsangabe  wird  man 
sehen,  dass  dieses  Werk  fiir  Jeden,  wer  mit  den  raschen  Fort- 
schritten der  Physik  und  ihrer  technischen  Anwendung  möglichst 
gleichen  Schritt  halten  will,  gewiss  unentbehrlich  ist. 


V^ermlsclite  Sclirifteii. 


WMr  beeilen  uns,  auch  durch  das  Archiv  zur  möglichst  allge- 
ilitinen  V^erbreitung  eines  literarischen  Unternehmens  beizutragen, 
mit  welchem  Herr  Professor  Dr.  Seh lo milch  in  Jena  beschäf- 
tigt ist,  und  (las  mit  Neujahr  1848  in*s  Leben  treten  soll.  Ein 
wie  grosser  Gewinn  der  Wissenschaft  aus  diesem  Unternehmen 
bM  det  allgemein  bekannten  Gewandtheit  und  Umsicht  des  Herrn 
Professor  Dr.  Schi li milch  jedenfalls  erwachsen  wird,  werden 
die  Leser  des  Archivs  aus  dem  folgenden  Prospcctus,  den  wir 
hie(  mit  Auslassung  seines  hier  nicht  her  gehurenden  ganz  unwe- 
stofRchen  Schlusses,  vollständig  mittheilen,  selbst  entnehmen  kön- 
nen. Möge  dieses  in  seiner  Anlage  wohl  durchdachte  Untemeh- 
jHieii  stets  einen  erfreulichen  uiu^estürten  Fortgang  haben,  und 
der  Wissenschaft  im  reichsten  IVIaasse  den  Nutzen  bringen,  wel- 
chen im  reinsten  Interesse  iur  dieselbe  der  Herr  Herausgeber 
durch  diese  neue  Zeitschrift  zu  stiften  beabsichtigt!  Das  sich 
immer  mehr  kund  gebende   lebhafte  Treiben  auf  dem  Felde  d^ 


jeden  «alireu  Freumf  iTicser  iti  jeder  Beziehung  so  wicl)t>| 
Heiischattcri  mit  s^osser  Freude  erRlIIeit. 

„tu  einer  Zell,  die  sich  durch  bestäiidit/  n-tic/M 
eheruitgeti  uuf  dem  Gebitiln  der  MnlkenudiU  und  Phym 
i('(V    deren    prüfsHsi-.her    Anweudimijen    auszeichnet ,    lu 

Jewiss  taijUch  schwerer  mil  allen  diesen  l-'urhchrilleH  j 
ekannt  zu  bleiben  und  sich,  um  einen  iniuleruen  .JusArark 
Sit  braueheu,  auf  der  llülie  der  Zell  lu  erholen.  Itieie  to» 
vielen  Seiten  besläti^le  Itemeriiuny  brachte  mich  schon  ipmA»- 
mals  auf  die  Idee  einer  Zeilscbrift ,  deren  Zweck  Ivdiylirh  dk 
übersichtliche  liarstelhiuij  von  den  Vorlschrittett  jener  f't'it- 
senschaflen  sein  sollte;  atifijemnnierl  durch  Jen  Urifalt,  aW- 
chen  der  Gedanke  bei  meFtrcren  bedeutenden  Gelehrten  in  uai 
ausser  Deutschland  ijefundcn  hat,  Hess  ich  mir  ;i«tl  Iduqmr 
Zeit  die  Jiealisiruiu/  desscfbea  angelegen  sein  und  bin  ielil  m 
glücklich,  eine  Hauptsache,  näitOich  den  f 'erlag  i/exicbert  tM 
sehen. 

Der  Hau  ist  fohjender  :    die  mit  Neujahr  1848  begini 
Zeitschrift  führt  den  Titel 


1 


Revue   für  iVathemalik  und  Pht/sik 

und  erscheint  in  vierteljährigen    Heften    van   iSt  —  IÜ 
Jedes  Heft  zerfallt  in  folyrnde  S  .ibtheilungeu : 

l)  Leitende  Artikel,  enthalleud  :  Durslelluua  der 
Forlschrille  einzelner  Zn'eiije  der  f^issenschitfl  fi,  f 
der  theoretischen  t*nd  praklischeu  Dioplrik  ,  Her  prak- 
tischen Geometrie ,  der  eleklrotnaijnetisi-hen  l'etejrti' 
phik  und  deaji.),  ferner:  Aufsälzr  über  GeichixtJL 
Methodik  und  Hitosophie  der  .Halhemt, 
sik ,  endlich  :  Heinlianen  über  die  Arbeiten  i 
Gesellschaften ,  die  Er^ebniaae  irissenschallUc. 
sen  und  Auszüge  aus  den  uerschiedeuen ,  thi 
wissenschaftlichen ,  ■  Iheils  techuischen  Jonrnalef 
ä)  Hecensioneu  aller  If-'erke,  welche  entti 
die  Erweiterung  dvr  IVisienSchafl ,  oder  fiir  i 
ihade  von  Bedeutung  sind, 
3)  Schul-,    Vniuersitäts-  und  Persauatume^ 

ten,  J'togrammenrevüe  und  Buvherameigtn, 
Spezielle  AufsnIze  über  einzelne  Punkte  der  tVisi 
bleiben  ausgeschlosseti ,  und  den  Journalen  von   CrcIIcj 
nert  undPoggendorf  überwiesen. 

Den  Verlag  hat    die  Buchhandlung  von  Ferdii$aH^ 
in  Erlaniten  übernommen  ;     im  ersten  Jahre  wird  keiiti 
rar  bezahlt,     von  da  ab  ff  Thaler  pr.  Cwir.  fiir 
(«y«n  uwl  später  mehr,  wenn  der  Absatz  diess  erimM 
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MlttheiluDgen  der  naturforschenden  Gesellschaft 
in  Bern.  Nr.  68.  his  93.  (Vom  17ten  April  1846  bis 
leten  März  1847.) 

Wir  haben  schon  in  einif^en  früheren  Nummern  des  Literari- 
acben  Berichts  auf  den  in  mehrfacher  Beziehung  interessanten  In- 
lialt  dieser  Mittheilungen  hingewiesen «  welche  jedenfalls  ein  sehr 
▼prtlidlhaftes  Zeugniss  von  der  Thätigkeit  der  Gesellschaft,  welche 
Mie  heraasgiebt,  ablegen,  und  wollen  jetzt  durch  eine  etwas  aus- 
fittrlidwre  Inhaltsangabe  der  grossem  Anzahl  iios  jetzt  vorliegen- 
der Nummern  die  Aufmerksamkeit  der  Leser  des  Archivs  noch 
mehr  auf  dieselbe  hinzulenken  suchen,  wobei  wir  absichtlich  auch 
•olche*  Aufsätze  nicht  ausschliessen  wollen,  die,  streng  genom- 
men, nicht  in  den  Kreis  dieser  Zeitschrift  gehören.  Die  Schweiz 
ist  ein  in  allgemeiner  uaturviissenschaftlicher  Rücksicht  so  inter- 
iCssantes  Land«  dass  alle  derartigen  Mittheilungen  von  dort  die 
Aufmerksamkeit^ aller  derer,  welche  sich  überhaupt  f^r  die  Fort- 
ischritte  der  Naturwissenschaften  interessiren«  nottiwendig  sehr  in 
Ansprach  nehmen  müssen. 

Id  mathematischer  Beziehung  sind  die  folgenden  Abhandlun- 
gen hervorzuheben: 

L.  Schiäfli,  fiber  ein  räumliches  System  von  Geraden  im 
Allgemeinen,  und  über  dasjenige  der  Normalen  einer  krummen 
Fläche  Insbesondere.    (Nr.  68,  69,  70,  71.) 

Derselbe,  über  den  Ort  *der  Mittelpunkte  grOsster  und  klein- 
ster Krümmung  beim  Ellipsoid,  die  kürzeste  Kurve  auf  demselben 
mid  verwandte  Gegenstände.    (Nr.  75.  und  76) 

R.  Wolf,  Joost  Burgi  und  der  Proport lonalzirkel.  (Nr.  77« 
und  78.) 

Derselbe,  eine  Grundregel  fär  geometrische  Schattencon- 
fitniclionen.    (Das.) 

Derselbe,  Beitrage  zur  Ballistik,  welche  den  Beweis  folgen- 
der Eigenschaften  der  Wurflinie  (im  leeren  Räume)  enthalten: 

Alle  Wurflinien  derselben  Wurfgeschwindigkeit  haben  dieselbe 
Leitlinie,  und  zwar  liegt  sie  in  der  Hohe  des  vertikalen  Wurfs. 

Der  Ort  der  Brennpunkte  sämmtlicher  Wurflinien  ist  ein  aus 
dem  Ausgangspunkte  mit  der  Hohe  des  vertikalen  Wurfs  beschrie- 
bener Kreis. 

Die  Scheitel  aller  Wurflinien  bilden  eine  Eilige,  deren  Axen 
durch  das  Maximum  der  Wurfweite  f?)  und  der  Wurfhöhe  darge- 
"    weiden.    (Nr.  79  und  80.) 


In  physikalischer  und  chemischer  Rücksicht  heben  wir  folgende 
AvIMxe  Dervor: 

C.  Brunn  er,  neue  Methode  zur  Bestimmung  der  Kohlensäure 
In  ihren  Salz  Verbindungen.    (Nr.  73  und  74.) 

R.  Wolf,    über  elektrische  Maschinen   aus  Papier.    (Nr.  77 
und  78.) 

Müller,  über  Schiessbaumwolle.    (Nr.  85  und  86.) 


im 
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In  naturhrstorisclier  Rücksicht  bemerkerr  irir: 

L.  R.  Meyer,  Uebersiebt  der  im  Caoton  Bern,  und  oameBt* 
lieh  in  der  Umgegend  von  ßiirgdorf  vorkonmienden  Arten  der  Librf* 
len.    (Nr.  81  und  82.) 

A.  J.  Carl  V.  Fischer,  zweiter  Nachtrag  zu  J.  B.  Brofrn'i 
(Katalog  der  Pflanzen  der  Umgegend  von  Thun  und  des  Bener 
Oberlandes.    (Nr.  87  und  88.) 

In  physiologischer  RQcksicht  ist  der  folgende,  ziemlkli  w» 
fährliche  Aufsatz  interessant: 

H.  Deniroe,  über  die  durch  Acther-Einathmung  bewirkte Uo- 
ein|itindlichkeit.    (Nr.  90—93.) 

In  alle;cmenier  literar.-historischer  Rücksicht  sind  endJicb  Si 
schon  in  frühem  Literarischen  Berichten  hervorgehobenen  Aossil^ 
aus  Briefen  an  Albrecht  von  Haller,  mit  literar-historiscben  ^o 
tispen,  bemerkenswerth ,  welche  Herr  R.  Wolf  in  mehreren  der 
vorliegenden  Niiiiiniern  mit  sehr  lobenswerthem  Eifer  fortsetzt;  m 
wie  auch  desselben  Herrn  Verfassers  Notizen  zur  Geschichte  der 
Mathematik  und  Physik  in  der  Schweiz,  unter  denen  vorziglidi 
die  ausführlicheren  Alittheilungen  über  Conrad  Gyger  und  seine 
Zürcher  Karte  in  Nr.  83  und  84,  welche  auch  in  einem  besondero 
Abdrucke  unter  dem  Titel :  Conrad  Gyger.  Ein  Beitrag  ivr 
Zürcherischen  Culturgeschichte.  Der  physikalischen 
Gesellschaft  in  Zürich  zu  ihrer  iSäcularieier  gewidmet 
von  Rudolf  Wolf.  Bern.  1846.  8.  erschienen  sind,  das  Inter- 
esse des  i^esers  in  Anspruch  zu  nehmen  geeignet  sein  djlrften. 

* 

In  der  uns  vorliegenden  Reihe  fehlt  noch  Nr.  72,  deren  Iidiiit 
wir  später  anzuzeigen  uns  angelegen  seih  lassen  w^erden. 

Berichte  über  die  Mitttheilungen  von  Freundes  der 
Naturwissenschaften  in  Wien;  gesammelt  und  heraus- 
iregeben  von  Wilhelm  Haidinger.  I.  Band.  Nr.  1— t 
iVlai,  Juni,  Juli,  August,  September^  October  1846.  Wien. 
1847.    8.    Pr.  1  Fl.  4a  Kr.  C.  M. 

Ausser  der  Stiftung  der  grossen  Kaiserlich  osterreichisclieii 
Akademie  der  W^issenscha^ften  in  Wien  ist  die  Gründung  eiotf 
freien  naturwissenschaftlichen  Vereins  in  der  Hauptstadt  des  Ku* 
serstaates,  welcher  im  vorigen  Jahre  zusammengetreten  Ist,  ö» 
neues,  höchst  erfreuliches  Zeichen  von  dem  Übrigens  auch  inonst 
schon  gejiugsnm  bekannten  dortigen  regen  wissenschaftlichen  Lcte 
namentlich  was  die  Fortbildung  der  sogenannten  realen  Wimmv 
Schäften  betrifft,  und  wir  begrüssen  daher  auch  diesen  neuen  Ve^ 
ein  mit  besonderer  Freude.  Derselbe  wird  die  folgenden  Wisset- 
schaden  in  den  Kreis  seiner  Thntigkeit  ziehen,  welche  wir  hier 
ganz  in  der  Ordnuni^  angeben,  wie  sie  in  der  vorliegenden  Schritt 
nach  einer  bestimmten,  dort  näher  erläuterten  wissenschafllichea 
E^ntheilunc  genannt  werden  :  Die  Wissenschaften  der  IVf  assenvoikofS' 
men,  nämlich  Astronomie,  Meteorologie,  Geographie >  Geologie;  die 
Wissenschaften  der  Individuen,  aus  welchen  jene  zusamroengesetit 
sind,  nändicb:  Mineralogie ,  Botanik,  Zoologie,  dazu  Anatoaiieand 


PliyaiAloftic :  diu  Wisst-n Schäften  Her  Hiitem-,  HuswflUher  lUc  Indi- 
viduen bestellen,  iiiiiuliih  Phynik  unJ  Clu-mie  :  endlkh  die  Wisscn- 
tcUtü  dcH  Kaumi-d,  iniierlialb  dcaMen  idloäftliiti'ridle()ei>l>:i<;htct  wird, 
jämücb  die  MuOicni&tik:  und  nird  xuei  Attnn  xin  ScKrilUu  hei- 
•»«lii'hen .  nlinilicb  die  vtirli«,^eiideii  ..ßeriirhte  über  die  ein- 
lelaeii  Nilsungen"  und  ,. natu rHiKsP nech&rUicb e  Abhnnd- 
iungCD."  Für^bcide  i«t  Herr  Wilbplm  Htiidinf;er  als  Her- 
uugeber  ^naniit,  dexsen  Name  für  die  Tficblijclci-U  des  bihalla 
VoKkonmien   Uürgschafl  leistet. 

Eiue  aiii^b  nur  ober  Uli  chliclie  Angabe  des  Inhall«  der  vnrlie- 
;eti(leii  Bcridite  ist  n-e^nn  ihrer  ungemein  ^os^eii  Reichhaltigkeit 
der  tcanz  uiiKiilJisäig;  wir  wollen  daher  nur  gnnz  im  Allgmiicinen 
ticnierken .  dnss  getviss  jeder  naturividseiisehaltlteh  und  mathema- 
liseh  aebildele  L«>ser  ehvas  Intrressiintett  in  denselben  finden  utrd, 
Und  ak^a  namentlich  auch   AiiKftihrUcheree   (iber    die   bekannten 

EtiHchen  Enldeckunitcii  At's  Herni  W.  llaidinger  und  ilfsMerrn 
ülzcubarl  in   dunseihen  zur  Kpraehe  kriniint. 


The  American  Jo 
.  d  I.y  I»rnf..Bsors 
«nd  Jaiiien  U.  Dana. 
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of  iscieni.e  and  art». 
illiman  and  K.  «illir 
ond  Seriös.    .^e«.Ha< 


rliesem  namentticb  in  natu  rnlcs^nHcbalUi eher  Kücksicht 
p6ia  uuegCKeicbneten  Jiutrnul  sind  Mir  in'  den  Ntand  geHGlEt,  wie-  . 
der  diei  ni-iie  Mnmmerii  anKeiLjen  zu  kßnnen.  tnid  müssen  die 
LcHer  des  Literar.  Der.  nur  um  Verleihung  bitten,  dnss  diese  An- 
selgen  »vecen  der  grossen  Entremune.  aus  welcher  dieses  Jonrnal 
tiH  »elangt.  nicht  immer  nhne  alle  i'nterbrorhung  errnlgen  kiin- 
- .-  ,  werden  uns  aber  beinüben,  solche  nnaugenehme  Unter- 
ilfe«hiiMse»  künflis  niuKMchst  zu  beseitigen.  Den  Inhalt  der  ein- 
KClnen  Hefte  werrlen  Mir  viin  jettl  an  iiniuer  mSglichst  vollständig 

Ol.  II.  Nr.  <>.  November.  IKJtJ.  On  tho  Salibatic  lUver; 
by  W.  M.  Thomson.  —  On  Tbree  »evcrul  Hurricanes  ofthe  Ame- 
rican SfüH  nnd  their  rrlalions  lo  ihe  Norlhers,  so  callcd,  ol  (he 
Üuir  «r  Mesico  and  the  Ray  nl* Honduras,  «itb  Charts  illustruting 
lie  samei  by  W.  C.  Kedfield  (continued).  —  On  Ihe  Volcanoes 
r  tbe  M'ion;  bv  James  1).  Dana.  —  Descriiitinn  nl  three  varie- 
«N  orMetenric  Iron;  by  Prof.  G.  Trnost.  —  A  8kotch  of  the 
CroIouj-  n(  Texas:  bv  Dr.  Kerd.  Koemer.  —  Fusion  of  Iridium 
tnd  Hhodiimi;  bv  Prof.  R.  Hare,  M.  1).  ~  On  the  Melcori.- Iron 
If  Texas  nnd  Ln"ck|.ort;  b^  Prof.  B.  Sillimann,  Jr. .  and  T.  S. 
-  Ilcjiort  i)n  Meteorites;  by  Prof.  Charles  U|>hani  She- 
lArd,  M.  U.  —  Catal'igue  of  Sl^ells  inbubilinjf  Tamiia  Buy  and 
>l&«r  ports  of  tbe  Florida  Coust;  by  T.  A.  Conrad.  —  Descrip- 
hm  «[  New  Npecie^  of  Organic  Kemuius  l'roni  the  üpjier  Eocene 
jtiiii>8tnne  of  Tampa  Bay;    by  T.  A.  Conrad.  —  Scientilic  intel- 


Vol.  in.  »0.7.  January.  I(M7.  On  Zoöpbites.  No.  I»;  hy 
lawe«  D.  Dana.  —  On  tbe  Induclion  of  Atmosphrnc  Electriclty 
M  tho  Wirts  of  the  F.iectrical  Telegraph:  by  Prof.  Joseph  Henry. 
-  -  A  New  Mineral  froin  the  Azores;   byJ-  F.,  Tesphemaelier. — 
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On  the  Delta  and  Alluvial  Deposits  of  tbe  Mississippi ,  and  otber 

?oints  in  the  Geoloey  of  North  America ,  ol)ser\'ed  in  the  years 
845,  1846;  by  C.  Lyell.  —  Hybridity  in  Animals,  Gonsiderad 
in  reference  to  the  question  of  the  Unity  of  tbe  Human  Specie^i; 
by  Samuel  George  Morton,  M.  D.  —  Solution  ofa  Mathematical 
Problem;  by  O.  Koot.  *)  —  On  the  North  American  Specles  of 
Iso^tes  and  Marsilea ;  by  Prof.  A.  Braun.  Comrounicated  by  Dr. 
G.  Eng^elmann.  —  Review  of  tbe  New  York  Geological  Reports. 

—  Notice  of  New  Fossil  Footprints;  by  James  Deane.  —  Note« 
on  tbe  Algae  of  die  United  States;  by  J.  W.  Bailey,  Professor 
of  Chemistry,  etc. ,  at  ^the  U.  S.  Milltafj'  Academy.  —  On  the  Fos- 
sil Vegetation  of  America ;  by  J.  E.  T  e  s  ch  e  m  a  t;h  e  r.  —  On  tbe 
existence  of  certain  Lacustrine  Deposits ,  in  the  vicinity  of  tbe 
Great  Lakes,  usually  confounded  with  the  „Driff ;  by  I.  A. 
Lapham.  ~  On  the  Origin  of  Continents ;    hy  James  D.  Dan«. 

—  Description  of  two  New  Species  of  Shells ;  by  William  Case, 
Cleveland,  Ohio.  —  Scientific  intelligence. 

Vol.  m.  No.  8.  March.  1847.  A  general  Reviow  of  the 
Geology  of  Russia;  by  M.  E.  de  Verneuil.  —  On  Zoophvtes, 
No.  IV,;  by  James  D.  Dana.  —  Review  of  the  New  York  Geo- 
logical Reports.  —  Caricography ;  by  Prof.  C.  Dewey,  M.  D. — 
On  Coracite,  a  new  Ore  of  Üranium;  by  John  L.  le  Conte,  lU. 
D.  —  Geological  Results  of  the  Earth*s  Contraction  in  consequence 
of  Cooling;  by  James  D.  Dana.  —  Notes  on  tbe  Herbaria.  Gar- 
dens  and  Botanists  of  Upsal,  St.  Petersburg,  etc.,  gathered  from 
the  letters  of  a  distininiished  botanist  durinsr  a  Continental  tour. — 
Observations  on  the  Rocky  Mountains  and  Oregon;  from  Reports 
of  the  Exploring  Expeditions  of  Capt.  J.  C.  Fremont.  ~  Hybri- 
dity in  Animalsy  considered  in  reference  to  the  question  of  the 
Unity  of  the  Human  Species;  by  Samuel  Geors^e  Morton,  M.  D. 

—  Abstract  of  a  Meteorological  Journal ,  for  tbe  year  1846,  kept 
at  Marietta,  Ohio;  by  S.  P.  Hildreth,  M.  D.  -  On  the  Analy- 
sis  of  the  Oat;  by  Prof.  John  Pitkin  Norton.  —  Observation« 
on  the  uses  of  the  Mounds  of  the  West,  with  an  attempt  at  their 
r/lassification ;  by  E.  G.  Squier.  —  Description  ofa  Fossil  Mazil- 
lary  Bone  of  aPalaeotherium,  from  oear  White  River;  by  Hiram 
A.Pront,  M.  D.  —  Observations  upon  the  Development  of  Elec- 
tricity  In  Bands  of  Leather;  by  John  M.  Batchelder.  —  Revo- 
lution of  a  Magnet  on  its  ownAxis  without  the  use  of  Mercarial 
Conductors,  and  also  without  Visible  Support;  by  Chas.  G.  Page, 
M.  D.  -—  Scientific  intelligence. 


*)  Die  Aufgabe  ist  folgende:  A  straip^bt  line  Mhose  len^th  iii(r) 
bcin^r  so  moved  as  always  to  terniinate  in  thr  side  of  a  right  angle,  re- 
qnir^d  the  loca«  of  it«  concecntive  intersection . 


JLtterarteclier  Bericlit 


Arithmetik. 


Die  Buchstabenrechnung  und  Lehre  von  den  Glei- 
changen«  Mit  einer  Sammlung  von  Aufgaben  von 
F.  Kummer,  Lehrer  der  Mathematik  an  der  höheren 
Bürgerschule  und  Uauptlehrer  der  Gewerbschule  zu 
Heidelberg.  Zweiter  Theil.  Die  höhere  Buchstaben- 
rechnung« und  die  Lehre  von  den  Gleichungen  höheren 
Grades  enthaltend.  .Heidelberg.  1847.    n.  1  Thir. 

Dieses  Buch  bildet  den  zweiten  Theil  des  im  Liter.  Berichte 
Nr.  XXXV.  lä.  610.  angezeigten  Buchs  desselben  Herrn  Verfassers, 
auf  dessen  Titel  fibri^ens  die  Bezeichnung^  »^Erster  Theil'*  fehlt 
Der  vorliegende  zweite  Theil  enthält  die  Lehre  von  den  Ketten- 
hrflchen,  die  (Kombinationslehre,  den  binomischen  und  polynomi- 
schen Satz,  die  Wahrscheinlichkeitsrechnung,  die  höheren  arith- 
metischen Reihen,  zusammengesetzte  Reinen,  Anwendung  der 
Reihen  und  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  auf  die  Rentenrech- 
miDg  u.  s.  w.,  die  cubischen,  biquadratiscben  und  höheren  Glel- 
chimgen,  verschiedene  Eliniinationsmethoden,  und  ist,  ohne  auf 
tiefere  Untersuchungen  sich  in  irgend  einer  Art  einzulassen,  in 
derselben  einfachen ,  deutlichen  und  stets^  auf  das  Praktische  ge- 
richteteiL  Weise  vcrfasst  wie  der  erste  Theil ;  auch  ist  wie  dort 
•ine  ziemlich  reiche  Sammlung  von  Uebungsbeispieien  den  einzel- 
nen Lehren  beigegeben.  Eben  so  wie  der  erste  verdient  daher 
anch  dieser  zweite  Theil  vorzugsweise  die  Berücksichtisung  von 
Seiten  der  an  hauptsfichUch  eine  praktische  Richtung  verfolgenden 
Lehranstalten  wirkenden  Lehrer. 

Le^on  d' Arithmätique,  d^di^e  aux  candidats  aus 
Ecoles  speciales,  sur  la  multiplication  abrägöe  (avec 
la  mesure  de  l'erreur);  le  nombre  des  chiffres  duquo- 
tient  dans  la  division;  la  division  ordonnäe  de  Fou- 
rier;  la  division  ahrögee  de  M.  Guy;  Textraction  de 
la  racine  cubique;  la  theorie  des  approximations  nu- 
n^riques  de  M.  Guilmin.    Par  M.  P. F.  Verhulst,  menibre 
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de  lAcnrl^mie,  prnfesscur  li'analy»?  h  l'^role  nili' 
lairc  <lit  BclgM)iie.  Itrusclles.  1847.  In  12  cle  7?  page«. 
Diene  kleine  iSchrifldcs  Hern)  PrnfesKore  Vcrliiilst  in  BrCo- 
»cl  verdient  »eeeii  iler  Harin  behatidnltpn  neueren.  tlinU  ilie  Ah- 
kÜTxuiig,  Iheils  die  Erbilhuiig  dor  Geiiaiiiffkrit  ver'KcbiL-dener  iiiitii- 
iiieliiäclieT  Operationen  bezweckenden  Methoden  der  AurmiTbcamln^ 
der  Lehrer  der  Arilhraelik  unil  Mnthentatik  Ülierhnitpt  an  dl« 
iliiherun  Lchraiwtalten  gar  selir  empfolilen  zu  werden.  Ihr  InhiH 
ii»t  auf  dem  TiteJ  schou  so  ausltifirüch  angegelten  norden,  iiX 
es  nnnilUe  Weilläufitk»jt  sein  würde,  wenn  wir  darUher  hier  noch 
weiter  berichten  w(dlt«D. 

iliOgarithiHitfvh-trigoDanietriscIie  Tafeln,  ucIibI  trt- 
sehftftlenen  andern  nfltxlivhvn  Tufftln  und  Formclit  a»il 
einer  Anwei«unf(,  mit  Hilfe  dereellien  lognrithmifech« 
Keihnungen  atiszu  führ  en.  Zum  Gebrauelie  la  SeliuleD. 
Iiesonders  alter  für  jene,  welche  eicfi  mit  i>rabliarh«a 
Anwendungen  der  Motlicmalik  UOBeiiariiseo.  \mn& 
.SUmpfer,  Prolesitar  der  praklUcheu  üeomctric  an 
k.  k.  polytechnischen  liixtitnte  xa  Wien.  11  ritte,  aher- 
niaU  vermehrte  und  verhet^xerl«  Auflagt'  Wicn-IKICei 
I  Kthlr.  R  NRr. 

Wenn  aneh  von  diese»  cmprchleiifiwertheii  TatVln .  die  auct 
'^UsfIltTlich  recht  schün  ausg««lattet  sind,  .«ebon  (Kc  driltL-  Anlagr 
crsehleneu  Ist,  »o  süheiticn  «ie  doch,  w^nipitens  ansMertialti  i^«ll•^ 
reicht  noch  nicht  »o  bekannt  geworden  in  »ein,  wir  »ir>  itirr>  is-fr. 
Heben  Inhalt»  und  ihrer  k« erkmllHMtgcn  Elnriehtnui;  "•  ■ 
liills  verdienen.  Wir  wnHen  daher,  nm  auch  da»  In 
w«itern  llekanntmachung  b«lxutragen,  den  Inhalt  in 
ctwfts  genauer  angeben.  Aid' die  ^hr  deiitlKrhe  Anlc,; 
(■ebraucho  der  Tafeln  utnl  Einig«  i»  der  an;i<)»  4nUt«u 
Mathematik  i'iftvts  vorbomni  endu  Zahlen  und  Luff 
rithmen  fobl  die  Tafel  de>r  gern 

Tafel  reicht  von  1  Wi»  lOOUO,  die  Lngaritlimou  ><ind  »ecbf 
1111(1  die  Proportional theile  und   l>ilTere(i«en  sind  überall  1 
Logarithmen  der  SlnUB.  Tangenten  und  Rilgcii 
«raten  10  Secunden  um  ,'„  isit  ,'.,  Secunde.  —  Lo^ 
wt!n  der  Sinus,    Taiigetiton    und   Bilgen   für   die  i 
sechs  Minuten  von  oecunde  ku  Necundi:.  —  TafM 
trigonoinetriBehvii  Lug;trilhm»»  (vnn  Minute  na  Ml^ 
den  erntoren  Gruden  von  lü  *n  lÜ  Seciindcii;    ebenlall»  »_ 
Bge  LogaritfimeB ;  dar  Tafel  i^t  alle  für  den  gewöhnlichen  prall 
bebraueh  nulhltn;  AuAdehniiDg  gegeben).  —  Tafel  der  ^iud 
Tangenten  lOr  den  HnIbmesMer  1  (von  lUxa  10  MinuU 
Beiffigung   dieoer   Tafel  der   natCrrliebeu   Linien  lil   grwUi 
'  -liissig,    naiiiendirb   aneh    liir    den    ünti-rricht.   —  Zt|] 


der  trigononielrisphen  Linien  für  im 
tVinkcTin  allen  4  Quadranten.   -•    LliiiKr  df<r  Krad 
gen  fflr  elnuiilno   Grado.  —  LUnga  der  KreixbSBMl 
einxelneMinulen.  -  Litnse  d«r  Kroi^b'-lsm  l'Or  «rnitf 
Secunden.  —  Tafel    der    Quadrat-    lind    Kubikwurtfrln 
Klier  Zahlen  von  1  bU  IflU.   -  Tafel  der  er«lcn  ri'nlan- 
xen  aller  Zahlen  von  I   hi»  lOU.    ~    Tafel  der  HunAfx 
Oller  Zabicl.  von  1  bU  1000.  -  Taft;!  >       " 


OkeDiuvtiNMntceM  {Aiea  sind  ilie  <• 
)r Klancrm  herecliiiet).  —  Brhcitun» 
in  wnhrea  Horisont.  —  iSefanen 
=  S00.  —  Gcxcliwiniligkc'it  lic 
:r    Temj.erutur    litr    Luft. 


iTUer  dl 

II kt«  tie 

1  Volume 
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SB.  —  Vergli^icli 
<titn*aH«»,  die  mittlere  Lffni^e'  ein< 
fl(ß!«,a  Wiener  KUIti-r  ceset^l.  -  Ve 
IkchcnmaaMse  versiliieil  ener  Orte.  — 
kr  Hitiidela-  uud  Man 


iiiKsi«clien  Tafulu  für  Wie- 
ites  schein  liaren  filier 
[af«i  rßrdeii  llulbme»- 
s.Sch/illHbtM  vtrochie- 
deliaiiiig  eil 


Cefrier-   lii»  zum  Sieil- 
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Wo 

Vernleit-Imne 
■Iiie<fencr  51«^ 
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chfM  Gvniclit  (Dii'tite)  versclii« 
r. '—  AunöHtMif;  <rerrK('litMiaklif:eit  ebenen  um)  «iilill- 
>ditin  Dreiet-kp  Tür  ilcM  Hiininic>s8er  1.  —  Auriö^uui; 
r  nchiefivtnkllfcen  ebenen  Dreiecke  Tür  den  Hulltmea- 
f  I.  —  Aufl.-iäung  dvr  schieftvinklißcn  «phäriscbeii 
!«ifrke  mit  eiiieni  lliilf>j>v  inkfl:  der  UalbineHser  -I. 
.  AariliKung  der  scbierwinklizen  euhürtticheu  Urei- 
ke  nhne  UäUäivinkvl;  der  Uulbmesser  =  I.  -  Ffir- 
llti  nuM  der  nualyliscbeu  Trigoiiomclrin  fflr  den  Halb- 
rsuBT  I  ((.ehr  vullatäudii!).  Einige  |>rak(is<:he  Formeln 
«  der  Prugressiouelcbre  (Fonnelu  zur  Ziii»-  und  Reoteli- 
'iniui|C,  xum  Binticbalten  u.  dcrgl.}. 
Uaii  »lelit  bietuu8,  uie  vieles  Nützliche  in  diesen  Taleln  sul 
1,  ftt*iniic(t  Kaume  von  etwa  10  I(os«n  bei  sehr  Ncliüniir  iitcsse- 
Anwtrklliini^  ilcraidbrn  eebntcn  nird,  und  »itHt^ten  in  der  Tbat 
tt,  wiia  dem  mathmiiutT«L-lten  und  phy«ikaliMrben  Unterrichte 
dem  ^tvrflinUt:ben  [>rukli«rhen  (iebritiiche  noch  711  n-dnacben 
ff  hleUien  sollte,  eni|]|'ehIon  dalict-  uuuii  diese  Tafeln  alten 
maiintnllvti  und  Ptalitikcrn  rucfal  sebr.  Sollten  nir  ans  erlnii- 
dfirfeii,  dum  geehrten  Herrn  Verf.  und  der  Vcrlai^handlung 
b  einen  Ituth  m  geben,  .in  »drde  en  i(e»-i5s  der  r.u  wfinHchen- 
mtigliL'fiHt  Holten  Verbreilunf;  dieser  Tafeln  fekr  filrderlich 
li  w«nn  auch  scbmi  den  Exemplaren  der  JetziKi-n  dritten  Auf- 
t  htä  ifircr  Versendung  etiva  uoi:b  ein  bauier  ßo^en  beigt^egt 
lie,  wtilebi^r  die  Tafel  fiir  das  H»faenuieiiseu  mit  dem  Bumme- 
die  Tafel  für  die  Erbebung  des  scheiubareD  über  den  wahren 
iunt,  die  Gesehnt iudi^kcit  den  Scbnlls,  die  Ex|>ansivtcrnfl  des 
■MTiUiaptM  nicht  für  wiener,  sondern  für  franzitsisches  (mefri- 
m)  Haas»  berechnet  enthielte.  Kei  der  Vergleichuni;  der 
Igini*  u»d  Fliiuh«(imaaase  mac  immer  die  Wiener  Ktaller  zum 
nde^^ltele^t  werdtin,  was  nach  unserer  Mvinnug  der  nlliiemei- 
M>-Cii>füJiriin^  der  1'iifeln  kein  nes-entliches  Hindernlss  ent^e- 
.  «etzL  .Ibi.T  die  Beiliitfuntt  diT  ulicn  genannten  kirinen  Tulelu 
l'raitxii*isch«s  Alaass  acheint  unn  leicht  m  beuerkstelligen  und 
Ufl  zu  Mnii.  wenn  diese  Tafeln  auch  ausserhalb  Oeiiterreicfa 
I  iteii  allferaeinea  EingaDR  vt^'rei-linfi'un  snllen .  ivelchen  nie 
k  unserer  iMeinung  so  sehr  verdienen.  Liessen  sich  imdltcb 
1  Attacnticn  Ausgaljcti  auch  noch  die  in  vielen  Füllen  sn  nUtz- 
Hl  CaiuviKelien  Lioiniritlioieu  beifügen ,  tiio  würde  den  Tafeln 
Doch  ein  besonderer  Vorzug  gesickert  nerden. 
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8lehr«r  «ml  Iieim  SbIIibI 

Dr.  AiieusI  Wi«a;an<l.  Oherlclirer  im  d 
Halle.  Zweite,  \erl.ess.-rle  uri.l  ilurt 
vrriu4-tirtc  Auflaee.  Kli  t  :£wci  Kuiifcrl 
H.     10  Ssr. 

Das  lintdige  Erscheiiipn  einer  xucitpii  Auflatie  ilici-ed  «nijiIVfc 
lensnerthon  Lehrliuvhi«  ist  der  Itesto  Dcwois  tQr  (fenwen  Kninti)- 
imrkeit.  Zu  diirefaitreirenderen  Utiigeslnltuiigen  hat  iler  IImt  VF. 
keine  Veranla8satig  KermiUen,  alier  in  einem  Anliannc  ciae  Iteiti» 
von  Lehrsiltzun  und  AafgMl>eii  als  Materlulii-n  «ur  (JcbDDK  btj 
gefHgt. 

Die  Lehre  vnu  den  gcTadlinigcti  Gebilden  lu  der 
Ebene.  Ein  Verüncfa  einer  systenintlHrh -clf-menlati- 
scheu  Kntwifkinnc  der  eogenaiinten  Planimetrie,  (•«- 
nlumetric  nnd  Trigononietrie.  der  AnrnTia^^rnnde  der 
nnalytisehcM  Ceonietrie  a.s.w.  \an  K  iidoifWoll.  Zoellt 
vermehrte  Ansgaliß.     Hern  u.  St.  GaMcn.   1S)7,  ».    lÜ  K|f 

Die  erst«  AoMt'nlie  ilieDer  aehr  «■   cm id'ehl enden  Sebrill  in 
im  Liter.  Uer.   Nr.  lll.  S.  S3.  ang«ieiRt  norden,    nnd  da«  baMi||t 
Erscheinen    einer    EHeiten   Auseähe   derselben    hat  d.is  ilivrl  AWi 
dieselbe  anegospnichen«    ßunalige    Urtheil    vidllintiinK  .:    '< 
Riieh  selieinTdicäelhe  daher  die  allgemeinere  Verlii<< 
«vir  ihr  damals  m'lnechlen,    gefunden  zu  Italien.      IIk- 
mit  Rocht  im   (lumien    viillitj;   diesellw  gehlielien.    iii<l 
noch  be»itchl  ihr  Hanpl verdienst  naeh  unserer  AnHi(')i<  ' 
xie  die  Erf!cbnib8e  und  HehandlniigHivvisoii  iler  snf;eniinnlen  u 
ren  (ieometrie   auf  eine   t<ehr   i erisiandi|>e  Weigte    für    die  Zveda 
des  mathematischen  Elementar- Unterrichts  KU  benul/en  und  U 
selben  einKufähren  sucht,  dabei  alier  auch  den  aualytiHcfren  1 
den,  snnnh)  in  der  Genmeirie  als  aneh  in  dur  TrijinBnnwtri 
jenii^e  BeNicksichti;;uiiK  an  Tbeil  »enlen  ISttat,  wek-ke  4« 
m  jeder  Uesiehuni;  na   sehr  cebOhrt,    nnmentlicb  t^r  di«  t 
welche  dereinst  auf  der  Balin  der  Mathematik  weiter  litrtzuaelM^   I 
ten  oder  auch  dcrrn  Amvendun.e  in  ii^end  einem  |im)>-Ii>»  hen  VaAt 
sieh    EU/unenden    sedeiikeu.      In  dieser   lleaiebniif;    biit  dtn-  Hen 
Vr.  mit  Itecht  in   der  «»eilen    Auxcabe  mich  ctnti»  mehr  g 
,  aU  in   der  erhielt   und    namentlich    die   Tcii^iinutuetrie   nach^ 
.aus^clilhrt ,  aoeh  Einiges  illicr  die  KegeUchnitle  bei^ehrad 
In  einem  dritten  Anhange  die  wiehtigstcn  Sätae  der  RMar* 
trie  beieel'n;!!,    an  diiKs    peiiisK   jeder  8t'hüler,    wddtn 
Inhalt  ilieses  IlticMitiNs    vnl {komm eil  an  ei^en    gemacht  i 
namentlich  Hucli  noch  in  der  Autlüsung   recht   verscIirMln 

i;e'>melr!seher  und  IriKonometrischei  Aufgaben  «Irli  fie 
lat,   v«ti  der  }>thule  wtvvohl  einen  gmssen  SrhaU  gi-ot 


•taliiiAtte  für  das  Lelieti  iiberhaii|it ,  »U  aiicli  eine  hii)reirti«ii(te 
irlinrcilnng ,  nm  mit  Erfnlg  sich  (iem  Ptluilhim  <ler  hühfren  Thcik- 
r  MathemaDk   Kuirenilvn    siii    bnnnen ,    mHti)>hmen   wird.      Wir 

Br»h)«ii  daher  auch  diese  eweite  .\tiK!>.ilH-  de«  vi>rliettnnden 
MeinH  angel<>^entli(;hst  xii  iillßeniciiiorrr  lti>rtii-kKichl)vitnf',  wio 
r  A\m  schon  l>ei  der  »rat«ti  AiiHa^'e  ttnlhan  haben. 
Dfiher  tWc  lnhalt«liGroclinuiiK  i]i-r  Krir)i<>r  iijit;h  «hier 
xl_tteii  Formel.  Mit  Itesniiilerer  lificlcsicli  t  uuT  die 
ixiN  lioarbcitct  von  W.  Lia;ou  sky.  Feuerwerker  in 
r  7teü  Arttlleric-RriKuJe.  '  Bertin.  1H47.    8.    <\  Sgt. 

Wogeti  dieser  Srhrill  veriveiijeu  wir  auf  die  Einltrilnni;  xu  dor 
H&chBten  Hello  de«  Artl.lvs  fThl.  X.  Hell  -i.  S.  -äiO.)  uUeb- 
KkUm  Abhandlung  Nr,  XXVIK..  un.l  kr.iiaeu  mis  hier  «iner 
lfm  U«»(ire('liriiig  derfuUieii  euthiilteii. 


'  Diaserlali o   matheni 
PtnitaHbus.      Anelor 

1 1  e n  K r e  he  1.  R Ii e  n  o  - T r a j e 


L  de    quihusdam   eiir 
nnes    (ierardn»    He 

ujecti  »d  lUie- 
.  MDIHXXLVII. 

Die  auf  den  hollfiiidischeu  Diiirersilüleii  erseheiikenden  Dieser- 
E»D»n  Kviirhnei)  sieh  vor  den,  n&meiitlich  hiu  und  ivi(,>der  »uf 
jcheii  deutsehen  Universitäten  erseheiiieiidvii  Geluf!enlieil«i8ehrir- 
tdi0Mr  Arl  diireh  eine  hexondere  iJori^rttll.  mit  «elelicr  sie  ver- 
tt  wuriU-it,  durch  ihre  tirüudlichkeit  und  ihre  .\ii»d<dinun;! ,  die 
S'iUsx»  in  ti irkiicbeii  ItAeberu  annachsen  l.'Ust.  i^uhr  vurtheil- 
I  au«.  Zu  diesen  sehr  i;riiiidliehen  und  eine  ^rüsFüU'e  .\n8(ieh' 
hoheiideii    His«er1iitiniien    gchiirt    auch    die    vnrliecetide    t!l 

■•n  inU  4  Fiiiiirenlnreln  sturke  Schrifl,    welebe  jeüenrdla  «ehr 
lieut,    in  rinem  tvcitern  Kreise,    a's  hei  solehen  Sehrillon  ge- 
mrub  der  Fall  xu  »ein  p(le):t,    bekannt  eu  werden,    und  einen 
erfreulich  eil    Uetveis   von   der  Gründliehkcit  der  KeiiutnUse 
_  I    Vfi«.    ablegt.      Der   Titel    dei  Abhandlung   b'Ust  schon  den 
■ek  derselli«»  deutlich  erkennen,  indem  n&nmch  der  Verfasser 
'^uTVon.    ivc'lebe  durch    ^e\iisse    Gleichungen   analvtiseb  aus- 
'  Mte  Verwand tsthiiflen  niit  »inuiider  haben,   eiii«r   genaueren 
erRUchunjO;  unleruirfl,    und  tilso   die  Lehre  von   den  geonielri- 
la.  Vernundtschürieii.    welche  bekanntlich  in  neuerer  Zeil  viir- 
e  bt^i  gerudlini^cn  Systenit:H  betrachtet  worden  sind,  auch 
Cwvon  überträgt.     Vi»  den  Zweck  des  Vfs.  mügliehst  deutlich 
~  Mtceii  eigeueii  Worten  den  l^esern  des  Arebivs  vor  Augen  eii 
_.  wollen  wir  ausser  dtni  Inhiilts Verzeichnisse  auch  noch  die 
it^Miif;  hier  voltstKndis  niitibellen,  ivor.ius  Kueleieh  iinch  erWl- 
pfrinl.    «laifs  der  Vf.  den  Arbeilen  deutscher  Mathematiker  be 
)  Aufnierksauikeit  gewidmet  hat. 


O  r 


I    conepectus. 
>e   nfTinifiito  3 


=  1,   «#'  =  i.  —  l-a- 
,pnt  lir     He  afliuitalc 

sy,  fr'  =  I.    -  Caiiut  IV     He  afanitate  (-J^)(  J-,)=U 
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liitr  oitus. 


Lineae  alicujus  HCG  *)  formam  ei  analytica  formulu  ntdicare 
veliniuH,  Dotum  est,  ita  hoc  potissimnm  fieri  «olere,  ot  rectas du» 
fixas  fingamiiB  XX*  et  YY* ,  qua»  coardinutanun  axt$  diciüM, 
liisfantiiis  aiiteni  CD  et  CE^  «|iiil>as  ügurae  propoaitae  pomta 
qiiodtihet  C  ah  axihiiH  hi«cc  distet,  piincti  ilhiiK  C  uhiouam  et 
ordivalnm  slve  ejiisdem  roordinafns  voceiiius.  AeqiiaHo  jam  n 
prnponitiir  aliqua /Yx,y)  =  0,  mutua  prodit  coordinataram  rehtio, 
n.  c.  series  prodit  panctoram ,  'quihus  linea  projposita  GCH  eM- 
stet.  Coiirainatarum  vero  notio,  —  nt  inonalt  nitcr  aiiofi  Urok- 
kenmfill  er^  die  UebertragMigsprincipirn  der  mtnijfthekem  Geo- 
metrie pag.  1 ,  >—  latiiis  speetat :  Variabilia  eiiim  si  üngaiDua  quM- 
liliet  quaiita  ff  et  9  ~  sive  sint  lineae  »ive  anguR  sive  nunini.— 
quaecunuiue  inter  variahilia  ista  proponitur  aequatio  /'(«,9)3sO 
slve  r  =  r  (u)»  ai  aJtori  coordiiiatae  u  cuiictos  deioceps  tribiumiui 
valores  a,  o',  a",  etc.^  i^crieni  quamdain  prorert  reniin  recte  dcfi- 
nitarum 

M  =  a    r  ==  F(fi) 

11=  n'   v  —  F(a') 

u=a''  t=F{a'') 

ouau,  Druck enniüllero  praeeunte  IL  pag. 4»  clemetita  voceatf. 
Elementum  istiusmodi  si  punctum  lineauiTC  altamve  quaradan  is- 
dicat  rem  geometricam ,  elementorum  ista  series  sive  aequatie  pro- 
poslta  f(u,v)^0  lineam  quamdam  indicare  solet:  cujus  rei  apod 
Druckenmiillerum  II.  et  apud  PlOckerum  **)  exempla  oocnr- 
mnt  hene  multa.  Duo  jam  eligamus  istiusmodi  eiementorum  genera: 
u  et  V,  vf  ei  v':  eandemque  functionem  /*primum  borum,  deiwie 
illornm  mutunm  relationem  indicare  statoamus;  duae  ita  prodilnnt 
lineae  f{u,c)=^i)  et  /'(u',r')  =  0,  quae,  si  elemenfa  «'  et  r' « 
clementis  u  et  v  originem  ceperint  adeoque  aequatiooe  qnadaM 
F(tt,f?,ii',r')=0  Tel  duabus  aequationibus  F(h,v,u' ,t>')=^0  f^ 
F(tt,r,u' fV')^r=i)  cum  illis  «ohaereant,  Ipsae  quoque  enint  secoi 
inviccm  aflinitatc  quadam  conjunctae.  Ex  innumeris  istis  cooi# 
natarum  mutuis  relatiooibus  simplicissimani  eligamus  haDCce»  f^ 
constans  sit  analogarum  coordinatarum  productmn  r  fiffuranna  tn- 
tnr  ita  affinitas^  quam  aequatlones  repraesentant  tm'=A^9  vff^Vi 
aliave  earumdem  afiinitas»  aequationibus  u=^t^ ^  vt'^=^B^  faidictti' 
Quarum  aflinitafum  posterior,  si  ponamus  i9=l  coordinataSqoe  i 
et  V  orthogonales  ,esse  h.  e.  u  abscissam  x,  v  contra  applioite* 
y  denotare  statuimus,  eadem  illa  est  relatio  x^=af  ^  'vtf==I»  '^ 
qua  cl.  V  er  dam  egit  In  Commentariis  Institut  Belgici  toI.  XH. 
pag.  67—93.  Sin  aliuni  statuamus  coordinatarum  «  et  r  signifie** 
tum ,  relatio  proposita  t£  =  «S  rr'  =  J^  aliam^denotat  fieurarom  affi* 
nitatem  ^  ah  aflhiitate  modomemorata  x^=-x'  ^  yi/s:!  pTaoe  diverM« 
quod  ad  mutuam  analogarum  asymptotarum  relationem  vel  quod 
ad   reliquas   attinet  gcometricas   analogarum  figurarum    qnalitates* 


*)  Die  Figar  wird  sich  Jeder  Icirht  seihet  zeichnen   Irinnen. 

••;  Analytische  Enltiickelungen,  syxtcm  der  analytischen  y^eomeiri^ 

et  alibi. 
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At  vel  Kic  tameu  formolae  analyticae  /*(«,  ^*zr ^"'*^'  »^'  'dö'  ""^ 

=0,/(¥,c,  ^, «',t?'»-7-T—0=0,  etc.  quae  coordinatarum  rela- 

Hfliie  proponta  ti  =  tc' »  rr'  =  1?*  e  fii^oranini  aflinitate  a^^^ar'^ 
Mf'  =  J9*  se^iuebantur,  intactae  in  nova  aflinitnte  uerniaiient,  sed 
Ol  eas  alio  sensu  interpretemur  reqnirunt.  Genoraies  i^itiir  ligura- 
ram  aflinitates  propositas  —  UH'=A^y  rr'=J^  et  ii=ttS  rr'=a^ 
^  «i  in  nna  afiqaa  coordinataram  u  et  r  deiinitione  coiisideraTeri- 
mis»  dnpliceni  triplicemque  hinc  fructum  haiiriri  lieebit  ea  agendi 
rmtioney  quam  commendat  Plfickeras,  Sf/$frm  der  analyiUchen 
Geometrie^  jiag.  48.:  „  .  .  .  .  f o  können  wir  aM:k  den  Symbolni 
iraend  einer  vorliejienden  analtfAtcken  Heweisfiihrunq  verMciie' 
dene  i^ordinaien-nedeuinng  beilegen  9  und  erhalten  aUdann  eben 
so  viele  geometrUehe  Sätze.** 

De  priore  ij|;itur  videanius  e  generalibus  affinitatibiis  proposi- 
tu«  h.  e.  de  aflinitate,  «luani  aequationes  indicant  mic'=/I^,  rr'=J3*. 
Quum  autem,  generalis  niijus  aflinitati«  qualitates  quid  significent« 
sit  ita  maxime  perspicunm»  si  u  et  v  orthogonales  desi^neut  sive 
vulgares  cof»rdinatas,  aflinitatem  no^tram  ea  liypothesi  interpretc- 
nior»  ut  11  abscissani  x,  v  contra  applicatam  g  oenotet. 

Dies  wird  gewiss  hinreichend  sein ,  um  die  Leser  des  Archiv« 
sowohl  von  -dem  Zwecke  dieser  Schrift  in  der  Kürxe  mit  moglicb- 
•ter  Deutlichkeit  zu  unterrichten»  als  auch,  wie  wir  wünschefi» 
xar  verdienten  Ueachtung  derselben  zu  veranlassen. 


Praktische  Oeometrie« 


Vorschule  der  praktischen  Geometrie.  Bearbeitet 
▼on  Dr.  ph.  Heinrich  von  BOnan^  Lehrer  der  Mathema- 
tik  an  der  Krmiglichen  Gewerb-  und  Baugewerken- 
Schnle  zu  Chemnitz.  Mit  20  Kupfertafeln.  Leipzig. 
1847.    8.    1  Thir.  15  Si;r. 

Bind  recht  deutliche ,  ganz  elementare,  nur  die  einfachsten 
Kenntnisse  der  ebenen  Geometrie  und  Trigonomntrie  und  elemen- 
taren Algebra  voraussetzende  Anleitung  zur  gewohnlichen  Fcld- 
messkunst,  die  Real-,  Bürger-  und  Gewerbsehulen  mit  Recht 
zur  Beachtung  empfohlen  werden  darf. 


Hcchanlk. 


Leonhard  Euler's  Mechanik  oder  analytische  Dar- 
stellung der  Wissenschaft  von  der  Bewegung^  mit  An- 
merkungen und  Erläuterungen  herausgegeben  von  Dr. 


rs<aalnHi»i 
>u  Hurtin). 


eil  keclin«!  an  öcr  KAniui 


J.  Ph.  Wolters 
Sternwarte  au  Hürlin). 
H.     'i  Thir.  13  Sgr. 

Euler*$  Werlte  oiiii)  KKnimtlicIi   klfMKisch ,  miil  kein  Mathe- 
tD»tiker  lUrf  UiettelliieH  auch  jetut  notli  uiigdesen  la««'».    Uli:  Ori- 
rinjilv  Bind   entweder  gar    nicht    mehr   oder   mir   mliHcr  :!iif  .!-m 
Wefie  de«  Huihhanilela  lu  lie/ieheii,    «T»h:ill       -     . 
wisseii,  die  Peterdlmr^re'  AkiiHnmip  d«  \\  i  - 
Aimitnbe    dor  niiiiiiiitllchen   Werke   dit-Bes    ji 

vnrbereitet;     aiisnerdein    niiiH  dieselhcri    sa 'i 

hast,    tinil    (iiibcr    iiftOienlliirli    Tut   inaorheii   oiiic   < 

Rjchtuiii;  verlnlgendpn  IVI »tli «in nt ik<T ,  «il«r  «hcrlimiiH 
leiiiiHchf^ri  unkundiire  Techniker,'  nicht  lesbar.     Di'-ti  >! 
UeberaetKUit^en   derselhen    jcdenfidls     Kehr    »iitiKchni-       .   h 
man  kann  mit  Recht  sa^en,  ein  >vuhr<fH  UedilrlmHe  aiil  il'-ui  IVlilr 
iler  nintheiiiatifchvii  Literatur,  mihei  muri  nur  die  in  jtder  litrtif- 
hung  gr«SBe  Wichtigkeit  aller  dieser  Werke  nicht  ans  den  Ahhm 
lai^scn    darf.      Die  rein  niiaKttschi'ii  Werke,    Tiameiillich   die  .,)n- 
troduetlo  In  Aiiaiv»!»  t  onnltonim".  dii-  „InstiluliooM 
calcnli    differeiitialis"    und    die     „Inj^tidüi-.i.c«   raicull 
ititeiirnliH"    sind  bekannter  als  die  QbriQcii  Werke,    niid  »rtiiiti 
mehrhicfi,     nnnirnflich     viin     Mich  eL-<en  ~  und     Saloni'Xi.     W* 
DeiitMche  üher^Hzt.     Die  der   Mechanik  und   Dm|itrik  ceiviibnrli-n 
Werke  aind  iveniger  hekiiiinl  als  die  rein  nnnlylii<chrn  WerLiMiml 
in's  Deutsche   noch   nicht  flbertra^en    worden.      Kinc    volUlÄiußi'c 
Uehersetzunj!    der    Dinittrik    würden    wir   tin»    mehreren    tirfinder, 
deren  Entnickelun^  nichl  hierher  gehört,    widerrathen;     ntirinn« 
aher  hat  ja  schon  Kliiget  tieknnnilivh  in  f<einer  Antilviiock^ii 
Dioiitrik  eine  Art  Au^nig   huk  dieeeni   drei  Quartb^nAe   HtaAn 
Werte  gelierert,  nnd  dadurch  för  diejenigen,    «clih'*  ''"■>  'iTinnli 
^en   Zustnni!  der  Dia|ttrib   kefinen   lernen   i^ulleii .    i'-ll 
nach  unserer    Uehcrzeuguni;    auf   eine   «ehr    üiTerkin..  - 
fcesnrgt.     Es  sind   a,l»i>  eigpiillich  unter  den  grr>stfer<'ii 

die    ,)Metbr)dui«    iiiveniendi   lincas  curvas  nia  i 

mtve  »roprietate  jcandenteit"  und  die  der  Mechanik  Ki^nil- 
meten  Werke  nnch  nicht  Otiersetzt  ').  Die  In  der  er^ilercn  Schaft 
nieilergek-gtcii  Resultate  t^rhlilt  man  jetEt  bckanlillii^h  leicl 
durch  die  alleeineinen  Methoden  der  Variatinnsrechminc , 
Trüge  dich  diiher,  <di  eine  Uehersctzunt;  dieser  Schrifj,  j 
6('hr>ii  ivir  diemelbc  auch  nach  unserer  vnllkommen«len  ÜJ^ 
gung  halten,  jetzt  nnch  zeifgeniÜEts  sein  mOchte, 
e(H'n  eine  vonstä'ndiito  Uehen^etüuni;  aller  F.ater'echvn  Wfl 
Tern  wollte.  Dagouen  hallen  wir  eine  Cebereelzun^  der  iSiVi 
nik  betreffenden  Werke  immer  TUr  nebr  ivflnschenswerth  gl 
und  zwar  ans  fidgenden  (irilnden.  Man  kann  nicht  leai^ri 
gerade  die  Mcehauik  derjenicc  Thcit  der  mathcmatiscfa^ 
senschaflen  ist.  dessen  Gestalt  «ich  seit  Etiler'^  Z< 

*)  Kincelnv  riio  Meuhanik  flüiaiß;or  Ki'irpi'r   bclrrtTviiili' 
Killer*    hat    rrähnr    Ilranileii    äimneUI.    imtcr    .Irin    Tlteb 
Gearlci-    dcM    GUirtiirewirlila    nii<l    ilrr    Ilcwcffuoe    flBl 
Körner,  nhuraetit  inll  Kuiatxon  um  Urnndit«.    l.vil^vf«: 
waUli«*  Werk    alrer    iiinhl   in    iltv    kiitcgnri«  d«r   grätaers  JT     ' 
Wtwkc   Rchfirt. 
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«ten  veiündert  bot,  und  Euler 's  Mechanik  wird  durch  die  Darstel- 
lung dieser  Wissenschaft  in  den  Werken  der  neueren ,  namentlich 
franzusischeu  Alathemafiker ,  was  wahrhaft  philosophische  fJarstel- 
luiM(y  Erstrebung  der  hiichsten  Allgemeinheit  in  den  Gnmdgesetzen 
und  der  daraus  gezogenen  Folgerungen,  was  endlieir  auch  die 
Systematik  und  die  volUg  rein  analytische ,  sich  von  jeder  durch 
Figuren  gewährten  Anschauung  frei  machende  Üarstclamg  betrifft, 
gaoz  unzweifelhaft  weit  überraget.     Aber   eben  die^e  grosse  All- 

Semeinheit  erschwert  das  Studium  der  Mechanik  fär  denjenigen, 
er  sich  zuerst  demselben  zuwendet,  sehr,  und  zwar  um  so  mehr, 
weil  diese  über  unser  Lob  erhabenen  neueren  Werke  es  wegen 
der  grossen  Allgemeinheit,  die  sie  zu  erstreben  suchen,  meistens 
verschniähen,  nem  Leser  durch  Figuren  und  einen  Keichthuin 
von  einzelnen  Beispielen  und  Aufgaben  zu  Hiilfe  zu  kommen. 
Ganz  das  Gegentheil  hiervon  linden  wir  in  den  Euler'schen,  der 
Mechanik  gewidmeten  Werken.  Erstens  im  Allgemeinen  eine 
Darstellung*  nach  Euklidischer  Methode»  welche  ohne  alle  Wider- 
rede namentlich  dem  Anfanger  das  Verständniss  sehr  erleichtert; 
femer  eine  nach  unserer  Ueberzeuguns  gerade  hauptsächlich  in 
diesen  Euler'schen  Werken  ünsserst  schone  Verbindung  der  geo- 
metrischen und  analytischen  Methode,  welche  Alles  zur  vollkom- 
mensten Anschaulichkeit  zu  hrineen  sucht,  eine  Methode,  durch 
die  bekanntlich  auch  neuerlich  Miss  Sommerville  in  ihrer  sehr 
schonen  Hechanic  of  Heavens  die  Mc^canique  Celeste  we- 
niger mit  den  rein  analytischen  Methoden  vertrauten  Lesern  näher 
zu  bringen  gesucht  hat;  und  endlich  ein  fiberaiis  grosser  llcich- 
thum  höchst  instructiver  Beispiele  und  mechanischer  Aufgaben, 
wie  man  ihn,  so  weit  wenigstens  unsere  Kenntniss  der  betreffen- 
den Literatur  reicht,  u\  keinem  andern  derartigen  Werke  findet: 
dies  sind  die  Eigenschaften,  welche  auch  gegenwärtig  noch  das 
Studium  der  Euler'schen,  die  Mechanik  betreffenden  Werke  höchst 
lehrreich  machen,  und  durch  dasselbe  nach  unserer Ueberzeugung 
die  beste  Vorbereitung  gewähren »  um  dann  das  Studium  der  neue- 
ren rein  analytischen  \Verke  ungehindert  verfolgen  zu  können. 
Ausserdem  wird  aber  eben  wegen  der  jetzt  hervorgehobenen  Ei- 
genschaften das  Studium  der  Euler  sehen  Werke  Praktikern  sehr 
zu  empfehlen  sein ;  denn  wenn  dieselben  freilich  auch  aus  diesen 
Werken,  was  auch  deren  Zweck  nicht  ist  und  sein  soll,  keines- 
wegs lernen,  eine  Maschine  zu  berechnen,  so  wird  doch  ihnen 
in  denselben  die  beste  Vorschule  ftir  weitere  speciellcr  auf  ihr 
eigentliches  Fach  gerichtete  Studien  jedenfalls  dargebotent  Dies 
sind  die  Gründe,  wegen  welcher  wir  das  Erscheinen  dieser  Ueber- 
setzung  freudigst  begrüsst  haben. 

Was  die  Uebersetzung  selbst  betrifft,  so  sieht  mau  es  ihr 
auf  den  ersten  Blick  an ,  dass  sie  nicht  ans  einer  jener  Ueber- 
setzungsfabriken ,  die  jetzt  oft  ganz  unnütze  Uebersetziingen  mathe- 
matischer Schriften  dutzendweise  zu  Tage  fördern,  hervorgegan- 
gen ,  sondern  das  Resultat  einer  langen ,  eifrigen  und  hingebenden 
Beschäftigung  mit  dem  Euler'schen  Werke  ist,  woför  namentlich 
auch  die  fast  (Tinf  Bogen  ftillcndcn  Anmerkungen  und  Erläuterun- 
gen und  das  sehr  sorgfältig  und  vollständig  ausgearbeitete  Inhalts- 
vcrzcichniss  nach  den  einzelnen  Aulgaben  und  Sätzen  überhaupt, 
welches  im  Originale  ganz  fehlt,  zum  Beweise  dienen.    Fehler  im 
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Originale,  falsche  Bezcichnunff  der  Paragraphen  in  demselben  «nd 
überall,  wo  «ie  sich  fanden,  verbessert  worden,  woher  es  auch  kommt, 
dass  die  Nummern  der  Paragraphen  in  der  Uebersetzun^  mit  denen 
im  ersten  Theile  des  Originals,  welchem  der  erste  Theil  der  Ueber- 
Setzung  sonst  ganz  entspricht,    nicht  völlig  übereinstimmen.   Die 
Anmerkungen  und  Erläuterungen  des  Herrn  Uebersetzers  i^ind  mit 
Recht  von  der  Uebersetzung  selbst  ganz  geschieden,    auch  mckt 
unter  den  Text  gesetzt,  sondern  in  einem  Anhange  beigefügt  wor- 
den, so  dass  wir  aüso  hier,  wie  es  schon  die  Acntung  vor  einem 
Manne  wie  Euler  jgebot,  bis  auf  die  Sprache  ganz  dem  wahrea 
Euler  vor  uns  haben,   und  die  üassere  Ausstattung^»^  lücksidit- 
lich  des  Pajiiers,  des  Drucks  und  der  Figurentafeln,    ist  in  jeder 
Beziehung  eine  würdi|re  zu  nennen ;   auch  ist  der  Preis  im  Ve^ 
l:ältniss  zu  dieser  äusseren  Ausstattung  und  der  Stärke  von  SlVi 
Dnirkl>ogen  und  vier  Fie^uren tafeln  niedriz  gestellt     Daher  ztrei- 
fein  wir  nicht,    dass  jeder  theoretische  Mathematiker  oder  Przk* 
tiker,   welcher  das  Original  der  Euler'schen  Mechanik  noch  nicbt 
besitzt,  oder  den  die  Sprache,   in  welcher  dassellie  nraprilni^ 
verfasst  ist,   hindert,   sich    den   aus    dem  Studium  einen  jedei 
Werkes  dieses  grossen  Mathematikers  hervorgehenden  Oeauii  mi 
verschaffen,  sich  in  den  Besitz  dieser  in  jeder  Beziehung  empM- 
leusivertben  Uebersctxung  setzen  wird ,    und  sfiUiessen  mit  dem 
Wunsche,    dass  der  Herr  Uebersetzer  das  mathematiscbe  Pabü- 
kum  nicht  zu  lange  auf  die  Fortsetzung  warten  lassen  raOge. 

Studien  der  Mechanik  und  Physik  von  Hermann 
V.  Kauffmann.  Erstes  Heft.  Die  Statik  der  Linie.  Ko- 
penhagen. liUG.    4.    12  Sgr. 

Nach  einer  in  der  Versammlung  deutscher  Naturforscher  zt> 
Kiel  im  Jahre  1846  gehaltenen  Vorlesung  als  Vorrede  enth^M 
diese  Schrift  eine:  „Die  Statik  der  krummen  Linie^  Übci" 
schricbene  analytische  Abhandlung,  welche  bei  der  Versammlung 
deutscher  Naturforscher  zu  Nürnberg  im  Jahre  1845  vorgetra<;e'0 
worden  ist. 


Praktische  Mechanik. 


Bewegung    der    Wagenztige    auf    atmosphärische^ 
Eisenbahnen  nach  den  Grundsätzen  der  Mechanik  beur 
theil t  von  J.  W.   v.  Deschwanden,   Lehrer  an  der  Can- 
tonsschule  zu  Zürich.    Zürich.  1846.    8.    26 V«  Sgr. 

Der  Herr  Vf.  legt  in  dieser  Schrift  eine  gute  Kenntoias  de^ 
theoretischen  und  praktischen  Mechanik  an  c^n  Tag^  .und  m^ 
glauben  daher  dieselbe  solchen  Mechanikern,  wekhe  vor  einend 
griissercn,  bei  dergleichen  Untersuchangen  aber,  wenn  sie  mi^ 
Gründlichkeit  an^i^estellt  werden  sollen,  natürlich  nicht  zu  umgeben-^ 
den  Formeinreichthunie  nicht  erschrecken,  aus  Ueberzeugung  zu^ 
Beachtung  empCßhlen  zu  dürfen. 
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Astronomie. 


l^tudes  d'Astronomie  8tellaire.  Siir  la  voie  Lact^e  et 
«nr  la  distance  des  ^toiles  fixes.  Rapport  fait  a  so» 
Excclleoce  M.  le  Conite  Ouvaroff,  Ministre  de  Tinstruc- 
tioii  pLobliquc  et  President  de  TAcadeniie  Impöriale 
des  Sciences,  nur  F.  Ct.  \V.  Striive,  Directeur  de  l*oliser- 
vatoire  central  de  RiisHie  et  Membrc  de  l'A^ademie. 
•St.-Pdtersbour^.  IHi7.  (Ffir  die  astronomischen  Kadb- 
richten  besonders  abgedrucict.) 

Von  grossem  allgemeinen  Interesse  ist  besonders  der  histo- 
rische Thcil  dieser  Schrillt,  welcher  sich  fiber  die  Untersiichun|;en 
und  Ansichten  filier  den  Fixsternhimmel  von  Copernilcus,  (iall- 
ieit  Keppler,  Uuy«;hens,  Kant,  Lambert,  Michcll,  Har- 
sch el  und  anderer  Astronomen  bis  auf  die  neueste  Zeit  in  eiiier 
sehr  ansprecheudcn  und  ^rnndlich  unterrichtcndf.'n  Darstellung  ver- 
breitet. Der  abri<;e  Theil  betriBt  die  eigenen  Untersnchungcn  und  Be- 
nbachtungen des  beriihmfcn  Directors  (terPoulkovuer  Stemivarte  fiber 
denselben  Gegenstand.  Ucbcr  die  vermeintliche  und  gleich  bei  ihrer 
Belcanntmachung  vielfach  bezweifelte  Entdeckung  einer  Centralsoime, 
von  der  bekanntlich  namentlich  in  po]inlslren  astronomischen  Schrif- 
ten und  belletristischen  Kl/itteni  viel  ttcdens  gemacht,  und  dadurch 
das  nicht  urtheilsfähige  Publikum  vielfach  irre  geführt  worden  ist,  äus- 
sert sich  Herr  v.  Struve  p.  47.  auf  folgende  Art:  „M.  Maedlerde 
Doqmt  a  envisage«  depuis,  le  mouvement  propre  des  steiles  sous 
un   point  de  vue   oppos^.    II  croit  (jue   les   PleTades  forment  ie 

KDupe  central  du  Systeme  de  la  voie  lactee,  et  que  la  plus  bril- 
nte  ötoile  de  cc  groupe,  Alcyone,  peut  dtre  regcordee  conime 
soleil  central  de  la  voie  lactöe,  autour  duquel  totttes  les  ^tolles 
se  meuvent  avec  une  vitesse  moyenne  angulaire  identique.  quelle 
que  soit  la  distance  linäaire  au  corps  central ,  et  i'inciiiiaison  de 
loHliite.  Une  hypoth^se  analogue  a  ^t^  änonc^e  par  Sir  J.  Her- 
schel  en  1833,  comme  celle  qui  rcnd  possible  la  stabilit^  du  Sy- 
steme d*un  amas  globulaire»  dans  lequel  un  tr^s  grand  nonibre 
d*^toiles,  de  m^me  grandeur  et  uniformement  espacöes,  se  trou- 
vent  reunies.  En  reconnaissant  la  hardiesse  de  l^ppltcation  de 
cette  hypothese  au  Systeme  de  la  voie  lactee  entiere,  je  crois 
qu'elle  est  beaucoup  trop  hasard<^e  pour  Tistat  actuel  de  la  science, 
et  qu*elle  est  exposee  a  des  objections  trös  graves,  soit  tb^oriques, 
soit  du  Got<^  des  phonom^nes  Celestes.'* 

Sonnensystem.  Bewegungen  und  Bahnen  der  Ge- 
stirne nach  einer  neuen  Auffassung.  Von  Hermann  Mil- 
berg.    Berlin.  1847.    8. 

Wir  bekennen  gern,  dass  der  Inhalt  dieser  Schrift  entweder 
über  oder  unter  unserm  Horizonte  ist. 

Abhandlung  über  die  leichteste  und  bequemste  Me- 
thode, die  Bahn  eines  Cometen  zu  berechnen,  von  Dr. 
Wilhelm  Olbers.    Mit  Berichtigung  und    Erweiterung 


dar  Tutel  und  Fortsetzunf!  des  Cflinctcn- Verzelchnti 
aes  Itia  zum  Jahre  1847.  fnn  INciiom  li(>ranxG:oi;elien  von 
J.  F.  Elivke,  Dirtsolor  rfrr  BerlUier  SUmnnrtP.  Kill 
dem  Itililiiixs  von  Olbers  utnl  eJN.^r  Pigurenta  Tel.  Wti 
mar.  1847.    ».    2  Hthlr. 

I'^in  neuer  Abdruck  der  bckni)iit(;ii  dassischen  Abtinndlone  rnu 
(llbers  iiln;r  die  B<;rvchnuHg  der  l'oiiifUiibuhii«»  ao«  dn-i  iW) 
anliliiüBeii  iti  wfir<liB:Ht(.T    niisserer  AiisKtiittuii!:,    mit   dt^m    nMsv 
trolToneri    BMoms   v.m  Olt.er><._  Die  s<-fir  l>e<le.iilpi).1.-n  'An^hw. 
ueli'he  diese  neue  Ausgabe  dt-r  jcdriii   Aslnmnmen    vöHti;  «nmil- 
behrlichen.Olbers'suhen  Abhumlluii;;,    durch  deri^fi  BeüiirilUBd;  Am 
Herr  Hernnsifeber  dich   ein  j^rosfics  Verdienst  erworben  hat,  n- 
hidteii  hat,  t«ind  auf  dem  Tilel  uitKeKubeii.    I>'ie  Itarker'nctic  Com«- 
t'-utafel   für   die  ]iarali<ili«che   wahre   und  mittlere  Benciiun^  kat 
Herr  Slud.  Luther  von  Neu«!iu  berechnet,    und  die  CometentaM 
hfit  Herr   Dr.    Galle  zusumiiiengetiteUt  und   Uis   »um    J;ihfe   l&T 
fifrlitefflhrt.      Versehiedeite    von    Olberi^    »elbst  hercührcnile 
satte  zu  «einer  Abhandlung  >iind   neb«!  noch  einigen  anilcr« 
fein,    eirter   EclAuterunt;    der    Berei-hiiuuf;  und  Amt  Gthnim^ 
Tal'idn,  und  einer  »uminarisclien  l'ebersiebt  der  beuueiui>tB| 
mein  zttr  Berechniiij,i;  einer  ('«metenbubii   ebeiilulls  bei^ef 
ita«s   diese    neue   Auss^fibe    il^r  OIbertt'«cfai;n   Abbandluiig    U 
Tbiit  ids  ein  vollständiges  Uei>ert«rium  alles  denaeu  zu  betrat 
ist,    waH    einem  Berecnncr    vun    üometcnbahiien  in    lhc<>ruli«rlier 
und  iiraktiscber  liäcksicbt  zu  wissen  Hülhiß  ist  und  zur  Hand  »ean 
HiuKK,  1VC1IR  dieses  Ueschfift  mit  gifn:>ttgcm  Erl'ule  aiifgerülirt  Min 
den   iioll.    Endlich  hat   der   Herr  Herausgeber  durch   die  bi  ilnr 
Vorrede  xur  neuen  Ausgulte  zugleich  gegebene  im  h{k-ht>len  Giada 
ii  DO))  rech  ende   Schilderuni;  der  Peteilnllcitkeit  Olbers'«    und   imnh 
duM   v(in  Herrn  d'Arrest   zusammen  getragene   vollständige   \'n- 
iteii'hnifis  der   Schriften  die^ics   urossen  Aritrontimen   ullen   Malltv- 
matikeni  und  A>«tron»me"  ein  seTtr  apigenebincs  (teschciik  gemarbl, 
und  wir    sweifeln  daher    nicht,    dass  sich  gewiss  et»  .l<:der.     »a 
an  diesen  Studien  irgend  Interesse  nimmt,  sogleich  In  den  Ue^Uz 
dieser  vortrefflichen  Schrift  setzen  \\  ird.     Wie  viele  VermefaruugBk 
die  neue  Aui^gabe  gegen  die  ältere  erbalten  hat.  lassen  schan  ilie 
Seitenzahlen  erkennen,  indem  die  Jiltere  Ausgalte  auaser  der 
rede  80,    die  neue  duECgen,   ebenfalU  ausser  der  X\XVI 
starken  Vorrede,  231  Seilen  umfossL 
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Verzeichniss   aller  bis   zum   Jnhr«  1817  berechlj 
Komctenbabne«.     Entworfen  von  G.   A.  Jo"  _ 

Direetor  der  astronomischen  Gesellschaft  xi|  Loin» 
U.S.».     Lei]>zig.  1817.     QueerFul.     1  Rthlr.    13  Sgr. 

Dieses  Verzeichniss  scheint  uns  durch  dos  Erscheinen  der 
t'orher  aneezeieten  neuen  Ausgabe  der  Abhandlung  uin  Olber« 
ilber  die  Berechnung  der  Co  nieten  bahnen  ganz  entbehrlich  gcnadil 
wurden  zu  sein,  um  so  mehr,  da  die  viirliegenden  Paar  f 
I  Kthlr.  Kl  Sgr.kosten,  jene  Ireinicbe  Schrift  ilogcgon  t 
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aKtronomiBchen  und  ph ynikalitfchon  Gnn|»raphie.  Nach 
den  besten  HflirMquellen  zum  Selbstunterrichte  bear- 
beitet von  Dr.  J.  Meyer.    Zurich.^lHl?.    8.    :nithlr.3S^r. 

Ein  Hieb  recht  pit  lesendeK,  übrigens  ganz  populäre»  Uuch» 
ricfisen  freilich  oiwixs  hoher  Preis  seiner  weiteren  Verbreitung 
ivahrscbeinlich  eiuigennasseii  hinderlich  sein  wird. 

Das  Dipleidoscop.  Seine  Theorie,  Einrichtung  und 
Anwendung»  von  Dr.  Franz  Heineo,  Reaischui-Direk- 
tor.    Dflsseldorf.  1H47.    8.    10  Sgr. 

Diese  kleine  Schrift  erühlilt  eine  sehr  deutliche  Beschreibung 
und  ganz  elementar,  hanptsSchlich  bloss  mit  Hülfe  elementar-geo- 
metrischer Sätze  und  Betrachtungen  durchgcföhrte  Theorie  des 
Dipleidoscops ,  und  ist  allen  denen,  welche  sich  mit  diesem  schS- 
nen  kleinen  Instrumente  näher  bekannt  machen  wollen,  sehr  zu 
empfehlen.  Nur  wo  es  unOrlasslich  nothig  war,  hat  sich  der  Herr 
Vf.  auch  trigonomctrim-her  Betrachtuosen  bedient,  und  am  Ende 
noch  einen  analytischen  Beweis  fßr  den  Safx  beigefügt,  dass  die 
Deckung  erfolgt,  wenn  eine  durch  den  Strahl  einer  Kante  des 
Prismas  parallel  geleete  Ebene  mit  dem  Vorderglase  einen  Win- 
kel biMet,  welcher  dem  Winkel  des  Prismas  «gleich  ist,  wobei 
jedoch  der  Einfachheit  wegen  angenommen  woruen  ist,  dass  das 
Prisma  rechtwinklig,  übrigens  aber  beliebig  sei.  Die  Einfachheit 
der  geometrischen  Betrachtung  in  dieser  Schrift  ist  vorzüglich  be- 
dingt worden  durch  einen  verallgemeinerten  Ausdruck  der  Grund- 
Sesetze  der  Zurfickwerfunff  und  iSrechung  des  Lichts ,  welcher  mit 
en  eignen  Worten  des  Herrn  Vfs.  so  lautet:  „Der  Neigungs- 
winkel des  zurückgeworfenen  Strahles  gegen  eine  belieuige, 
durch  das  Einfallsloth  gelegte  Ebene  ist  stets  dem  Neigungswin- 
kel des  einfallenden  Strahles  gegen  dieselbe  Ebene  gleich;  und 
der  Sinus  des  Neigungswinkels  des  gebrochenen  Strahls  gegen 
eine  beliebige,  ourch  das  Einfallsloth  gelegte  Ebene  hat  zum 
Sinus  des  Neigungswinkels  des  aunalleoden  Strahles  gegen  die- 
selbe Ebene  stets  ein  unverSnderlichcs  Verhältniss. "  Beide  Sfltze 
sind  leicht  zu  beweisen  und  verdirnen  in  dieser  vernllgemeinerten 
Form  häufiger  bei  optischen  Untersuchungen  in  Anwendung  gebracht 
zu  werden.  Wir  erlauben  uns  nochmals  die  Aufmerksamkeit  aller 
derer,  welche  sich  mit  dem  Dipleidoscop  näher  bekannt  machen 
und  dasselbe  selbst  zu  Zeitbestimmungen  anwenden  wollen,  auf 
diese  kleine  Schrift  aufmerksam  zu  machen. 


Physik. 


Naturphilosophie  von  Dr.  Carl  Ludolf  Menzzer.  Er- 
ster Bana.  Allgemeine  Einleitung  in  die  Naturphilo- 
sophie und  Theorie  der  Schwere.  Halberstadt.  1847.  8. 
1  Rthlr. 

Mathematiker  und  mathematische  Naturforscher  werden  sich 
wahrscheinlich  nicht  die  Mühe  nehmen,  dieses  Buch  aufmerksam 
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ZU  leseo«    Vielleicht  macht  der  Herr  Vf.*   was  H-ir  ihm  voa  Her- 
zen wünschen^  hei  den  Philoao|iheu  mehr  GlQck. 

Uecherches  sur  les  etoiles  filantes  par  Mr.  CouUier* 
Gravier  et  8aigey.  Introiluction  historiaae.  A  Pariset 
a  Al^er.  1847.    8.    1  Rthlr.  20  Sgr. 

^Vir  lernen  au8  diesem  Buche ,  dessen  Vf.  Herr  Saigey  ist, 
zuerst  einen  Mann,   Herrn  Coulvier-Gravier  von   Reims,  der 
flieh  aber  seit  dem  November  184^)  zu  Paris  aufh&lt»  kennen ,  wel- 
cher mit  der  ^  gru88ten   Keharrlichkeit  schon  seit  dem  Jahre  1811 
sich  ununterbrochen  der  Beobachtung^  der  Sternschnuppen  gewid- 
met hat  und,  ^vie  Herr  Saigey,  der  Verfasser  dieser  Introauction 
historiune,  sagt,  uliandoniiait  periodiquemeot  ses  occupations  com* 
merciales,    et   fnisult    douze    voyages   de  Keims,  theAtre  de  see 
observatious ,  h  Paris,  centre  des  luniieres  et  des  commissions  peu 
diligentes.    Fatigiie   de  toutes  ces  lenteurs,    M.  Coulvier-Gravier 
prit  un  parti  extreme:    11  brula  ses  vaisseaux,  ou,  en  termes  plus 
yulcaires,  il  abandonna  son  Industrie  pour  se  vouer  exclosivement 
a  letude  des  meteoros;   et,  afin  de  rendre  sa  resolutioii  plus  irre- 
yocable,  il  vint  avec  sa  faniille  a  Paris,   a  proximitä  de  cet  obser- 
vatoirc  royal,    ou  il  croyait  trouver  les  nioyens  de  continuer  ses 
laborieuses  recherclies.    Nun,  ^^^e  dem  auch  sein  mag,  so  haben 
vrir  in  diesem  Buche  eine  ganz  neue  und  buchst  vollständige  Be 
arbeitung    der    Steruschnuppenprnbleme«    hauptsficblich    von    der 
praktischen  Seite,  zu  er^varten,  und  was  die  vorliegende  Introduc- 
tion  historique   betrifft,    so  können   fi'ir   nicht  anders  sagcm,   als 
dass  der  Vt.  derselben   mit  allem,   was  bisher  auf  diesem  Felde,, 
namentlich  auch  in  Deutschland,  geleistet  worden  ist,  höchst  voli-^ 
stfiiidig  vertraut  ist,  können  daher  auch  dieselbe  einem  Jeden,  wer* 
sich  mit  dieüieii  Leistungen  auf  eine   möglichst  leichte  und  über — 
sichtliche  Weise  bekannt  machen  will,  als  ein  ziemlich  vollständigem 
Repertoriuni  empfehlen.    Freilich  scheiiicn  un's  die  Leistungen  an 
derer  Beobachter  nicht  immer  ganz  gerecht  beurtlieilt  zu  sein,  um9 
dass  von  Uerrii  Coulvier-Gravier  natürlich  alles  Heil  auf  diesen^- 
Felde  fernerhin  allein  zu  erwarten  ist,  versteht  sich  von  selbst» 


Vermischte  Schriften. 


The  Cambridge  and   Dublin   mathematical  Journal — 
Edited  by  Wui.  iMiomson,    B.  A.,  F.  R.  S.  E.,   Fellow   oC^ 
St.  Petcr's  C/ollege,  Cambridge,  and  Professor  ofNatu^ — 
ral    Philosopbv    in   the   üniversity  oi  Glasgow.     Vcrs»l— 
L  i  t  (» r.  B  e  r.  >'  r/  XXX  V .  S.  52:5. 

Nr.  X.  et  XI.  On  Principal  Axes  of  a  Bodv,  their  Moments^ 
ot  Inertiu,  aiul  Distribution  in  Space.  Continueif.  By  K.  Toivn- 
send.  —  On  Logarithmic  Jntegrals  of  the  Second  Order.  Part  II* 
By  Francis  AV.  Ncwmann.  —  On  a  Problem  in  Combinations. 
By  the  Kev.  Thomas  Kirkiuan.  —  On  Symboiical  Geometry- 
Conti^ved.    Bv  Sir   W.  K.   Hamilton.   -^    On  the  Differential 
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__^ which  oocur  in  Dynanical  ProbtemR.   ByA.  Cayley.  — 

On  a  Multiple  Integnil  connected  with  the  Xhcory  of  Atfmetiona. 
By  A.  Cayley.  —  On  the  Ivxistrncc  of  Koots'  of  Alircbiairal 
Kquations.  By  the  Itcv.  IL  GooiIw'mk  —  On  the  Forces  expe- 
rienced  l>y  small  Nphere«!  iiniler  MM<!iietic  Iiifluciiee ;  and  on  some 
nf  tbe  Pbenomena  presentefl  by  llianit^netic '  Subcitaneefi.  By 
Willi^ni  Thomson.  Matlieinalicul  Noten.  I.  Kekitive  to  Mr. 
Neii'imn  8 .  pD|ier  on  Logarithuiic*  Integral«  of  the  ^$eeond  Order. 
11.  On  tbe  Caustic  by  I&flectioD  at  a  Circle.  Ili.  Solution  of  a 
Prolilea  from  tbe  Senate  Hooae  papers  for  1847.  IV.  On  aHV^tem 
of  niagnetic  cnrvea.  (Nr.  XII.  wnl  he  publiHhed  on  tbe  l^t  nf 
November  1847.) 

In  den  Bulletins  de  rAcad^mie  Royale  des  scien- 
cea,  des  lettr'es  et  des  beaax-arts  de  Helgiqac.  Tome 
Xiil.  U"«  Partie.  l>i(>.  und  T.  XiV.  P' Partie.  1847.  (M. 
vergl.  Literar.  Ber.  ^iir.  XXXiW  8.  50().)  linden  sich  ausser  meh- 
reren anderen  Ideineren  Aufsätzen  und  kürzeren  Mittheiluiigen  die 
folicendeu  besonders  heacbtungsuerthen  ma£bematischen  uimI  phy- 
sikafisehen  Abhandlungen. 

Tome  XUI.  1!*'«  Partie.  Note  sur  une extension  d*uo  tbe»^ 
r^roe  de  M.  Cauchy,  par  M.  Tinimermans.  p.  17.  (Es  ist  dies 
das  wichtige  Theorem,  wovon  im  Archiv.  Tbl.  I.  8.  304.  aus- 
führlich die  Rede  gewesen  ist.) 

8ur  les  proportions  de  M.  Cantfield,  Tbercule  des  Etits-Unis. 
Note  de  M.  Quetelet.  p.  26(jl  (fti.  vergL  Liter.  Ber.  Nr.  XXXiV. 
S.506.) 

Observations  de  la  plannte  Leverrier,  faites  ä  robservatolre 
royal  de  Bruxelles.    p.  346. 

Note  sur  wie  fonction  exponentielle,  par  SL  Pagaui.  p.  347. 
Der  lobalt  dieser  Note  ist  folgender : 

^,Daii8  tous  les  traltes  'd*analyse  algdbriqoe  od  a  coiitame  de 
n'atbibuer  a  la  fonction  ezponentielle  e*  qu'une  Äeule  valenr,  cor- 
respondante  k  cbaque  valeur  de  la  variable  x,  Cependant  il  est 
ais^  de  prouver  que  cette  fonction  est  sascentible  de  plusieurs 
valeurs»  dont  le  nonibre  pout  u^me  aller  k  nniini.  La  fonnnle 
g^tfraJe  qui  les  donne  toutes  est  la  suivante: 

C  =  (1  +  -)~  (cosUna:  +  sin2knx  V^), 

m  ätant  un  nonibre  entier  inüniiirot  grand,  iE;  un  nombre  entier 
infiniment  grand,  /-  un  nomlire  entier  qneiconque,  et  it  le  rapport 
de  la  circonference  au  diametre.  On  cl^montre  aussi  que  Ton  doit 
avoir: 

6*^^-1  =(l  +  =-'—)w(co8j:+sinj?V"—l).** 

Sur  la  dispositton  geonietrique  des  parties  foliacces  des  pal- 
miers,  lettre  de  M.  le  cooseiller  de  Martins,  secr^taire  de  la  classe 
des  Sciences  de  TAcademie  de  Munich,   ä  M.  Quetelet.  p.  351. 
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Tome  XIV.  1»  Partie.  Nourelle  dtoonstratton  de  b  loi 
de  r^iprocit^  poar  les  i^ldus  quadratiquesy  per  M.  Seh  aar.  p.19. 

Sur  les  proportions  des  hommes  aui  se  fönt  remarqvwr  par 
un  exc^s  ou  un  defaut  de  taille,  par  M«  Quetelet.  p.  i38. 

lo  diesem  in  mehrfacher  Beziehung  interessanteo  Aaltaiie 
sagt  Herr  Quetelet  a.  A.:  „On  rapporte  que  le  Sn^doi«  <(iri 
faisait  partie  de  la  garde  du  grand  Fredöric,  avoit  2"y52  de  iiM* 
teur ;  c'est  a  la  värit^  la  taii»  la  plus  ötev^e  qui  ait  et^  coostatae 
d'une  mani^re  authcntique.  On  |>eut  donc  ^tre  remarquahle  sibb 
atteindre  de  pareilles  proportions. '' 

Nouvelle  d^inonstration  des  formales  relatives  an  rayoD  do 
cercle  osculateur^  par  M.  Pagani.    p.  186. 

Troisieme  memoire  sur  Tinduetion,  par  M.  le  professeor  Eiie 
Wart  mann  de  Gen^re.    p.  187. 

.  Obser%*ations  e^d^siqoes  et  magn<$tiqaes  faites  en  Autnclie 
nendant  l'anTi^e  1846,  par  M.  Kreif,  direvteor  de  TObservstoire 
ue  Prag  (Extrait  dune  lettre  de  M.  KieilaM.  Quetelet).  p.i8(l 

-  Kapport  8ur  un  memoire  de  M.  Meyer,  relatif  au  d^eloppe 
ment  en  s^ries  de  quatre  fonctions  (Commissaires  M.  M.  Pagani 
et  Timmermanns).    p.  425« 

Es  sind  die^  irrationale  Functionen  von  der  Form  der 


l  +  VT-n« 


und  ähnlicher. 

Description  de  quelques  appareils  destSnäs  aux  d^monstrafioiv 
experimentales  dans  les  cours  publics;  par  J.  6.  Crahay.  p.  562« 

Es  sind  dies  ein  Apparat  zur  Erläuterung  der  Gesetze  allcf 
Arten  des  Hebels  und  der  Grundgesetze  der  Statik  überhaupt,  ein 
Apparat  zur  Erläuterune  der  Gesetze  des  Keils,  und  ein  Appara*^ 
zur  Erläuterung  verschiedener  aerostatischer  Gesetze.    Wir  gla^^' 
ben  die  Vorsteher  »hysikalischer  Kabinete  auf  diese,    wie  es  ur^^ 
scheint,  sehr  zwecKmässig  construirten  und  einen  sehr  ausgedeh' 
ten  (lebraueh  gestattenden  Api>arate  aufmerksam  machen  zu 


JLIterarlsclier  Berlcltt« 


Arltlmietik. 


Robertson,  C.  M. :  Arithnietic  Freed  from  its  only  Imper- 
fection  by  the  Correctioo  of  the  Erroneous  Theories  of  jBqoaiiou 
of  Payments  by  Burrow,  Cocker,  Hatton»  Keith,  Keraey,  Mal« 
xolm  and  Sir  Samuel  Moreluod.    8.    1847.    1  sh« 

Trait<$  g^n^ral  et  coniplet,  theorique  et  pratique^  du  ealcol  des 
int^r^ts  compos^s  etc.  au  caicul  des  int^r^ts  simples  etc.  par 
L.  Monlin-Collin.    Paris.  1847.    4«>. 

Element!  di  calcolo  sublime,  proposti  da  Giorgio  nob.  Fos- 
colo,  pnmo  teneote  nell*  i.  r.  corpo  degli  Ingegneri  navali,  pro- 
fessore  di  matematica  nell'  i.  r.  collegio  della  marina  di  Venezia. 
Venezia.  1846.    8.    5.  22. 

ElementSr  Afhandfing  om  Seriers  Convergeos.  Praes.  Mag. 
Carl  Job.  Hill,  Math.  Professor:  Resp.  Carl  Otto  Natha- 
na«i  Dahlgren.    111.    Lund.  1847.    8. 

Methodus  Ci.  Graeffi  aequationes  numericns  altioris  gradus 
solTendi«  Praes.  Carolus  Job.  Hill,  Math.  Prof.;  Resp.  Aue- 
tor Johannes  Christophorus  Toll.     I.    Lundae.  J847.    8. 


Oeometrie« 


Elements  of  Geometry,  with  a  New  Demonstration,  not  de- 
pending  on  aoy  Postulate ,  that  the  Sum  of  the  Angles  of  a  Plane 
Triangle  is  equal  to  Two  Kight  Angles.    By  J.  D.  1847.   8.  3  sb. 

Theorie  des  paralleles,  d^montree  d'une  mani^re  simple  et  ri- 

rureuse,    sans    aucune    consideration    de    rinfini;    par  Achille 
efran<;ois.    Cberboiirg.  1847.    8. 

Geometrische  Ausläufer.  Eine  Sammlung  grossten- 
theils   neuer    zusammenhängender    Uebungsaufgaben 

Band  X.  39 
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für  ansehende  Mathematiker  von  Johann  Heinrich  Trtn- 
eott  Müller^  Schulrath  und  Director  des  Herzoglichen 
Kealgyninasiums  zu  Wiesbaden.  Erstes  Heft,  enthal- 
tend 0  Abhandlungen  mit  13Figuren.  Halle  1846.  8.  25Sgr. 

Der  Herr  Vf.  hat   bei  der  Herausgabe  dieser  AbhandlongeB 
eine  doppelte  Absicht  gehabt    Einmal  sollen  dieselben  denen  eiie 
Saiiinihing  von  Uebungen  —  Uebungsauf|jaben  wollen  und  dfiifHi 
wir  nicht  sagen  —    darbieten i    welche,  sich   selbstthStig  mit  der 
Mathematik  vertrauter   machen   und  auf  die   bereits   eewonnena 
Fundamente  weiter  fortbauen  wollen,    damit  sie  die  If&lil^eir-cr 
langen,   die  Grundwahrheiten  der  Geometrie   In  den  yerscbledtoi- 
8ten  Beziehungen  anzuwenden.     Diesen   Zweck  allein  erföllen  ii- 
dess  schon  die  vielen  Sammlungen  von  Aufgaben,   die  wir  bereiti 
besitzen*,    unter    denen    sich   keine  von   den   übrigen  durch  einen 
besonders    her\'ortretendenf    ihr  'eigeiithiinilichen    Charakter  ant- 
«zeichnet.    Bei  Weitem  di6  meisten  dieser  Sammlungen  enthaltea 
aber   nur   lauter   abgebrochene    und  vereinzelt  dastenende  SStie, 
deren  Studium  zwar  erfreut,  aber  den  jiingern  Mathematiker  aller 
dings  zu    zerstreuen  und  an   ein  desultonsches  Umhersuchen  n 
gewöhnen  leicht  Veranlassung  ^^erden  kaon,  eine  Kichtune,  weiek 
gewiss  keineswegs  vortheilhaft  ist,  weil  sie  leicht  zu  emem  wli- 
senschaftüchen  Naschen  tiihrt,  während  nur  ein  tieferes  Eingehen 
in  irgend  einen  besonderen  Gegenstand  gründlich  fördert  um  (fie 
ceistige  Thätigkeit  conceütrirt.    Auf  das  Letztere  nun  hat  der 
Herr  \  f.  mit  aer  vorlif;genden  Sammlung  geometrischer  Uebun^ 
hauptsächlich  hinwirken  wollen,  indem  er  gesucht  hat,   einen  iiImI 
denselben  meistens  s^hr  einfachen  Gegens&nd  nach  den  verschie- 
densten jSeiten  hin  zu  verfolgen  und  damit  zugleich  zu  noch  wci 
tcren  Untersuchungen  Veranlassung  zu  geben.     Ausserdem  U 
er  die  Betrachtungen  auch  im  Einzelnen  noch  mögliehst  gmppiit 
um  zu  einem  geordneten  Studium  die  Hand  zu  bieten  und  deii 
Anfanger  die  nöthigen  Ruhe  punkte  zu  gewähren.     Der  Lehrer, 
der  dieselben    etwa    für  seine  Schüler   benutzen    möchte,   wflide 
auch  noch  aus  jener  sorgfältigem  Gruppiruns  den  Vortheil  ziehio 
können,  eine  solche  einzelne  Gruppe  zum   Gegenstande  einer  be 
sondern  Aufgabe  zu  machen,    wo  es  an  ^eit  fehlte,    den  ganten 
Gegenstand  zu  behandeln.     Dass   endlich   die  aufgestellten  SXtie 
bei  Weitem   zum  grössten  Theile    neu  sind,    dürlle   den    obiseo 
Zweck  noch  in    der  Beziehung  fordern,    dass  derjenige,    welcW 
schon  andere  IJebuntrsbiicher  benutzt  hat.  bei  der  Benutzung  de« 
vorliegenden  nicht  leicht  wieder  auf  ihm  Bekanntes   stossen,  und 
daher   gewiss    an    den    Wahrheiten   immer    selbst    seine    Freude 
haben  wird,    wenn  ihm  nur  überhaupt  der  erforderliche  mathema- 
tische  Sinn    nicht    abgeht,    ohne    welchen  sich  aber  auch  geiti«^ 
schon   überhaupt   Keiner    an   das  Studium   eines  Buchs  wie  das 
vorliegende  machen  wird. 

Mit  dem  letzteren  Umstände  steht  die  zweite  Absicht  in  Vk- 
bindung,    welche    der    Herr   \'f.  bei   der   Herausgabe   seines  mit 

grosser  Bescheidenheit  Ansliiufer  betitelten  vortrefflichen  Biieh« 
atte.  Er  wollte  nämlich  in  demselben  auch  eine  Reihe  eigei* 
thümlicher  geometrischer  Untersuchungen  veröffentlichen,  die  g^ 
wiss  auch  (Vir  jeden  Mathematiker  von  Fach  Interesse  haben  wer- 
den,   und   sehr   zu    beachtende    Beitrüge  zum   weitem    Aasbau 
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lercr  \Vissan8cbaft  lieftirn.  Wiiliruiul  die  Uvtravlilnimari  ülmt 
a  VielecI(«rinBe  (iSi.  1.)  ausschlieHeliuh ,  oud  iliß  «Ucr  Ji« 
i^BSL-hftlteii  Jei  In  cl«u  iScheilelii  eines  Ütinni^LK  util' 
»»DD  Sttiteu  enichteteii  Lotlm  (Nr.U.).  sowictlie  liber 
n  KreUaufschuitt  mit  sein  vn  HcrüiirunuskrtMxtin 
r.  lU.)  vorzuft^tveitte  für  den  Schfilvr  IntorusMe  liiibfln  (liifAfn, 
ir  ilikvti  auch  ülwrliuu|it  nicht  wcnlft  an  siirli  llcmvrbcnMvcrtJteK, 
rWüten.  verdit^'ncn  gttni^s  ullo  iiltrition  Akliundluiigcii  i.:a)e  »l|. 
leiner«:  li«achtunß.  Hi<^rlier  ^eliürt  xw.rift  der  kreis  luil 
noii  vier  ^Iciuhgcstal  tc  teil  üerUlirunge  drei  ecke» 
IVi),  dei  den  (leifeiisiiU  xum  l>reii!cl(  mit  ijvinnu  vier  Be- 
niMtitkreisetrliildet,  und,  an  viel  ivir  Museo.  nocb  nirgt^ndi* 
Bf  bctrMc-IUet  worden  ist;  ferner  div  x\tei  Kri'iee  mit 
res  xn  ei  Paarrn  jiemeinsch  artlivlier  IteriilirtiiiK'>- 
licn  (Nr.  V.),  die  in  sich  sellisl  ihren  ticpnsalz  hiiheii ,  indem 
Ji  dabei  «ben  sn  wold  von  den  beiden  Kreiden,  alw  mich  vnti 
B  tteiden  l<liiicn|>aaren  au»gehim  kann,  deren  Verbind nni^Kaxc 
r  DurcliHchnitlspnnlile  da»  i^ine  Winkolnaar  halhirt;  eben  »o 
pSireifendreieck  und  Streifen  pur^illelogramm  (^^.  Ul.), 
«in  den  geraden  Linien  Streifen  vun  beliebiger  Kreile  mdifti- 
^^  «ind,  woraus  sich  eine  Mpiige,  hiernur/iim  kleineren  Theilc 
^(Mtelh«r  tnerkn'Drdiger  ReKiehnnßeii  abieilen  Iflcst,  und  gewis- 
ein  ganz  ueuer  Theil  der  Plaiiimeltie  re«idtirl.  In  wel- 


nu  dl«  gerud'eii  Linien  diireh  Streife-n  vertreten   sind, 
«eh  In  der  J 


!er  Stereometrie  ein  Aiialo!;(in  findet, 
idale  RSume  u.  «.  w.  die  Kunten  ersetzen ;  endlii-h  hni]|ilr-;lrbli(;)t 
■alluemeinen  lUtriiebtun^e  n  liber  die  .Sliitziiu  iikte  •) 
(  Vleleck^umfänBe  (Nr.  VIII.) .  «elebe  bisher  m.rb  ptiK 
MchUtsaigt  norden  sind,  atier  doch  .iuk »te tu rd entlieh  nil  i\lerk- 
rdiKC><  durbieten, .»e»hulb  auch  der  Herr  Vf.  mit  besonderer 
[Ihiue  bei  dieaeii  Belrucbtunscn  verweilt,  und  dtväcm  Auf^atsc 
Reebt  eine  erüsHere  Au»debimng  i-ef;ebcik  hiit.  Aber  audi 
blöden  noch  ülirigen  AufslitKe  über  ilie   Ki|;eni«<:burten  der 

Btad«D,  welche  die  Winkel  de«  vollständigen  Vior- 
•  balbircn  (TSr.  VI.),  und  die  Unterfin<'bunsen  über  dun 
infttriiunkt  des  I)reie€k8umfanf{>i  (Ni-  VUl.)  bieten  lutvh 
'  i  bemerk« nsivurllie  lle^ielimij^en  dar. 
Die  Leser  des  Archivs  sehfm  hieraus,  rAn  wie  fcrossur  Iteich- 
n  ifrteTessanter,  grtisKtentheiU  ganx  n«n«r  Satze  ihnen  auf  dic- 
.  «rvirigen  Bogen  eebnieii  trird ,  orif)  diese  in  Jeder  HesietiunK 
Igeteirhnete  Sehrifl  verdient  dahor  vnllkninraen  dl«  aHe«nit^ns(i.' 
arbhin^,  die  ihr  auch  geivisi«  nieht  «ntifehen  wifd.  Reaiirulcrs 
Men  auch  alle  Lehrer  der  Mnthemfttik  Viiieii  vietriicheii  hfirli»;! 
^lAntKssigtni  (iebrauch  von  dem  ihnen  hier  vorliej^eiiden  reii^heii 


,*)  -^Eeotlicli  );kic)ibitilf  Ute  tili   mit  Si^hwerpunkt  t 
d(«  nüimtia  Stittxpunkl  gewälill  Imt,    wördv  Ufer  i 


wval^alb  ürt  llvn 


I  Kräften  einim  Unlarwliicil  mnrhl,  wrnn  i\r  KrAlt«  )c<<-<<Wfn- 

RWii  nn|tlc!i:l»timmip  parnllH  ■liiil;  lin  vwpilni  rallr,  meint  nr,  wi 
«icenllichiir  StJurcrpitnUt  viirhnnHeo.  und  linilct  iliulurnb  Vvranlai- 
.  2i('  llcnvnnun^  Siulipunkt  vinitifäbfrii. 
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Stoffe  machen  künneii,  und  angehende  Malhemntikcr  nvctten  iw 
dem  ISttitliuiu  dieser  Ahhanillniiitcn  eine  vnrtrcfTitvkfl  Uefauntf  mi 
eine  gewins  «ehr  frtifhlttriii.nende  V'nrbereilnnf*  sh  weiteren  «bw«' 
feren  Studien  6c1iii|)f«n  liHiiVii-n.  •  Ancli  idliihteo  wir  dt'«  ton  ilera 
Herrn  VT.  dantele^lcii  An^irliten  über  die    best«  Art    inalbcmoti- 
Bclier    Uebungon  vnlikoninten  bei,      BlitlKr    doch    au^h    mir  Her 
Mathematiker    einmal    auf  sün»    ei(;ene  Erfahnin);    /ir"'.'   1':. 
wird  er  sich  wohl  noch  mit  dem  grüHatim  Bnnlt^  it' 
innen),    tvelcb«    ihm    da«  tu%ummftihäniii>ndi-  > 
Euler'xchen  Abhandhinp  ''"Ri  ^«nz  abgesi-tien  »iiri    ;■ 
len  Inhalte.      Diese  Alihandhini^u  miia^eit  Immer  und  irmiii-r  mr 
der  vun  Neuem  gelegen  tverden. 

Etiimens  de  eiinmetrie  descrintive  etc.;  tiar  C.  BerlJii- 
Levillain.     Paris.  ItU?.    8.    (j.  0. 

Le^ona  nouvelles  de  f;4ometrie  nnalytique,  tirecvdt'ei«  iluaCM- 
roen«  de  la  trieonometrie :  tinr  Ü.  M.  Brial  et  Uuuuuet  ?wt- 
18*7.    8.     7.  i>0. 


Dieser! 
Uernouillanii,  tiuui 
summisque  in  Mat 


thematica  inauiEuralis  de  LcmnUcaü 
rr>  ^'radn  ma^ioterii  et  dnctoralw 
i  et  PhiloiiOiihia   nutnrali  hoi 
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(iOiihia   nutnrali  hauon- 
ia   Lui;dunii-Batat-D  rite 

dis  unblico  ac  s( 

118   ih   Uaaij.    Am 


et   leeitim 

«ubmittel  Da' 

Amstelodami.  MDCCCXbVM.     4. 

In  die^^er  vierzehn  llttgen  starken  Disaertntifin  hat  d«  tbrt 
Vf.  die  Theorie  der  tieniiiulliWheii  LemnincnlL'  «iihr  ansluhHitfc 
und  voIlstHndie  behandelt,  aul'  eine  sehr  deutliche  und  einfai^ 
Weise  nach  einer  ^ciiiischton  analytisch ■  geometrischen  Mrthndc 
Je  mehr  sich  bekanntlich  in  neuerer  Zeit  die  •irtissc  Wirhli;;^^' 
der  Ijemnincatcn  ffir  verschiedene  l)Mter«uchiin!;en  und  niehrfM 
Theile  der  Mathematik  heraiii$i:of teilt  bat,  desto  angenehmer ninn 
es  den  Lesern  des  Archivs  sein,  dnss  ihnen  in  dieiter  .SrhriR  da 
Mittel  dargeboten  wird,  die  Eigenschaften  dieser  merkirArÜF» 
Curven  — ■  wenigstens  der  Bern oü Mischen  hemni«trate  —  najiien^ 
liehst  auch  die  neuerlichst  aufgelundenen ,  in  ziemlicher  ' 
digkeit  auf  eiue  leichte  Weise  kennen  lernen  zu  kümm 
nicht  erst  in  vielen  in  Journalen  u.  s.  w.  zerstreuten  ' 
Abhandlungen  zusammensuchen  zu  nu'Issen.  Der  Inlialt  4 
zelnen  Paragraphen  ist  folgender:  §.  1.  De  Aeifuntinr 
Tangente ,  i^nrmali ,  Subtangente  ac  Subnermall.  $■  3.  De  I 
Curvaturae  et  Evduta.  $.  4i  De  Ijuadratura  et  Areae  .Mulliiil 
tione  ac  Diviaione.  IJ.  S.  De  RectiGcatinne  nee  non  Arcua  i 
ptieatmne  et  Divisione.  §,  6.  Observationes  diversae.  '  " 
Conslrui-tione  eive  Delineatinne  et  Geiieratione.  —  Man  s 
aus,  dnns  nicht  leicht  etwas  Wesentliches  fiberganffeii 
Zugleich  aber  ist  die  Arbeit  des  Herrn  Vfs.  auen  ' 
AuHbenlu  an  verschiedenen  neuen  Sützen  geblieben,  v 
jedoch  hier  ausser  dieser  allgemciitei)  Andtuitung  jetzt  nid 
(er  sagen  (vnllen,  neil  der  Herr  Vf.  die  (iflte  gdiahl  baj 
hnu|i(Kächlieh  auf  Neuheit  .Ansiiruch  machenden  SStx«  il' 
selbstistfindigen,  zu  dem  Abdruck  im  Archiv  bcstimniteii  / 


dameD«i& 


rkwiiiwip» 
—   iiajiienl- 


S«5 

die   Leser    im    nächsten  oder   iveDigfitens    in    einem    der 

wton  Hefte  uni<rri;r  Zeitsehrin    (inilen   werden,   zusammen  lu 

Im  und    fjrrntüteiitheils   mit   neuen  Ken  eisen    ru  vereehen,    an 

i    diiTSef    AitlsritK    nueti    ffum    una.lt)tHi>f>ig    vun    der    hier    Ite- 

icbenen  t)i»»ertatioii   vervtiindlit^h  und  an   sich   von   Interesse 

I  wird.      lliiMo  du;  letztere  einen  sehr  erfreulichen  Beweis  von 

sebr  K'^odiicfaen    insthenmlioihen    Ant^bildmiE  des  Herrn  Vfs. 

fatt,  Htid  daeü  der  idtehnvürdisien  berühmten  Nurhschnle,  wtl' 

derselbe  seini.-  illldiinp  verdunkt,    und  deren  verdienten  Leh- 

sii  Kidchen  Sehfllern  nur  4>ltielc  xu  tvAnschen  ist,  Tiedarf  niicli 

Obiccn  mohl  nicht  noch    der   licofinileren  Env&hniiiig,      NVie- 

rh<dt  aW  empfehlen  vrir  dif  viirliej;ende  Sthrlft  zu  allsemeine- 

Uenrhtuiii; ,  welche  dieselbe  gevi  is«  in  mehr  als  einer  Itüxichun^ 

lilcAninten  verdient. 

Aminl,  D.:  Memoiri^  sur  tes  pnintin  sini^uüers  des  «urfaees. 
4".  (Exirait  du  teme  XXI  des  niemnires  couronnes  |mr  l'Aca- 
-^    "»BnixHIes;.     Bruidles.    1W7. 


I 


Mechanik. 


P  o  1  e  in  i  8  ch  e  8. 


>  Fdtiri 


ulonBritllic  A.   Bri 


I  lifirlln. 


Die  Vnrrede  zur  ztreiten  AulInKe  der  (lodynamik  des  Herrn 
Aloritz    Rühlmimn,    Professors    an    der    iwlyteehn'     ' 
jIc  zu  l);innuver>  cnthült  einen  vom  genannten  Verfasser 
I  Gerichteten  Angriff,    den   ich  nicht  ohne   Erwiderunc    lassen 
,,,    llfthei  werde  ich,  mit  Vermeidung  jeder  Perai;riliehk< 
baUuchen  sprechen  lassen. 

In  den  Verhandlungen  des  Vereins  zur  Beflirdcrimg  des  Ge- 
ietsses  in  t'reussen  vom  Jahre  ltit4  hübe  ich  einen  Aufsatz 
die  elementure  Iterechnnng  des  Widerstandes  prts  maliseh  er 
,  er  gei>en  Biegung  alidrucken  lassen ,  welcher  eben  die  Presse 
rläxoen  halte.  iiTs  Herr  Professor  Rilhlmann  zur  Besichtigung 
;r  (le wer li- Ausstellung  nach  Berlin  kam,  und  auch  mir  die  Ehre 
es  Besuches  scheukte. 

Bei  einer  sulchen  Gelegenheit  erbat  sich  derselbe  ein  Esem- 
dieser  Abhandlung,  vorgebend,  ar  sei  eben  mit  der  Bearbei- 
.j  der  zweiten  Auflafie  seiner  (leoMtatik  besch.'iltiet ,  und  da  er 
irado  bis  zu  dem  Kapitel  über  die  Pesligkeit  der  Körper  gekom- 
Mi  »ei,  so  wflnsehe  er,  datici  meine  Arbeit  CItter  d'ei>en  Ge^cti- 
ind  bonulzen  «u  dürfen. 

Natürlich  nairm   ich  nicht   den   mindesten   Anstand,    diesem 
unsclic  sofort  «n  willlahreti;    denn  ich  durfte  billig  voraussetzen, 
Professor  Kiihlmann  nicht  unterlassen  wfirdc,  schiek- 
iV  seine  Quelle  zu  nennen.  Als  mir  daher  die  im  folgenden 


»emi  ^M 

sehen  ^H 

;egen  ^M 

[issen  ^^ 
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Jmhra  beraiiogekommene  zweite  Auflage  seines  Buches  BuHSndcB 
kain  und  ich  in  demselben  meine  Arbeit  -  wirklich  bemitzt  Uni,  m 
war  ich  nicht  wenig  erstaunt,  statt  aller  Quellenangabe,  n  der 
zvgebOrigen  Vorrede  Folgendes  zu  leisen: 

y,In  Bezug  auf  Darsteliungsweise  als  neu,  dQrllte  besonden 
„das  Kapitel  über  die  Festigkeit  der  K5rper  erscheinen;  eine 
„nochmenrige  Vereinfachuns  scheint  mir  hier,  ohne  der  nothnrn- 
„digen  wissenschafUichen  Begründung  zu  schaden,  beinahe  hh 
,,  möglich.  *' 

Ich  war  hierfiber  um  so  mehr  erstaunt,  als  Herr  Professor  Rfihl* 
mann  selbst  mir  dieses  Buch  mit  einem  Begleitschreiben  voller 
Huflichkeiteo  zugesandt  hatte!  —  Und  deshalb  wird  man  es  lie- 
greiflich  finden,  wenn  ich  ein  gewisses  menschliches GeftihI  nicU 
fiben^'inden  konnte,  sondern  demselben  gelegentlich  Worte  lieb» 
indem  ich  mich  in  einer  Note  zu  einem  andern  Aufsatze,  der  m 
fitnften  Hefte  der  vorhin  genannten  Verhandlnngen  vom  Jahr  1845 
abgedruckt  ist,  ftir  die  Ehre  bedankte,  die  ein  ausn'ftrfiger  Pit- 
fessor  der  Mathematik  mir  durch  Benutzung  meiner  Abhandlung 
fiber  Biegung  prismatischer  Körper  in  seinem  Leitfaden  der  Geo- 
statik  erzeigt  habe.  Dabei  erwähnte  ich  noch,  vollkommen  der 
Wahrheit  gemäss: 

1)  dass  der  Verfasser  mit  mir  von  derselben  Gnindansickt 
ausgehe ; 

2)  auch  die  von  mir  gewählten  Beispiele  benutze; 

3)  in  der  weitem  AusfTihrung  aber  darin  von  mir  abweiche, 
dass  er  nach  dem  Vorgange  von  Min  ding  die  Theorie  der  Krtf* 
tepaare  in  Anwendung  bringe,  unstreitig  werde  nmn  — r  so  scbliewt 
meine  sehr  glimpfliche  Aeusserung  —  seine  Verfahrungswei«e 
Ar  neu  und  eigcnthümlich  erklären,  wie  er  es  in  der  Vorrede 
«eines  Buches  ueanspruche  f 

Diese  Note  hat  den  Eingangs  er^'ähnten  Angriff  des  Hem 
Professors  Ruhlmann  gegen  mich  her\'orgerufen ,  was  icb  lor 
nähern  Aufklärung  des  Sachverhältnisses  um  so  mehr  vorausschicke« 
niusste,  als  die  Verhandlungen  des  hiesigen  Gewerbe  -  Vereins  Ir 
der  wissenschafUichen  Welt  nur  wenig  gekannt  sein  mögen.    Ich 

Sehe  nun  sofort  auf  eine  Erörterung  der  Argumente  ein,  die  Ueir 
uühlraann  vorbringt,  um  die  in  meiner  Note  dem  answärtigei 
Professor  —  als  welchen  er  sich  bekennt  —  gemachten  Vorwflife 
zu  widerlegen. 

ad  1)  behauptet  Herr  Professor  Ruhlmann,  ich  sei  in  mei- 
ner Abhandlung  über  die  Biegung  prismatischer  Körper  nirgend 
von  einer  Grundansicht  ausgegangen,  welche  nicht  «chon'von 
Poncelet,  Navier,  MoseVey  a.  A.  (in  eih^  Anmerkung  «inl 
noch  Kuppler  genannt)  aufgestellt  woraen  wäre. 

Mit  dieser  Behauptung,  deren  Richtigkeit  einstweilen  aufekh 
beruhen  möge,  wird  aber  die  eigentliche  Frage  umgangen;  deno 
dass  der  Herr  Professor  eine  von  mir  abweichende  GrondaS' 
sieht  zum  Ausgangspunkte  genommen  hätte,  .wird  nicht  gestft 
Somit  giebt  er  also  implicite  zu.  in' dieser  fißziehung  entwedtf 
mit  mir  9  oder  -^  wenn  es  ihm  lieber  ist  —  mit  jenen  anden 
■Schriftstellern  libercvnzustimmen*      Folglich  ist:  er  eingestandcocr 


iMeii  in  >l«in  l'rinci»  Hmor  Entwirki-liiStf  (N.  14^}  —  ir>'2  dor 
istatib),  (I.  Ii.  in  (liT  Ucnutaiin);  ilcr  Triighvttfjnionieot«  und  de» 
nn  der  Rbduction  derxtlbeti  ual'  {mrallH«  Ariisen,  niullt 
BHn|E:1  niiiii  dnntil  in  ZiiHiimuiünbaii^ ,  miU  H^tt  l'tufeMur 
lim  iid  3)  xuuirlit.  Ahm  iininlicli  Mmdiiiit  die  (alDichuii- 
die  bibtjiiiii^'  eiii<n>>  i-lNKtisrliitti  Mluli«»  »irklivb  mit  iju- 
tlur  KrälWiiuiiri;  alilcittt,  «nlni  tirriiiuc  >  «•rsctiiirdeiiliiiU-ii 
u)il  nicht  Kflir  ii>  lU-twK'lit  Icoioriioi.  i:;.>ii.<'n.  4"  f^ttt  offonkil 
■«I.-r  i;nj»d  Cur  ihn  »t^j;.  m;mi  Kapikl  Ül.ci  die  resllgkdt  dcr 
»rgier  in  Buxiig  imi'  l)iir^tclliio^^i>vi.si^  l('iiiil(;r.-k(ur  Vorrcdii)  als 
'~'  zu  beztiiultiien. 

—  dli'  vorlieKOiKÜe  KraH«  voIUliiniliü  zu  bt:lvuc)i((;ii ,  darf  ich 

.von  H«Trn  I^rareoäor  KüTilmutm  ;id  1)  uut'i{(.'>liHte  lt(.'hau|>l>i[iK 

li  Iilnsiclitliüli  Act  Ui>Nviiul<lißunt;,  »i'.IlIh'  ^'c  m  Itcxit^  itui  juicn 

lUiit,    nicht  utiurrirlerC  liiS8uii.  ~  In  <I1i><.t  lliiü'iclit  vthiiix-  icb 

dt!iu  Iliirru  IltT'iusffirbur  diri.on  Ari'liiv>  *)  "in,  meuiun  Vurli iijiin 

KüitiKi-  U^>i<^rh-In<ttilutt-  xa  Uorliii  im  .luhr  IKiT  iiadiiicr<t:hi le- 

Hült  v»rit>l<-(!en,    i(i  »cIcliuMi  niittir  d^n  $&.  13.  ii»<T  1  >■  'Uy 

lir   in    Aiiaiiriii^h    geimnimütii'u  (ie<>ctcu    acliiiii  iu  dei't>i'lh«ti 

lurlLiiniiui'ii,    »ie    Hnlcbe  in  $.  Q.   niciimr  AlibuudluiJ<:  ver- 

lulttiht  wurden  sind  ").   Esgemiul  dann  die  einfiKibv  Uciiicrluns. 

die  Wi-rli«  dar  SchrilUttllcE,   .v.Uhe  H«rr  Pr..le«sor  IJ.ihl- 

n  iliir   ei]tai--ei.sl.-lll,    sümmtlifh  »i-Ülir  t-rs.M.^iieii  mij.I.    \\m 

«..«.-hnrlL-e   \-..T.I;i,tili5;unK    /,urürk^..i«ci<s.-.i ;    ^u.sst-rde.n    i.l.er 

ioli    CM  .leduiii  üh,Tla>s.-li,    der    «ich  i,;ih.T   d:ilnr   int.Te^.-irt, 

äurcb  eigene  \Vrgleichnng  zn  Überzeugen,  <)l)  und  in  »ictern 

in  meiner  Ahhatidliiri^  v<irgetrau:ene  Uchandlung  d^a  Diegungs- 

•mens  iu  Jenen  Werken  ein  Vorbild  hat  linden  kirnnen. 

atf  9)«nf;t  Ilt-rr  Profeäsor  Rilhlmann  nur,  die  iu  meinem  Buche 

iitzten  Ueiaptvle  seien  nicht  von  luir  erfunden,    nnmil  c.l  »Iho 

■¥ta  VotwnrI':    dnss  er  die  von  mir  guivübllcn  licitipivle 

■  tat  habe.  Kenii|(t!iid  ertuili^t  zn  halmn  glaubt. 

Ntcht  iilso  —  narh  meiner  .An)>ii'litl    Viotniehr  mnan  ich  z 


I 


hittndigen  Erledkning  dtcscj»  PunkloiK  f  Icn  Herrn  Prufi-sisAT  B  li  h  i  - 
in  inn  die  gonaue  An<>iiLe  der  tfiiclle  bitten,  ans  ircU 
hr  er  die  bei  ihm  unter  Zus.  'J.  zu  S.  114.  und  elieiifalls  uotet 
■I.  i  z«  j.  115.  flciner  Geuslatik  vorkODimen4en  Aulgaben  ent- 
Bicn  bat.    Dicwlben  rmden  sieb  in  meiner  Abhandlung  bezüg- 


*)  Wduher   die   lliehtigkott   vullknmnien   bcx«itgt   und   i 


n. 


**^)  Bd  dieaur  Gcicgeiilidt  will  ivli  luiter  Andonn  nur  duraof  mT- 
merknuru  miidirn.  du>«  in  drni  fiagliifavn  llvfle  die  bei  ilcrrii  Hiibl- 
■niin.n  iintrr  j.  IIIT.  i'iill  ml  leite  Aofgiibe  t«  xlf-itliM  Ueliundtiinf^iiwriiii; 
bnipf  ^.  H,  var^rlinK''"  <iti  d»tt  uhriwa  du  (lerechnuog  dei  Tor- 
«jiMiiwidi-racniirici  in  beiden  Kchrificn  uaf  ^mb«  glnichn  WaI*B>  nim' 
lli-h  «i<[  Zuiifliun;;  dar  Trii^'hrilainitinrtit« ,  durclij^n führt  wird;  itaM 
ewnnr  S.  t:m.  bd  Rühlniauh  und  $.  Ulf.  Jo*  K<'"l>rl>'b(-»(^n  Hefte«  tun 
■i<ntl<'l<"k'i*ii">  dir  Kfdc  i>t.  ein  Anidnirk.  drn  iih  xncrit  {(«hrHUcbl 
^Bllet  ('nglitrhfii  Iti-nfnniniK  „l>"lni tl«ii"  nwch^fbildu  Imbn  11- *.  v. 
^n«t  •tiM  (rin  rlK'rntbumll.'hr«  Zn.ummrntrrlTe» ,  da.  Uh  nurdeUidb 
^Vhcrvorficliv,  um  ia  kilnflfKca  tMm  gcffcu  ilialichs  BmcbBidilEiW' 
fK,  «i«  die  obige,  );f*lrh«r[  lU  »ein,  B,.,    , 


lieh  unter  j.  II.  tind  §.  10..  die  xwHte  vbcr  aiiiisenlnn  aodi  m 
dem  beijteiasteo  Vortragsheit«  unter  §.  IS.,  na  die  nSchsifolsen- 
deo  §§.  nocti  Mehrere»  dergleichen  enthalten.     Uimk  din»e  Anfin- 


ben  aber 

den  sind,         ^ __._ 

wenn  er  mir  Hie  Priorttilt  bestreiten 


achon  V 


[)eni  Schril'tstdteni  behBn<le'll  woc 
Ruh I mann  MtNidl  niiclmnliiRi, 
■        vill. 


in  tira- 
ucti  im    \ 


Als  characteristisch  liir  die  Beiirlheilanß  der  in  Hede  In-find- 
^  liehen  Sache  tuhre  ich  ferner  noch  an,  daus  der  fteuannte  Vctö» 
■er  der  Geoslatik  meiner  mtindlichen  MiKhHIung  uncb  i" 
AufKübe  verdnnltl,  die  er  In  dem  Znfiatxe  zu  §.  103.  mk  '~ 
Kräftepaare  einleitet,  dann  aber  IiIh  iiitr\Vt.'i Irres  aaf  sich  b 
ISsst.  Das»  dieses  Krjiflepaar  22  Seiten  weifer  (In  Zu«.^ 
J.  114.)  nichts  Anderes  als  ein  falschcM  Resiilfiit  hiTnu-i^brlngj 
nicht  meine  Schuld,  sondern  allein  der  <'ii;i  .  ■!  ■  .  r- !  :  .  n^j 
tungsweise  beizumessen,  nelche  umvillkiilin 
;,8«me  Professors  nremereGuess er *■■■> 
atand  überging  ich  früher  absithtlii-h  mit  MilU'  i 

(ra^tiche  Aufgabe,  da  sie  fffr  die  Praxi»  »im  ^S  letirii^k'^ii  «t,  : 

Getjenstande    einer    besondern    Alihaiidlun!!    machte,    die    io   dm 
Verhandlungen  des  Gewerbe- Vereins  vom  .Ijihr  IMS  und   in  Grt- 
nert's    Archiv    der    Mathematik    und    Physik.  Thl.  VII.   S. 
u.  f.  allgedruckt  ist.     Hier    muss   ich    aber   ntich    einige 
dartiber  »tagen: 

Herr  Professor  Uühlmann  findet  nKiiinch  fdr  die 
Festigkeit  eines  Cylindcre,  «cnn  die  EcrreUeend«  Krall  1 
Mantellljtche  wirkt,  den  Ausdruck  Q^ljutr*  (ireli-her  nocti  i 
BW«  der  Gleichuni;  Q — ^ J/jjtr' =:;>itr'  IVtli'en  solllj,  anstatt  ilw> 
diese  Festigkeit  durch  J/'nr*  aiisgedntckl  ivird.  Klicn  so  ist  ^ 
von  dem  genannten  Herrn  iu  der  zngehßrigen  Note  (S.  IS8,)  IBr 
ein  ParalQepipedum  angegebene  Formel  Q~\phh  fnlschl  %t 
muss  Q-=',p,bh  heissen,  u'hs  dann  aiic-h  mit  Trcdguld  iibvrelD- 
Btimint,  welcher  freilich  bloss  den  Ruietzt  erw.Hhnlrn  besolden 
Fall  Im  Isten  Bande  der  Transact.  nf  the  Civil  logenee» 
behandelt.  Man  vergleiche  hiermit  meinen  xwellcn  Aufsatz  in 
den  genannten  Verhandlungen  von  1843,  hu  auch  auf  TrotlKol<l 
Bexug  genommen  wird. 

Schliesslich  noch  ein  Wort  fiber  ein  nffenbar  alNtichtlicfctl 
Qui  pro  t|un,  «reiches  Herr  Professor  Kflhlniann  sich  in  «iiMr 
Anmerkung  zu  seinem  Anjfriffe  gegen  mich  erlaubt.  Indem  er  rieb 
wörtlich  also  ausdrückt: 

„Zur  fernem  Characterietik  der  fraglichen  .Sache  liannj 
„dienen,  dass  Drix  in  j.  i'4.  seiner  Abhandlung  lon  \Mi  T 
„gold  tadelt,  iveil  dieser  die  zuläsaige  Hirrchbiegung  ntd 
„rationelle  GnindsSIze  zurückgeführt  habe,  und  dcabalU 
„\.  24.  einen  Ausdruck  abbritet,  der  genau  derselL 
„rhen  Tredgnid  selbst  in  seinem  Stren&th  of  Cai>t  liwo 
„§.  87.  cntnickell  und  §.  174,  etc.  auf  [iraklische  Tälle  anwendell" 
Wer  dies  so  bona  lide  liest  und  meine  Abhandlung  nicht  tat 
Bajid  hat,  um  selbst  zu  prüfen ,  wird  kaum  nuf  den  Getlunkco 
kommeii,  dass  die  bei  obiger  l)urstellung  Ijeobachlele  iMelbode 
XII  denen  gehört,  welche  die  hüf  liehen  Franzooeo  c 
nennen! 


369 


vilnlerst  ist  liie  IKiblninnrimlio  Anßnlio.  ich  Mitte  Tred- 
^  Whalti  get.iilelt,   wpH    er  die  /ulüssige  Kip»tiiig    auf  ratio- 

Ipetin  tirunilsSIxe  tiirikicxiifflliren  nnlerlasseh  habe,  nicht  in  der 
Wehrbeit  hezrllndel.  Ich  hahv  mir  ein«  ctn/.ttlnff.  \(iu  Ihm  her- 
briHide  |iriiktiHche  Regel,  uelche  —  gestützt  dtinh  «eine  Auto- 
it  —  fidlial  iu  f^anx  iicuen  Werben  iilier  Mechanik  noch  ala 
jenein  t!(iUig  angewendet  tvinl,  ids  unrichtig  heseichnet,  und 
I  mit  K«chl,  wie  jeder  .Sachveret.'indii;e  mir  aieheriich  Kueeben 
"  In  Beinen  Elen.entary  Priiiciplea  oT  Cariientry, 
Ion  1M30,  giebl  iiüiulieh  Ircd^old  die,  späterhin  von  ihm 
gcnd  n iederrufcnc  Hegel,  ihxss  boi  horizoiitnl  liegenden  Bol- 
n,  »eiche  an  beiden  Enden  uuterbtälzt  und  in  der  Mitte  belas- 
ein«),  die  ohno  NA<rhtheil  luliissige  Senkung  der  Mitte  auf 
Icu  Vusa  der  Läuße  'Au  ^"'1  betrugen  kiiniie.  Er  »etztaUo  die 
i^li(?he  (Senkung  einfacb  der  LSu&e  protiortionoj.  ohne  auf  die 
rigca  Ahmeflsungen  der  Uulken  Kneksii-nt  za  oeluuen.  und  das 
,  «»,  wtis  ich  nieht  als  richtig  nnerkennen  kann. 

Nach  diesem  Widersiinich  gelten  Tredgold  leite  ich  non- 
4iT  in  §.  24.  meiner  Abhandlung  allgemeine  Ausdrücke  her,  um 
I  prismatischen  Körpern  die  zulättsige  Senkung  ßir  jede  Form 
re«  IJuPTBchnittes  su  beetimmen,  Aiudrfickfl,  welche  sich  bei 
tedgold  nicht  finden.  Dieselben  Mcrden  demnächst  in  §.  '25. 
'klepipeiliscbe  Biilkeu  angewendet,  wo  sie  auf  das  Gesetz 
Jast'  bei  solchen  Körpern  die  grusste  Seakuag  sieb 
rect  wie  das  Quadrat  der  Länge  und  umgekehrt  wie 
e  Hübe  des  Körpers  rethSit;  über  nirgend  habe  ich  gesagt; 
I  ich  diesen  Uesolr.  als  ne«  betrachtet  wissen  ivolle.  Das 
nnte  mir  um  so  weniger  einfallen,  als  mir  sehr  wohl  Itekannt 
U,  dass  jenes  (ieuetz  schon  in  deni  bei  umi  allKeinoin  verbrei- 
ten Uiuiilbiiche  der  Statik  fester  KKrper  von  Ey  telwcin  (£.  450.) 
if  gleiche  Weise  vorkommt,  der  Strength  of  Casl  Irou  von 
r^dgnld  and  anderer  Werke,  die  daiMieibe  vielleicht  mich  ent- 
ilten  mügctt,  nitht  zu  gedenken. 

Die    vorstehend    diirgelegteti    Thatsachen    werden    huffenOicb 

mt^en,  den  Angriff  des  Herrn  Profeeeors  Rühlmann  in  soirter 

^.ftliren  (■cstojt  eischeinen  zu  lassen.      Ich   überlatMc  es  nunmehr 

ttIo»t  dem  nnitefangenen  Urtbeil  eine»  jeden  Mannes  vom  Fach, 

I  Polemik  der  heüprochenen  Art  Rebiibrend  su  wilrdigen. 

Berlin  iro  November  184T. 


Caurs  de  M^canique,  ou  R^sume  de  lecuns  sur  la  dynamique, 
.  lrtiitti|ue  et  leurs  appllcalions  h  ['art  de  l'ingenieur,  par  J,  B. 
elangcr.  Premiere  partie.  Uynüiniuue  et  atatique  g^n<rnles 
iyJrflKlatiiiue.    Parb.  1847.    H. 
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Astronomie« 


Sir  J.  T.  W.  Herschel:  Results  of  Astrononücal  Obserra« 
tions^  made  during  thc  years  1834 ,  5,  6^  7,  8  at  the  Cape  of 
Good  Hope ;  being  the  completioo  of  a  Telescopic  Survey  of  the 
whole  Surface  of  the  Visible  HeavenB,  commenced  lo  18&— 1847. 
Royal  40.    L.  4.  4  sh. 


P  li  y  s  1  k. 


■■■»I 


LSrobok  i  Elementeme  i  Eysiken,   ntgifweD   af  A.  Th.  Ber 
ff  in  8,  Ph.   Mag.  Astron.  Doc.  \vid  Upsala  Akad.    Foira  DeleiL 
Stockholm.  1847«    80.    3  Rdr. 


Termlsclite  Schriften. 


Novi  Commentarii  Academiae  seientiarum  Institnti 
Bononiensis.  Tomus  sextus.  Bononiae.  1844.^  Enthält: 
Petri  Callegari:  De  usu  subtractionis  et  divisionisextentendo 
ad  Donnullas  praesertim  propositiones  demonstranda«  tentaroeo.  »^ 
Tomus  septimus.  Bonooiae.  1844.  Enthält  Aloysii  Cäsi- 
um III  Disquisitiones  analyticae  super  aequationibus  triDomialibas 
formae  Xr±  Jj;±J?=0.  —  Julii  ßedetti:  De  reFolutioniintf 
duoram  corponim  se  mutuo  trahentium,  dissertatio.  Aloysil 
Casinelli:  De  aequationibus  algebraicis,  c|[uarum  radices  cos- 
stant  quatuor  elementis,  dissertatio.  —  Petri  Callegari:  Aliaj^ 
nonnallae  applicationes  caiculi  symbolici,  quo  subtractionis  et  di- 
visionis  usum  In  doctrina  numerorum  et  aequationum  juvari  et 
eztendi  posse  deraonstratur. 

The  Cambridge  aud  Dublin  mathematical  Journal 
Edited  by  W.  Thomson,  B.  A.,  F.  R.  S.  E.,  Fellow  of 
St.  Peters  Colle^e^  and  Professor  of  Natural  Philo* 
sophy  in  the  Univcrsity  of  Glasgoti'.  VergL  Literar. 
Ber.  Nr.  XXXVIIL  S.  558. 

Nr.  XII.  On  Principal  Axes  of  a  Body,  their  Moments  of 
Iilertia,  aud  Distribution  in  Space.  Continued.  By  R.  Town* 
send.  ~  Notes  on  Descriptive  Geometry.  No.  II.  ByT.  S.  Da' 
vies.  —  On  the  theory  of  EHiptic  Functions.  By  A.  Cayley.  — 
On  certain  Aigebraic  Functions.  By  James  Co  ekle.  —  On  Coo- 
jugate Hyperboloids.  By  Thomas  Weddie.  —  Notes  on  Hydro- 
dynamics.  By  William  Thomson.  —  Mathematical  Note.  On 
the  maximiun  or  minimum  property  of  Incident  and  Reflected  Rays* 
(No.  XIII.  wiU  published  on  the  ist  of  February  1848.). 
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Jjiterariselier   Bericlit 


Scbriflcn  Über  Cnterrichts-SIethode. 


lago- 
-323. 


Zwei  lesenswetthe  Aufttätze  Sliet  die  Methode  des  niatbe- 

Rtiachen  üntcrricbts    nebet    Proben    einer   scbulmSs- 

in    EntwickeluuK    der    tieomelrie    vnn    Uenn    Doctor 

Wittstein  in  Hiintiover  ßnilen  sieb  in    M.i^er'ti    nädag 

■  eher  Revue.    Achter  Jubrgaiig.     S.  i~30  und  S.  21*7— 

Die  höheren  technischen  Schulen   onch   ihrer  Idee 

Bedeutung    darii;estelft    und    eiläutert    durch    die 

eachreibung   der    hühernn  techuiacbcn   Lehranstalten 

Aagsbur^',  ttrauosuh»  eig.  CarUrube,  (Jassel,  Uarm- 

adt,  DreuUen,    München,   Prag.   Stulli;art  und  Wien, 

>|1  Dr.  Friedrich  Schnedler.  Lehrer  der  Nalurwissen- 

liafte.D  aui  (Gymnasium  zu  Worms.    Braunschweie.  1847. 

80  Sgr. 

Alte  die,  ivciche  sich  fiir  die  Organisation  und  den  For techritt 
r  tn  noaerer  Zeit  so  tvichtii>en  technischen  Lehruiistalten  inle- 
»Iren,  niil<<sen  wir  aur  diese  Nchrirt,  namentlich  wegen  der  in 
rselben  ziemlich  nusITihrlicb  mittut  heilten  Lehrpllin«  u.  «.  w. 
liger  der  bedeutendsten  und  berQhmlesten  technischen  Lehran- 
ilten  in  Uenlschlnnd  niifmerlisam  machen.  Es  sind  auch  die 
unen  der  an  diesen  Lehranstalten  wirkenden  Lehrer,  ihre  Etats 
«.  w.  angegeben,  Ntitiien  fiber  die  betreffenden  (lebSude  bel- 
brncht  u.  i.  n-.,  so  dasa  man  allerdings  ans  dieser  Schrilt  ein 
:ht  anschnulicbes  Bild  von  den  auf  ihrem  Titel  genannten  An- 
lUen  erhält. 


Arithmetik. 

Lehrbuch  der  Arithmetik.     Zum   Gebrauche   für   die 
!r«n  Klai^sen  von  Uyinnusieu    und   hObcrfln  ßürger- 

Bnni  \.  40 


schulen  liearbeitel  vnn  Dr.  G.  itadicbe  Qetzt  nusiteroT- 
deiitlichem  Professor  an  der  Unlversitfil  zu  DonDL 
Coblenz.  1847.    8.    2->i  Sgr. 

Dieses  an  die  Darstellim!;« weise  von  Ohm  sich  anschlie»- 
sende,  aber  Hoch  auch  in  mehreren  Stlickcit  von  derMelben  A- 
w-eitheiide  und  einen  eiiienthüm liehen  Ganf!  befolgende,  Ijchrhrnl 
der  Arithmetik  vcrdieul  von  den  jViebknLem  dieser  Melbude  bearii- 
tet  zu  werden. 


Notiee  f 


che»   die  gemeinen   ode 
alle  Zahlen   bis    lOfSOOO  ui 
(ianaeiscbttn  Lngaritbni' 
n II metrischen  Functlnnv 


r  une  müthnde  d^mentaire  de  resnndre  \cs  ei]oalMW 
im  de^re  iguelcnnquD    \<ar   Ju  snmmalion  de»  hMt». 

Par  C.  A.  AKardh,  Eveiiiie  de  Carlst.-id.  et  des  Ord.  Roy.  M.  de 

lAcad.  d.  He.     CurlsUd.  1S47.    6.     10  Si^f, 

Lo&aritbmiscb  ■  Irleonomef risibein  Hnndliuch,  <rcl' 
Brieeisc-heii  huicurithmen  für 
nf  ijiebeij  II  eciinnUlfllen.  ilic 
en.  die  L»j;arit  linieu  der  trliu- 
sehn  «n  ir.ha  !|t<*«avaeB 
Tür  die  neun  ersten  und  neun  letsteu  Grade  des  Quv 
dranten  und  vun  Itliniite  »ii  Aliuute  für  die  i'lhri|«D 
Grade  deHselbffii,  f:iinkometrlHche  Formeln  und  elnl|« 
andere  mathematische  Tal'eln,  die  «ft  gelirauditif 
den,  enthalt.  Heraua^eüehen  von  Meiurleh  G» 
Köhler,  IJr.  Phil,  und  Pr  iViitdoccMten  an  GRIt>ng«mj 
rentyp&uxcabe  erster  Abdruck.  Ireiji/i^,  Verlft# 
Bernti,  T  auvh.iitK  jun.  IHi'.     1   Itthlr.  TJ  Sgr. 

Der  Inhalt  dieser  Tafeln  ist  auf  ihrem  Titel  schau  so  aultflA^ 
lieh  anKepTtbeo  worden,  d.-iss  Weiteres  dnrülier  zn  i*fti;en  nirlt 
nitthi^  ist.  Auf  Ans  Rtihmlichste  müssen  ifir  alter  ihie  Ihttwi« 
Aussbttlung  anerkennen,  in  xvelcher  Beeiehuns  dieselben  dm  V«. 

Slek'A  mit  allen  andern  Tafvin  nicht  nur  aushallen  knitneo,  »w 
ern  selbst  die  uicIsteTi  hei  Weitem  abertreffen,  wollir  nurhoeJMt 
der  Name  der  berühmten  Verlags  band  lang  hinreichend  tii3r|^ 
Diese  Talelri  sind  mit  Slereolypen  at^driickt,  und  «  _  . 
Zeit  gan>:  fehlerlos  zu  liel'eni,  hat  die  Verlagsiiaiidlunic  aoT  ilie 
Entdecktinv  eines  jeden  Fehlers  einen  Preis  von  einem  Louixd' 

Kietsl.      Di«  Herreit  Dr.  Kühler    in  C'ittinjt^n ,    Ur.  Jah«  H 
.  Michaelis  in  Lei|ixi)i    sind    als  Schiedirichter  "  ~ 

die  Fehler  sollen  duntt  in  unsena  Archive  hekunel  ^luscbf 
den,  weiMi  ivir  dl''  Hiind  sii  bieten  i>cbr  jicru  l>ereit  mmIm 
(&x  müRlidi^te  Veibri^iliiiiu:  der  Hekaiintmachuh^en  durch  inefiri 
lloBteafruien  Abdrw^k  derselben  SorAe  trugen  werden.  Jetlmir«! 
«Besfi  e«hr  schöllen  Tafeln  auch  ibrt.'s  lidialtes  u  eeen  (sie  e 
such  eiuc  ^'dfel  der  nutiirlidheii  Lo){iiritiinien,  eine  Tafel  derP 
len,  eine  Factorenlalcl,  eine  Tafel  der  Potenzen  <^  "  "  " 
Zahlen  von  1  bis  lÜU,  Quadrat-  und  (  iibiklafcln 
andere  NützlicbeJ  der  AufuierkBamkeit  der  Mathemulikei 
ders  zu  em[ifuhlen.  Der  Preis  von  1  Itlhlr.  7',  Sar.  Ut  i;e>vU!«  bei 
der  schönen  Ausstattuitf:  a<i  nitldrlg  goMtHlt,  als  es  nur  Irgend 
mOKlicb  nur ,  su  dass  auch  in  dieser  llcziebunB  nichts  zu  wSncchea 
Ohrig  tileibt. 
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Mathematische  Abhandln 
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ad    der 


nderK  Kim  ( 
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itcliunen,  rnn  Dr.  U.  Elseiiat«!»,  Privaf-DöCAnten  aii 
r  VaUorslUt  eu  Berlin.  Mit  oinor  Vorrede  von  Prof. 
;.  tiiiisfl.    It erlin,  1847.    4.    3  Rthlr.  16  :Sgr. 

Uiei>e  In  ileiii  voHleet^nJen  AVerke  ge»uminelleri  Abhandlungen 
il  whou  frütwr  in  Crcllo  »  Jimriiiii  crecihirnen.  Ihr  Inhalt  ist  fulufii- 
':  I.  Allfemctne  Untemucliunt;«:»  liltcr  diu  Forninn  dritten  tira- 
I  Ulli  drei  Variulitfbi,  »i^klie  der  Rrviktheilunf;  iKrefintatehung 
4uiilte(i.  —  i.  Ajipliakliiins  Af  TAlifeliri!  a  lArilhai^liitae  Iran- 
indwte.  —  3.  BtritiitKe  zur  'J'li«»ric  der  elliptischeu  Functionen. 
, Ableitung  dea  bi^nadratiHcIteii  Fmidumenlaltlieirtems  uas  der 
lenrie  der  LeniiUMi-ut«nfuii<-liiitien .    neli^t    licmprkiinften    »i    den 

SiUl^iicatians-  und  TraimfunikAtlunitforinulii.     II.  Neuer  BetietR  der 
ditMins  form  ein.     Ilt.    F«rii<^re  B""!  erkunden  zu  den  Tranafiirnia- 
ilbrmdn.  —  4.  tVotiz  liber  Partialbrilcli«.   —   5.  ThvDrema.  — 
Nt!i)i.'  Theoreme  der  bühemArithiii etile.  —  7.  Beiträ;^  xitr  Ttieo- 
der  «IKplUebcn  Functionen.    IV.  U)-b»r einen  allgemeirien  Satz. 
;ber  dos  Additl  uns  theo  rem  fllr   ellifftiscbe  Functionen  als   Hpe- 
en  Füll  enthält.    V.  Ueber  die  Diffe*«ntialclolehungen  ,  ivekhen 
Zähler  uud  der  i\ttaner   Ix-i  dtu  elli)>li«cnen  T ran ü forma tlnas- 
leln  ijeniigeii,     VI.  Geniiuc  Untcrsnchune  der  unendJiobfln  Oojt- 
lltrodiitte ,  aus  »elrhen  die  etlt[itiRch«n  Functionen  als  Quotien* 
I  sii<<Bimnengesetzt  nind,  und  der  mit  ihnen  zusammenhangenden 
i))iielreifam(    (als  eine    neue  Begrün dunf^^nveise    der  Theorie  der 
'fi1i«vben    Funriinnen,    mit    besonderer    Berflcksichtlgung    ihrer 
alugie  zu  den  Kreiefuiielionen ).  —  8.  Aufgaben  vnd  LehrsStze. 

Zur  Theorie  der  Eulerschen  Integ 
ern.  Abzedruekt  aus  den  Cöttingei 
iltlngen.  'l»4r.     8.     7^  »gr. 

Diese  Ahhundliiap;  enthält  theils  neue  Ableitansen  schon  he- 
iptor  Sätne  von  den  Eulersehen  Integralen,  thcUa  gun»  neue 
!xe,  theil»  V  et  all  gemein  er  ungeu  bekannter  S£t2e,  uml  muss  den 
Ihematikcrii  sehr  cur  Beachtune  empfohlen  werden.  Ihren  In- 
(  aualiihrliühet  auzugeben,  ist  leider  an  dietiem  Orte  tiicbtniüg- 
1)  Weil  daKU  ein  zu  iirnsetir  Raum  in  Anspruch  yenotnmeo  wer- 
>  nSrde,  auch  zu  viele  Formeln  hierbirr  ^eeelit  vverden  müsa- 
\,  was  dem  Zwecke  der  LlteraiiBchen  ßunchte  nicht  entspricht. 

Otto,  F.,  Beitrag  zu  den  Anli-itunfren  zur  iTitecratinti  der  Dif- 
eotlal-  oder  Ableltungo-tilcichungen.  A.  u.  d.  T,  Erste  Fort- 
iung  der  Bemerkungen  über  den  EinOiiss  der  Umdrehung  der 
'1lerie-G«Bcbwue  auf  ihre  Bahn.     4.    Neisae.  1847.    4i  Rthlr. 


Stadien.    1847. 


Cteometrie. 


X^ilfaden   d(?r   Elementar -(ieometrie   fflr  die  oberen  Clauea 
.er  ßiirser^rhule.    Berlin.  1H17.    27  Ngr. 

Lehrbuch     der    reinen     El  ementar  -  fien  nielrie    snm 
felttlicben    Gebrauche    und     S»lbstunterricble.      Her- 
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ausgegeben  von  Joseph  Salomon,  Profossor  %n  k.  k. 
uolytecfanischen  Institute  io  Wien.  Dritte,  dofebau 
verliCHserto  Aunage.  Mit  vielen  in  ilen  TpxI  einge- 
druckten HolzKthnVtten. "      "     " 


1847. 


3  HlbU. 


Ein  iti  der  dritten  Auflaife  erfclt einendes  Lefirbiirfa  ht-iat 
keiner  Emplehlung  mehr.  Du  dn»  Knch  Kuiiürhst  liir  den  l'ntfT> 
rieht  am  k.  k.  iiolyteuhntscken  Institute  zu  Wien  liedtimint  ist.M 
üt  es  ganz  reebt,  dass  der  Herr  VI",  die  neueren  Fnr.of^him^rn  uf 
Jero  Geliiete  der  Geometrie  nur  so  weit  benlt-kdicfatiel  und  be- 
nutzt hut,  als  sie  ihm  liir  den  angehenden  Techniker  nülbig  und 
nützlich  erschienen;  denn  man  darf  in  diesen  l>ini;en  —  ein  ¥th- 
ler,  iu  den  man  negen  des  grottsen  Interesses  des  Ge&enxbiDdM 
nur  xa  leicht  verfallt,  —  auch  nicht  jni  "eit  gehen.  Beaonde« 
Technikern  itit  diene«  hehrbnch  der.  ebenen  Geometrie  und  der 
Stereometrie  «einer  Deutlichkeit  wegen,  und  liegen  der  sebr  ter- 
etttndigen  BeriicksichtiguTig  der  Bedürfniftee  der  Terhniicer..  ntitt 
Kehr  zu  empfehlen ,  und  verdient  in  einem  mAgliehst  »«tten  Kreim 
bekiinnt  tm  iverdeti.  Auch  die  in  den  Text  gedrac-kten.  Mtir 
deutlidi  ausgattihrten  Holzschnitte  gereichen  dem  Buche  mr  E» 
fifehlung. 

LeU'htfa  sali  che  und  strenge  ficgrCnilnng  der  tu  der 
Elomenlur  -  Geometrie      vorbnmm enden     Prntiortiooe». 

~  ~  ^.^.A  ^^  tH^l. I>...r.. ......     Ja. 


A.   Hohl 
Mathematik    an 
einer  lithograiihi 
9  Pf. 


ten  Tafel.)     Tübing^ 


leHSür  der 

ersJtJtt     Ttihingen.      (Mit 

,8.    18  Sgl. 


r  Uri 


Elementar-Uenmetrie  vrlcder    i 


elcher  der  Herr  Vf  der  filtern,    die  In- 
berüeksichtigenden  UebandluaiE  der 


ehr  Ell 


igung  i 


ich  äffen  umb- 


sichtigt,  enthUlt  in  drei  Abtheilungon  ein«  gm tidriüs liehe  Öarslel- 
luiig  der  allgemeinen  Grr>$sen-Lehre ,  die  allgemeine  Prnportinncil- 
Lebre  und  deren  Anwendung  in  der  Elcmentar-Geometrie.  Aod 
nir  sind  der  Meinung,  dass  neben  den  neueren,  m<igliehsle  JUI- 
eemeinbeit  erstrebenden  geometrischen  Forsciinngen  die  euklidische 
(•eonietrie  oder  vielmehr  überhaupt  die  Geometrie  der  Allen  fort- 
während sorgl^ttts  studirt,  und  dass  namentlich  heim  gelcbrlm 
Schulunterrichte  der  Unterricht  in  der  Geometrie  immer  vunugc- 
ueise  auf  dem  von  den  Alten  uns  vorgezeiihneten  Wege  beu» 
delt  Merden  roiixs,  »enn  ilerselbe  wirkliche  Früchte  tragen  SuU, 
ivohel  immer  zugleieli  auch  die  neueren  geometrischen  ForsclinB' 
gen,  so  weit  es  der  Zweck  des  Sehuluiiterrichtä  idasst,  gebfib- 
rende  BerückMchtiu;utig  fmden  können.  Wenn  ivir  daher  nach 
diese  Schrift  den  Ciebhabcrn  der  Jillern  Geometrie  emiifehleii,  •> 
hätten  wir  doch  gewünscht,  dass  der  Herr  Vf  hei  der  ErkUtnipg 
der  Proportion  sich  ^anz  an  Euklide«  gehnlleii  und  sich  nlcbl 
gleich  von  vorn  herein  mehr  der  neueren  Definition  angeacllloueo 
nStte.  Legt  man  nämlich  die  Euklidische  Definition  xum  Gnndfc 
so  wird  die  Schwierigkeil  iiOL;en  der  IncommeosurabilitAt  Uä  litt 
Theorie  der  Proportionen  mit" einem  Male  gana  bneitlgt  ander- 
fordert gar  keine  Berflcksichticniig  nciter;  und  zu  zeigen,  daw 
vier  Grössen,  die  im  euklidischen  Sinne  in  Hroportinn 
daDU  jedenelt  auch  im  tSiune  der  Neueren  propartlonal     ' 
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terliegt  bekanntlich  gar  keiner  Schttierigkeit  Wenn  dies  auch 
schon  oftmals  bewiesen  worden  ist,  so  mochten  doch  die  folffeft* 
den  Bemerkungen  aber  diesen  fiir  die  Geometrie  nicht  unwichtigen 
Gegenstand  hier  nicht  am  unrechten  Orte  sein. 

Die  Grossen  A,  B  sowohl,  als  auch  die  Grössen  A\  Bf 
seien  gleichartig.  Dann  sind  diese  vier  Grossen  im  Sinne  des 
Euklides  proportional,  d.  h.  es  ist  A:B=:A':B'y  wenn,  indem 
tn  und  n  ganze  Zahlen  bezeichnen,  welche  ganze  Zahlen  mm 
auch  fär  nt  und  n  setzen  mag»  immer  gleichzeitig 

mAz=nB,  mA'=^nB' 

<  < 

ist,  so  dass^  sich  nämlich  die  obern,  mittlem  und  untern  Zeichen 
stets  auf  einander  beziehen. 

Cm  nun  zu  zeigen,  dass  die  yier  in  diesem  Sinne  nroportio- 
Daten  Grossen  A,  6;  AI ,  B  jederzeit  auch  im  Sinne  aer  Neue- 
ren proportional  sind,  kann  man  auf  folgende  Art  schliessen. 

Wenn  zuerst  A  und  B  commensurabel  sind',   so  giebt  es  ein 

Semeinschaftliches   Maass   dieser    beiden  Grossen,    welches   wur 
urch  M  bezeichnen  wollen,    so  dass,    indem  fi>  v  ganze  Zahlen 
bezeichnen. 


ist.    Weil  nun 


ist,  so  Ist 


A  =  nM,  B=^vM 

vA  =  iivM,  fiJB=fivJ!f 
vA  =  (iB, 


imd  weil  die  vier  Grossen  A,  B;  A' ,  B  nach  der  Voraussetsung 
im  euklidischen  Sinne  proportional  sind,  so  ist  nach  dem  Obi- 
gen auch 

vA'  =  iiB[, 
Setzen  wir  nun  der  Kflrze  wegen 

also  A'=iiM* ,  80  ist  nach  dem  Vorhergehenden 

vA'  =:  (iB  =  fivilf', 

■ 

also  B'  =  vM' ;   und  es  Ist  daher 

J=ftilf,  Bz^vM;    A'=(üK',  B^vlT; 

woraus  sich  unmittelbar  erglebt,  dass  auch  Im  Sinne  der  Neueren 
die  Tier  Grtesen  A,  B\  Ä',  B'  proportloDal  sind,  oder 
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iart. 

Wenn  fenier  A  und  B  inconmensur^bel  sind ,   ^  setse 
indem  \jl  eine  ganze  Zahl  bezeichnet, 

A  =  ^M\        , 

dann  wird  man,    indem  auch  v  eine  gewiss^  ganze  Zahl  bezeicb- 
net,  jederzeit 

v.¥<i?<(v  +  l)Jlf 

zu  setzen  berechtigt  sein.    Weil  nun 

*•  vA  r=  ^vM 


'    \ 


und 


oder 


Ist,    80   Ist 


d.   i. 


fivM<iAB<(i(v+l)M* 


lnvM  <  jiAiB  <  yi,vM  -h  ^M- 


v^<^»<y2l+^, 


und    folglich,    weil    nach    der  Voraussetzung  die  Grossen  il,  B\ 
A' j  B'  im  euklidischen  Sinne  proportional  sind,  auch  gleichzeitig 

vA'<^}iB<,{v^l)A\ 

Also  ist  gldieb^eltig 

V      J?  ^  v+  1 


and  es  sind  folglich 


,»<^'<> 


immer  zwischen  denselben  Gränzen 

enthalten.  -Der 'Unterschied  dieser  Grunzen^  ist 


I  .  .  ;  •  « 


auch  juilcfxeit  im  Minne  der 


I  kaoii,  \\aÜ  man  fi  offenhar  belii^liiL;  frri>ss  aiizunehroeHlierech- 
t  ist,  beliebij;  klein  gemacbt  werden.    Dtiher  lassen  sieb  aleo 

;jund^ 

HtMch«n  denselben  einander  herK'hiü  nnhe  knmnienden  Gr9n- 
)  einefbliessen ,  d-  h,  die  im  CultUdUdieii  fiiiiiie  pro|>ortionjilen 
rüssi^D  A,  B\  A' .  B'  sind  nuch  im  .Sinnr  der  iNciiern  prnjiurlional. 

Wenn  idsn  die  Grössen  A.ß:  ^'.  fi' im  Sinne  des  Euklide 
ipurtiunal  sind,    so  sind  diesetbei 
I  proportional. 
Stellt  man  nitn  die  Lehre  von  den  Proportionen  gnnz  im  Sinne 
I  Eulclides  dar,  irodurcb  die  Schwierijiticit  »cgcn  der  Incom- 
^«■nbilitüt,  mich  hei  den  Amvendun^c»  dt-rseihcn  atil' die  Geo« 
nitt    einem  Male  pnz   beseitigt   wird,  und  des  Fulla  der 
icomnensurabilitat  ear  nKrhl  weltei   ({«dacht  kii  werden  branebt, 
at  sich  durcb  ilie  ohige  oder  eine  andere  derselben  ühiitiche 
)llnii!t  die  in  diesem  Sinne  darj;e«tellte  Lebre   von  dt^n  Pro- 
/Üotien  mit  den  ncneren  Ansichten   Über  diese  Lehre  leicht  in 
l|erliintJnn){  bringen,   und  dadurch  die  für  die  neuere  Muthoraatik 
\    sebr    nothunndi);e    Verbindiitig    der   GeDnictrie    mit  der 
^ik  nur  der  Stelle  (ermitteln. 
Wir  (•'inA  d.iher  aucb  gegenwärtig  der  Ansicht,   dass   diese 
dlun^'smpthodc  d<;r  su  nichtigen  Lehre  von  den  Prujiortionen 
)  bOKte  und  nnmeiitllch   fiir    den  Schulunterricht  die  Ewcckmfls- 
ftte  ist,  ern]>rch1en  ubor  nnchinaU  dari  Büchlein  des  Herrn  Vrs. 
I  Liebbabcru  der  Geometrie  der  Alten  zur  Beachtung. 

Rüssler.    H..    Die   darstellende    Üeoraefrie.     2tc   Auriige- 
irrasbidt  1847.     1  Rlhlr. 

Wolff,  F..  Die  beschreibende  Geometrie,  die  geo metrische 
iehenltunst  und  die  Perspective,     'itc  Anlt.    gr,  H.    Beriin.  1847. 


■  analytischen  oder  h<"- 
rricht.  Von  H.  B.  Lüb- 
jesserte  Auflage.    Harn- 


,  Ktbir. 

»rilhrliches  Lehrbuch  de 
rn  Geometrie  zum  Selbstunti 
i  vermehrte  und  vcr 
rg.  181i.     a     I  Itthlr.  10  Sgr. 

Öie  erste  AnfUf:«  diese«  mit  gruHtiec  Deotlichiccit  und  Au- 
tenlicJikeit  vvrrasbten  Lehrbuchs  ist  von  uns  im  Litcrar.  Itiir. 
:  V,  S,  78.  angezeigt  und  pebiihrenil  emiirohlen  worden.  Wir 
Ren  uns,  unsere  daniulige  Eniprchliing  durch  Jas  Erscbcinen 
r  Vorliegenden ,  nicht  wesentlich  umgestalteten ,  aber  slleriKngs 
tnwbrten  «nd  verbesserten  ziveitcn  Auflnge  «ercchtfertipt  zu 
ken,  nnd  iviinscbcn  rechl  sebr,  dans  dieses  Buch  lorttithrcn 
tf^f  »inrch  seine  grosse  Deutlirbkeit  der  annl>'tischen  Genmetrlo 
l'iwueren  Sinne)  immer  mehr  Freunile  z«  gewinnen,  und  «um 
Trigon  vjtudiuni  dieses  »ucb  fflr  di<;  praktische  Anwendung  so 
icbtigcu  Theils  der  Malbomalik  immer  mehr  anzuregen. 


578 

Praktische  OeomeUie« 


FleiscbaD8>  K.,  der  ausübende  Geometer.  gr.8.  Prag.  1848. 
27  Ngr. 


Astronomie. 


Der  Weltenbauy  seine  Entstehung  und  wunderba- 
ren Harmonien.  Populär  dargestellter  Inbegriff  der 
▼orzüglicbsten  astronomischen  Entdeckungen  des  Joh. 
Gottlieb  Schimko»  Doctors  der  Medicin,  Pbysikus  der 
Kunigl.  Hauptstadt  Olmütz.    Wien.  1847.    8.    20  Sgr. 

Auf  eine  nähere  Angabe  und  Prüfung  dieser  vermeintlicheo 
astronomischen  Entdeckungen  können  wir  uns  hier  nicht  einlasMO. 

Deutschlands  vorzüglichste  Sternwarten.  Aus  C.  L. 
▼•  Littrow's  Kalender  für  alle  Stände  (1848)  besonders 
abgedruckt.    Mit  7  Kupfertafeln.    Wien.  1848.    8.    8  Sgr. 

Diese  interessante  kleine  Schrift  enthält  die  Beschreibung  der 
Sternwarten  zu  Gotha  (Seeberg),  Gfittingen,  Konigsbeig»  MüDcben, 
Hamburg y  ßerlin,  Bonn»  mit  Abbildungen  dieser  sämmtfidieo 
Sternwarten.  Einige  populäre  Betrachtungen  über  den  Nutzen  der 
Astronomie  sind  der  Beschreibung  dieser  Sternwarten  angehSii|i 

Storia  Celeste  del  R.  Osservatorio   di  Palermo  dal 
1792    al    1813.     Parte    prima.      1792  —  1802.     Tonio   quarto. 
1799—1800.     Vienna.   1846.    4.     Tomo  quinto.     1801-1802. 
Yienna.  1847.   4.    Auch  unter  dem  Titel:    Annalen  derkk. 
Sternwarte   in    Wien.     Nach   dem    Befehle   Seiner  k.  k. 
Majestät  auf  öffentliche  Kosten  herausgegeben  too  C. 
L.  von  Littrow,  Director  der  Sternwarte  und  o.  ö.  Pro- 
fessor der  Astronomie  an  der  k.  k.  Universität  zu  Wien 
u.  s.  w.  und  F.  Schaub,  Adjunct  der  Sternwarte.    278ter 
TheiL    Neuer   Folge   7r  Band.    Wien.   1846.    4.    Enthal- 
tend Piazzi*s  Beobachtungen  in  den  Jahren  1799  u.  18C0* 
—  28ster    Theil.     Neuer   Folge    8r  Band.     Enthaltend 
Piazzis  Beobachtungen    in   den   Jahren   1801  und  1802^ 
Wien.  1847.    4.     , 

Die  drei  ersten  Theile  dieses  wichtigen  Werks  sind  im  Litera-^ 
rischen  Bericht  Nr.  XXXI.  S.  464.  und  Nr.  XXXV.  S.  52t.  aoge-^ 
zeigt  worden.  Indem  wir  unsere  Freude  über  den  raschen  Fort^' 
gang  dieses  Unternehmens  von  Neuem  aussprechen,  wirdesjetzt^ 
ffenügen  ,^  wegen  der  Bedeutung  und  Tendenz  desselben  die  Leser 
des  Archivs  auf  jene  beiden  Anzeigen  zu  verweisen. 

Kleiner  astronomischer  Almanach   auf  das   Jahr   1848.    Vor- 
züglich zum  Gebrauch  der  Seeleute   herausgegeben  von  Herrmann 


Karfllon,    Dr.  PhU,.    Pmf.  .»er  Malbcmotik   und  Phwik  an  der 
Umrersittt  Kostucb.     Neunter  Jahrsnnif.     Hntitoirk.    ](f  tigr. 

Veia»«,    M.,    poeilioneA  inedine  KU-IInrum    lixurum  in  lonis 
Kc^oniQntaniB.    gr.  k    Petrojiuli.  IHK).    5  Kthir, 


Physik. 


AiifaDgesrftnde  der  l*hy«ilc  Tür  den  Unterrirh  (  in 
n  nliercn  Kl.issen  d«r  dymnasien,  s«  wie  aitch  für 
liildpte  Leser  irberbaiiiil,  von  Karl  KoiMin,  Profes- 
r  und  Olierlehrer  nm  UyninaHuim  su  Soest.  Mit  zahl- 
»iclien,  in  den  Text  ein ;(« druckten  HitlzKclinitten. 
Erster  Theil.    IKt*.    K    -W  Sgr. 

'  Leliren  der   PlivMlt  sind   in  diesem  aul    zwri   Theilc  bo' 
rechneten  Ititcbc  in  drei  Alttbeiltinge«  vnrj^etru^n,   uüiiiltcb: 

Einleitung.  —  £rj/p  Abtheilanfj.  lUeibaniacbe  Er- 
_  cbelnungen.  Erster  AbNchnllt:  Meibanische  Eigenrithaflen  der 
Kürper  im  All  gemeinen.  Ziveiler  Alischnitt:  Mechaniscbe  Erschei- 
|iunf;en  fester  Küriter.  Drille^  Abschnitt:  KlechiiniHche  Erschci- 
liuil(:en  fl(lc«i}!er  Kilr[ier.  Xlerler  Abscbnitt:  Morbatii.scbe  Er- 
iBcheiuungeii  lußliirtniger  Körper.  —  Ziceite  Attthei/nng.  Che- 
ftlüche.  mugaetiuche  und  electri»ibe  Erscbeinungen. 
TAnncr  Alifichnitt:  Obcmlsfbe  Erscheiminscn.  Sechster  Abvchnilt: 
ibi|{nelUnius.  Siebenter  Abncbnltt:  Electrieität.  -  Dritte  Ah- 
'.ktilung.  Schall,  Lieht  und  Wttrnie.  Achler  .Ibscfanitt: 
■Vom  fkfiulle.  Neunler  Ab^chiiitt:  Vom  Lichte.  Zehnler  Ah- 
iBilt:     Von  der  Wärmii. 

Dir  vorliegende  erxte  ThetI  enthält  die  ersten  acht  Abschnitte, 
r  aweit«  Theil  wird  den  nennten  und  zehnten  Abschnitt.  nSm- 
li  die  Lehre  Vom  Lichte  und  von  der  Wärme  enthalten. 
In  der  Vorrede  sugt  der  Herr  Vf:  „Dieses  Lehrbuch  unter- 
iclwidet  sich  von  der  Mehrzahl  der  iihysilcalischen  Lehrbficher 
1  UiDlangs  in  dem  Cmstanüe .  lUss  in  demselben  die  Na- 
^— Bierschüinun^en,  sowohl  diu  ao^^iiaiinten  M  eteure.  »eiche  durch 
lle  utii;e«lörtu  Wirksamkeit  der^atur  berbeigeführl  worden,  als 
,aeb  (Tie  durch  die  menschliche  ThSti<;keit  im  ^ehHhnlich'^n  här- 
jterlieben  Leben  veranlassten  Naturprocesse,  voriuEsweisc  berQck- 
öchtiKt  sind.  Von  den  Lesern,  n'elchen  der  Verfasser  dieses 
^lehrbuch  haaiitsSchlich  bestimmt  hat,  steht  den  wenigsten  die 
Seuutiung  kostbarer  Instrumente  im  Gebote.  Dasselbe  gilt  auch 
1  der  bei  Weilern  grOsaereu  Zahl  der  Schüler  nach  ihrem  Ein- 
'na  bi'iTgerliche  Leben,  als  Geistliche,  Richter,  Aerzte, 
^U.  a.  w.  Alle  aber  sehen  sich  t.iglich  und  stündlich  von  den  man- 
sigfftltigsteti  Erscheinungen  umgeben,  in  denen  die  geheimen 
Krin«  der  Natur  ihre  Wirksamkeit  offenbaren.  Diose  Erschcinun- 
n  imn  anter  bestimmte  Gesetze  zustuiitiienxurasscn  und  so  in 
B  Uannig&ltigkeit   derselben  Uebeisichl  und  Zusammen  hang  lu 
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bringen ,   glaubt  der  \'erraii8er  als  das  «rate  Zi«l.   nneh  >t 
dera^lhe  bei   Al)rn86Hn<r   ilientt»    lif^tirliuchs    ffir  Jieiiia  Irf) 
Sehdier  gesirelit  hat.  und  die  t'rneckunß  des  Sinnes  and  i 
t&b'tgung  tut  venthtiäig*  NaturlieubatJilui^  aiit  duB  x    .    , , 
n«n  xa  müssen.    Dagegen  hat  anf  «(licfa«  J.cver,  weliji^  n, 
fllmn^  eines  beslimmfen   llenires  «iler  (lewerltes  ucirtaherl 
italisi'her    Kenntnisse    beilCirlen,    eine    besondere  Kflck«icliq 
gcnummen  werden  kilniien. " 

„Ueberull  i»t  iri  d^ii  fj^rbucfae  von  den  ErscbeinuugäL 

Segaoüen,  und  erst,  nariiileni  Aas  TlintsArhIiehe  rcstgeKtelfl 
en,  sind  uiich  die  xur  Erkihruiig  versuchten  Uypathe«en  r 
thcii|t,  um  einerseits  dem  «iuencn  Urthcile  des  Siihfilei^ 
L^^ers  nitht  vor/u^teifeTi,  und  um  andererseits  ile^selbeo^ 
iftlhnen,  die  Niiturersehetniingen  ohne  voTgcfftnüte  Mei 
bfiibnchten.  Die  tleschlchte  der  WissenKi^hun  Ilei'ert 
zahlri'iche  Betspiele,  viie  das  nmitelcclirle  Verfahren  do»  J 
den  der  Wahrheit  erschwert  und  die  Fortschritte  der  Wlaser 
Bulgehslten  hat." 

„Da  das  LehrbuL-h   für  die  erste  EinfUhnnu;  In  die  > 
Schaft  bestimmt  ist,  nn  hat  sich  der  Verfasser  in  dmii  «i^ 
.  Texte,  nelcbec  die  Huujitgeäelxe  und  die  wichÜgsteti  Eravf|^ 
gen  huhandell,  deren  Kcnntiiiss  jedem  ti<^bildetGnw(iiisclien«iiy 
1^1,  dur  niiislic bäten  Deutlichkeit  und  Eassüchkeil  liefleivsi^t.    I 
minder  Wicbt^e  oder   vielleicht  nur  för  eineu  Theil  d<^  fiebtllcr 
oder    Leser   Venständlicbe   ist   in   den    Anmerkungen    behul  ~ 
Dies  gilt  inshesgodcre  auch  Tnu  den  mnthematisvhsn  AblciAT 
d;i  e»  eben  an  unbillig  uU  unnJidugogisuh  »ein  tvQrüe,  einen 
lec  deshalb,  ueil  er  in  der  Mnthematik  eurdek geblieben  isti 
van  den  Fortschrillen  in  der  Physik  aussehliessen    zu  wollfl 
Wir  haben  iiu  Vorhergehenden   den   Herrn   Vf.  seibBtl 
las«en,  weil  wir  glauben,    dmlDrcfa  die  GnmdKÜtze,   von  m 
bei  der   Abfassung   dieses    neuen    Cleinonturlehrbuuhs  der  | 
geJcilet  worden  ist,  den  Lesern  lies  Archiv»  ani  l*eäten  ^ 
^ea  2u  kr>nnen,     Im  Atbemeineii  küuiieii  »ir  amh  diem 
sntzen  unsern  Buifall  nicht  verssj^en,  utiil  hind  <lt:r  Mcini 
sich    dieses    Lehrbtith    durch    Rinfuihhcit.    Dinllichkcll 
stinioilheit  der  Darstellung  vor  vielen  andern  i^lemefltorkbrbita 
der  Phvsik  vortheilhall  au«/.f!iehnet ,    iveshiilb    wir  i 
t^  den  HSnden  recht  vieler  Leser  und  Lehrer  zu  sehen  viüitsch«, 
«t.  wie  denn  der  Hi-rr  Vf,  auch  oanieullich  für  depi  Kchuluitlm 
eine  «weekmässige  Atiswiiht   der  viiren tragenden  Lehren  gel 
und  sich  ndt  Reeht  nicht  darauf  eingelassen  hat,  alle  iieitei 
lindnngen  Rnrr.unebnieti  oder  bliti«s  anzudeuten,   wie  di*«  ml 
STidem  [ihvsikalischen  Lebrbilchern,  selbst  in  solche«,    dioil 
nieiueren  tteifull  gefunden  haben,  «ft  in  sehr  eberflKeMicher  f 
gesdiiefit,    um   eich   nur  daa  Ausehen  mlis^lichster  V(dUinnJ| 
«1  gehen,  wodurch  der  Leser  über  nur  Notizen  «hllH,    ofan 
eine  völlig  gründliche  Eiusicht  (n  die  etgenlllvhe  N4itDT  der  1 
fenden  (jegeiiatande  verschaffen  und  oueigtien    zu    knuncn.^ 
die  luatheuiatlsebea  Partteen  des  vdrliegendon  Uucbs  betriff 
glanben  wir  freilich ,   dass  wenigstens    ffflr    die  Scbfiier  derjT 
oberen  Klasaen  der    hühereii   Lehranstalten  «ich  ctw«a  tiUT 
mit  grriiceereT  Strenge  7.u  Werke  gelmnde  mathvmafiMtie  [ 
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I^ehfen  Behf  wnhl  f!ic;rH?n  und  von  ivesent- 
Nutzen  filr  die  malhninatii^ch«  nnil  |ilivniln«lt)i<rhe  Ausbil- 
immff  (kr  schon  weiter  voreearliriKetien  Sc)iil^»r  sind.  Jedoch 
,  äAB«n  wohl  in  (IteHi-r  It»ui*.butie  in  ditr  Orunninnlinii  utueteir 
[  LenrantttuKen  iiianclie  i^cliner  in  bi^Hcitii^cniie  Hindrrnimie  lirf>D(i; 
und  aiisscrdciu  TrSift  es  sich,  iiti  riolcht^  «li t-niierc  mutlicntutiKchc 
I  Dkrttellui^e«  phyttikaliaciit-T  Lehren  nii^bl  lißam^r  nitl  d«ni  lanlhe- 
natiechen  Unturtichle .  nn  »(^MUnefeii  8Mlt-n,  uls  mit  don  Dliyei- 
tniiscbRn  UntcrTiuhte  eu  verhiiid«u  »iiid,  ku  djifis  ab»  durcn  die 
4blKe  Uemurlonig  kein  teaUniMUr  Tiidcl  dns  vorlibgendi-n .  Qber- 
4k9  mich  xu;;leich  fflr  i^lildeto  litiu-r  dlierbaupt  —  die  leid« 
famaet  noch  meistens  vnr  oller  Uiithniniitik  xuriiekafbrecken  ~~ 
birNtinmiten  l.ehrbuchs,  dessen  £ive)lein  'fheilo  vx'it  DiÜ  Verlangen 
•lilKCf-en  seinen,  aiis;;es|iro<:hen  »^eln  i^itW,  Die  in  din  Text  ein- 
^(lro(!kteii  Hnlzdefinitlc  enl8|iri:(.-titn  Ihrem  JS^recke  reiht  wohl. 

Vieih,  (i.  Ü.  A..  Oninrlri«  der  Physik  fflr  Sehnlen.  brllte 
Auflage.     Hei-atwgegeheri  von  F.  GiKir..    k    Zcrhst.  IM7.  V<  lilhlr. 

-  Phy^lknl'tsrhf^  Brii-fn  tilr  Gebildete  ntlcr  Srfinde, 
Tnn  l.eniihard  Enler  und  Dr.  Johann  !>liiMpr.  Rrnfcssor 
Aev  Phvalk  und  Tenhiinlopie  an  der  rniverni  tut  xxt 
Ftcifcnr'ff  Im  Br    Stuftgart.  1848.    8.    1  Rthir:  ü  Sgr. 

'  Wir  freuen  uns,  Eulcrs  durch  wahre  Popularität  sieh  aus- 
anchnende  llri^fu  an  eino  deutMcbe  PrineosMu  iu  Hcbr  aiuitnndii,'er 
;ktM»>erer  Au(>«Iat(iia^  nieder  in 's  Puhlikani  geitiicht,  und  mit 
'•taeiD  Sui)|iloinente,  »rlrhux  dt«  nuncnteii  Ergebnisse  und  Berei- 
tlutrunitt'u  iler  Pliytik  gl<^icblallK  in  llriiffiirni  Gebändelt,  aus  Herrn 
Profeaaur  MfilltTtt  uewuiidler  Feder  bcreirht^rt  zu  sehen.  Üass 
Enlcts  plii(o.'4<iphiKcnL<  Brlerc  irfggijnsscn  wurden  sind,  ist  ganz 
te(eM.  da  dlfse  bekfinnlUcb  die  »di"Sch*te  Partie  dos  si.tist  Ireff- 
Aehtu  Bnchs  ausniacben.  ])ass  nlior  Cnndorcefs  Lohrede  aaf 
^uler  heigcffigt  und  mit  «lerselhen  in  dem  Buche  tier  Anfang 
fil^nfhi  worden  ixt.  vrrdient  htjN'indcTn  Dunic.  Mit  der  dankhar- 
SU^  Erinnprung  an  die  licirache  UcK-hrung.  die  wir  seihst  früher 
'*' ;!'  nnsrni  jiby^ikiilischun  'Kfcmuntur»tni1ien  au.«  diosem  Itucbc 
tf^hüpl't  haben,  empfohlen  nir  diit^nclhe  aua  vollkomnienster 
'TOCrKeupinji  allen  Leitern,  welche  nicht  eine  Miinicnreiche  Sprache 
«id  lange  T<raden  Ober  die  Uffcnbariing  der  Wctxhcit  dm  Schrm- 
*"''  '■"  '  "  '^'"  "ic'itun^  d<.T  N.itur,  aber  «Ine  nücliterne  tvahrbaltc 
die  in  der  Nutiir  vorkommenden  li^rscheinungeii 
fliehen  nnd  lleheu.  !Mr>ge  Au»  trefilidie  Buch  auch  in  scSner 
4«neD  (Gestalt  allen  von  dein  verdienten  Herrn  Hcr.msgeber  und 
Bm*'  Verhiuslinndlung  henbsicblistcn  ^'ul/cn  im  reichsten  MaasBe 
Stiften!  ivir  wfisisten  in  der  Tbiit  knuiu  ein  l>csaeres  populfirea 
Lebrbnch  der  Physik  als  das  vnrliegvmle  /u  nennen. 

Die  Erhallung  der  Kraft,  eine  physikalische  Ab- 
handlung, vproetrftBtn  in  dar  t)it>n»s  dtr  pbysiknli- 
.■Chen  (i.-80lUdiiirt"u  Berlin  am  23steH  J'ili  lH47  von 
Dr.  U.  Helmhnllz.    Borlin.  l)M7.    H.    10  Sgr. 

I>«T  Inhalt  dieser  leeensn  erlht-n  Ahfaaiullimg  ist  f(dgrnil<;r : 
Ginicitting.  —  I.     Uan  Prlncip  dtr  Erhaltung  dericbcndigen  Kraft. 
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—  iL    Uns  Princlp  der  Erhaltiine  der  Kraft.  —  III.    Dw  i 
duni;  des  Priitdiis  in  den  merhunUchen  Theoremen.    —  f^ 
KralUqiitTalent  der  WSrme.  —  V.     Du  Kraflttiguivulent  • 
trist-heil  V'ur)(än^e.  —  VI.     Kraftji(|uivs(ent  der*  Miigiietura 
Electromagnetismua. 

Das  Aikoholometer  und  dessen  Ann*( 
Haiidhuchfi'irEichuiiKsIteh.-irden.  StcuerhVj 
nientenmacher,    Urennereibeaitzer,    Dcstillateu 

ffir  Getcefblreiheiide,    die  sich  itiif  dem  äplrl 

befassen.  Herausccg«  ben  von  dem  Directar  i4t 
niglich  Preussischen  Nd  rmal  -  Eiebutigs-KoDini 
A.  F.  W.  ßrU.     Berlin.  ]»47. 

Diese  kleine  Sehriß  verdient  allen  denen,  ivelch»  t  ^^ 
der  Conslmclion  und  der  genauen  Anwendung  des  Alkithutnmeten 
bekannt  machen  wollen,  recht  sehr  enipfohlcn  tm  ivcrdcn.  Die- 
selbe enthält  nicht  bloss  eine  sehr  detilliehe  iMrstrllniig  dar 
Theorie .  sondern  auch  Anleitiinjt  zum  praktischen  liebruueho  neli«t 
deii  iiolhiKen,  \an  dem  Physicu-Mathvmatiker  Herrn  Ur- W.  Btii 
neu  berechneten  Tafeln,  und  berfickMchtigt ,  was  besonders  Ik^ 
vor!;eboben  »erden  rauxti,  überall  Kehilric  die  bekunnle  Biigenaimte 
Coiitraclion  bei  der  Mischung  von  Alcohol  und  Vias^a  mit  ein- 
ander. 

Leicbifaeslicbe  Darstellung  der  Mete  _.   _ 

August  Kunzek,  Professor  der  Physik  und  anga' 
len   Mathematik -an  der    UuiverKitlil  zu   Leraber 
vielen  xilographirten  Abbildungen.  Wion.  IM7. 

Wir  können  dieses  Buch  einem  Jeden,  wer  sich  In  1 
Zeit  über  die  Hauptsätze  der  Meteorologie  mit  milglichsler  l  .  . 
lichkeit  belehren  will,  aus  vollkoiiimenstcr  Ucber/.cuguitg  »br 
empfehlen.  Es  sind,  um  dasselbe  vollkommen  verKleheti  xu  fcün- 
nen,  nur  einige  wenige  ganz  elementare  mathematische  ^'llfI(enl)t- 
nisse,  und  selbi^t  auch  nur  ein  sehr  geringes  Maaas  pliystkiiltscbcr 
Vorkenntnisse  erforderlich ,  Meli  der  Herr  Vf.  e«  sich  hat  angcifr- 
gen  sein  lassen,  die  Sätze  der  alkemeinen  Naturlehre  jederxeil 
am  Aljfange  der  Kapitel  der  Meteorologie ,  wo  sie  zur  AnwendoM 
kommen,  zwar  kurz,  aber  überall  mit  vollkommener  DeulliL-hkcil 
au  erläutern.  Je  wichtiger  eine  genauere  BekauntsehoÄ  niit  der 
Meteorologie  von  Tage  zu  Tage  Ür  die  verschiedenen  Kloc 
GesellscbaR,  namentlich  liii  den  Landmann  wird,  dcstaj 
wünschen  wir  diesem  mit  grosser  Verstund  lichkeit 
Buche  eine  möglichst  allgemeine  Verbreitung,  die  Ihm  ) 
auch  nicht  fehlen  wird. 
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Femiischte  Sctarlften. 


Populär«  Vorifiaungen  Aber  wissenseharttld 
gcnstSnde  von  F.  W.  Beisel.    Nach  dem  Tode  daaj 


ta«8<!rs  h«rnnacef;ebfln    ron  II.  C  Schumticlier. 
borg.  Itm.    K.     3  Rthlr. 

Der  Inhalt  ille»et  Vnriesuiigcii  wl  fr-IfjeiiHcr,  1.  üi-lier  den 
gegennürtifcen  >S tu Ti(t| tunkt  der  .Xstrnn'miic  (dlt^se  Vorlesung  iitl  uni 
§ten  Man  ISW  eelialteii)-  —  'i-  I'l'J'it  <1hh,  wa»  uns  die  Aslro- 
nomie  von  der  Grstult  und  dem  Inneren  der  Krde  lotirt.  ~~  -i.  llelier 
die  iihvsisclic  ßeHcliafffnheit  der  MimuiL-lAk! •riter  —  4-  Uebcr 
^t;ii  H«liey"schen  Kr^meten.  —  fl.  Vwft  den  E^rvrlieiiuiniien,  «eiche 
jler  Halley'schi!  Komet  acxt^igi  hat.    —    6.     Üelter  Flut  und  Ebb*. 

—  7.  Mofümiiii!  drr  Entlerming  des  Gl.  Sterns  im  Stcrnbitde  ilrs 
^i-bwanH.  —  K  Utlter  Muiwk  und  Geaiiht  im  Allsemfine«  und 
das  Prens^lsehe  Lüfisemnauss  im  Besoudereii.  —  9.  Ueber  den 
AliinnetlNmiiH  der  Erde.  —  10.  üebcr  Wuhrscbeinlichkeits  ■  Kech- 
nung-  —  )!■  L'cber  d!«  Verbinduni;  der  ufilroixinii^eben  Henbaeh- 
^igeii  mit  der  AHtninuinie.   —  l'i.    lÜeiehgenitht  und  BeHegunj. 

—  Vi.  AsIritntimiKi'he  Benbuehtungun.  —  IJ-  Oerter  der  Fix- 
sterne an  der  llinuneUkugel.  —  15.     Ceber  den  Mund. 

IHsn  diese  luni  Theil  »rbon  an  anderen  Orten  beknnnt  ge- 
naehten,  tum  Theil  aber  hier  xum  ernten  Mate  uedrucht  ersebei- 
nenden  Vortesunjcm  rinen  rciuben  Schulz  von  Helchnm^en  eot- 
lialten,  »ersteht  sieh  »on  pellurf.  und  Herr  Conferentrath  Sehu- 
iDXchur  hnt  oirh  jedmUls  um  viel«  Lc«vr  etn  grosat»  Verdienst 
«rworben,  iliuu  er  xieb  der  Heruusi;ube  derselben  unterzogen  hat. 
<jnn£  beHonders  bcmerlcenswcrth  ist  e«,  dufs  Bessel  in  der  nm 
%.  Februar  1840  gehaltenen  Vorlesung  über  die  Verbindung 
dc-T  aslrnnomisL'hen  Beabaehtungen  mit  der  Astronomie 
(8.  447  ff.)  den  jetet  entdeckten  Planeten  Neiiliin  aus  eben  den 
Betrieb tuiigcn ,  die  /.u  seinor  tntde<-kunK  gerührt  haben,  schon 
»nkündigt.  fielt  liuigerer  Zeil  hatte  er  ulle  anderen  mü^licben  Er- 
fclttniiigen  der  Anomalien,  d)<^  Uranus  In  «ieinflii  Bewegungen  zeigt, 
luit  seiner  ^etvohnten  <>ründlicbke!t  uiitertrULhl,  und  »ar,  nachdem 
«r  sie  am  Ende  als  ungenügend  erkannte,  im  Begriffe,  den  We:;, 
der  r.um  Ziele  gerührt  lifitte.  einzuschLij^en  .  als  xiiuehiiieiide  Krtiuk- 
ticbkeit  und  ange>.trrrii;tc  Arlnitco  m\i  i'ioem  neuen  vorlrefflirhen 
Meridian -Instrumetile  w.n  ifi-|i»»lil.  .Iiixu  er  si.  !■  '.In.rrachtet 
»einer  KränkUehk<'il  >tnti'r/.oi; ,  ilini  .>liii-  ilur  ^l.'.nn'n.l^t.j.  F.nt- 
deckurigeu,  ffir  die  er  so  \\ti[  ^cUjuil  liatLc.  in  dem  Augenblicke 
r,eiit rissen  >  iii  dem  er  seine  Hund  nach  dem  Preise  aiisstieekco 
4urne.  Die  Rlr  diese  Unter(>uehuni;eii  vun  seinem  talentvollen, 
"•uch  schon  verstorbenen  Schiller  Flemming  mit  der  flusNerstvD 
"SchSrre  gemachten  Keduclioneii  der  Üranusbeobachtungen .  deren 
Bessel  S.  462.  «rwahnt,  »erden  tti  deo  Astronomischen  Nach- 
richten erscheinen,  und  den  Ernst  zeigen,  mildern  Bessel  selue 
K ach fors ohmigen  unternahm. 

Naturwissensehartliehe  Abhandlungen,  gebammelt 
und  durch  SubBcriiillon  her  «iiBgege  hon  von  Wilhelm 
Haidinger.  Erster  Band.  Mit  XXlf  Ta  fein.  .Subscrli.- 
ilonsiahr  vom  1.  Juli  l!UU  ttis  I.  Juli  ItÜT.  Wien.  18J7. 
gr.  4";     Preis  15  Fl.  C.  M.    Ausgegeben  am  13.  Aug.  1847. 

Schon  in  Nr.  XXXVII.  S.  IUI  hatten  nir  die  Freude,  zugleich 
mit  der  Nachricht  von  der  Stil'tung  einer  freien  nalurwissenschsn- 
lieben   Gesellschail  xu  Wien  einen  Theil  der   vun   dieser  Gesell- 
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sckaft  lißrna^egelieneti  Beridita  über   ihro  Vprlumdlani 
Kei!;en.    Kine  noch  fsrifasere  Fftimle  Miril  un*  Ji-IkI  t. 
wir  im  Begriff  siiiii,    ilcii    \m    Kurzem   nn    uns    ^duni^vt 
Baiiil    tler    im    Namiüi    {Iwhitt    (jieselUclial't    viitt    Herrn    I 
Wiibelm   Haidiugür  ll«^il^8ge^eIleIll;n    tiatorii i«fiCH>(;hiJ 
Ablianilhin«:^!)  iinziizciucn.     Lt^lder  vtTstalten  uns  dl    "  " 
Ijiteraris(:h<;n  Uericlits  mir  die.  Angabe'  Ae«  InbitlU    i 
roll  aui^gestalteten  Itanilcx;    die   Leser  des    Archiv»   i 
daraus  erseliün,    Ann»  fael  kein  Tlicil  der  NaliiririMneiuMiM 
a»sgegani;cti  und  »i«1t>)it  <iu>-h  die  Mnthematik  mt 
nen    und    ivichtigen  Abhuiidlurig  bcdacbt  ivordun  ist, 
schnerlicli  eine  naturH-ieseiisuhaniiehe  GMelbchan  celten 
Welche  üiL'h    einer  i;ldcb«n   M»iinigfa[lii:k<^it  ihrer    \vrbtu 
rGbmcii  dilrtle.     Guifiss  ivir<l   aber  ebeii  diewe  grosso  5' 
tickeit,    durcb  wvlcfae  Jedoi-Ii   di^r  f(rüitdlSvhki.'il  in  keiner 
Ältbrucb  geth.iii  wurden  int,    das  hcatc   Mittel  Kein,    ilieio   natQr- 
wi«aenBcbafIlic facti  Alibitudbiiigen.    nie  ti'm  in    faoltein   (inule  ler- 
dieiien,    in    einem   iniiclichst    croaeen  Kreide  zu  verbreiten;    Mtt 

'    der  Nuturriirächer  wird  dieselben  binfüni   eben   Hn  wenig    ' 
Hathetnutiker  entbehren  krmiien.  nnlwi  rr'u  lidUa<ig  nodi  4 
Den  wollen,   Aubs  aurh  die  siiätern.    tin  An:bive  noch  ttitU 
zeigten  Berichte  der  Ueselioi^nnn  niancho   se' r  «chiilxbwj 
tnntiaebc  Uenterkuugen  enihiilten.    auf  welche    wir    in   eln^ 
Allmenden  Helle   unserer  Keilschrift  die   Leser  demclbvn  i 
gnnders  niirmerksam  niaiben  werden.     Der  Inhnll  des   i 
genden  Pracht biiiides  ist  nun  folgender: 

i.     Ueber  den  Plcochroismiw  des  Aniethy^'S-     Vwn  Wfl 
Haidineer.    —   II.    iVene  Arien  von  Anithniden  de»  k.T 
senms,  bescftrieben  nnd  mit  Bemerkungen  Über  Terwandle  i 
begleitet  von  Dr.  Priedr.  W.  Kosxl.  —  III,     Ueber  die '^ 
Ibjmdeu    des    Mitschelmamiars    von    Blcihfre    in    Kflrn 
Vt-nuT  Ritter  v.   Hauer.  —  IV.    Ueber  Endophyten 
xcnzi'lle,    eine  Kesetjtmiinsigi«,    den  Snraeurädcn  «der  betvef 
Spirairn^ern  aniili)ge  ErHcbeiiinng.  Von  Siegfried    ReicA 
V.     Musieornra  IV'indnsomin  spetrie«  novas  balii-ienwes  prttfui 
ventiii    amitornm    aeientlae     naturalis    Hyaeinthns   Siri 
Loborzewski.  —  VI.     Ueiicr  die  l'xendnmornbnafn  tracha 
salz.     Von  Wilhelm  Hnidinger.    -   VII.     Der  AsparioT 
Pseudnmofiibose  naeb  Cnrdi'erit.    nebst  Bi-incrknngen  ölier' 

'  norpbismuit.    Von    Wilbclm    Haidinger.    ~   \1H.    Cd 
na»e)»rti1rme  hi  Kteiennark  am   1.  .Inli  IHVi.     Von  «enrgj 

'IX.     Ueber   den  Hauerit,    eine    neue    Minemlspeciea 
Ordnung  der  Blenden.     Von  Wilhelm  Haidin-ier.  —  J 
miMhe  Analyse  des  Hauerita    Von  Adolnb  Paters.  —  TUM 
Catirina  Pariscliii .   eine  neue  Bivulve  aus  den  licHauscMehlf 
lieterreic  bis  eben    Al|>f?n.     Von    Franz    lütter    von    Ho 
All.     Die  Brächehuingen  der  £blie  nnd  Plutli  nnter  dem  Ell 
der  Rninlion.     Vnn    V.   .St  rc  rf'lenr ,    k.    k,  Uiiiii>tmonn  ii 
fextior.   —  Xlfl.     t!eber    das    Srhillcrn    von    Krv>talinäcbeiv 
Wilhelm  Haidinger.  —  XIV.    Üeber  die-  beiden  Arlcn^ 
laeiiis   Llovdii  nnd    Lewisü,  Aga^siz,    und  einige  diesen  i 
stehende  SchalenreAtu.  Von l'rol.  Ilr,  Rudolph  Koer.  —  \V4 
die  Kr5ratalironn  des  LaeuHths.     \fm  K.nrI  Prüfer.  —  XIT 
tcgration    der    Differential  -  (älcichangen   von    linearer   Fem 


r«r<MW>r  JnKCpli  Pettval.  (F.ineae'rau«rfihrlicbo  Ablinndlung, 
0  niH-lt  f«fti;csi^t/t  ivenli-n  soll.)  —  XVII.  Nptie  L'eiihal<'puil«ii 
IH  i)i-in  r»tli<-i>  »Inriiior  vnti  A<iK»ee.     Von    FrntiK    Kilter    van 

aiier.  —  XVIII.  KcxchrciWii^  (•inii!i;r  O^yuris-Arteii-  Vuu  Dr. 
,nrl  f..  lIiiniiiiiTHiJimidt.  —  XIX.  (■erK'naatisi.'he  Skixze  dar 
;..!-t-(niv..MKreiiinit/..  Vnti  Jr.Iianii  von  I'eHlco.  -  XX.  Ccüer 
Itilniiiit  iniil  heine  künstliche  DarRtolliinj;  nus  Kirilcsleiti.  Van  A. 
Uli  Morliit.  —  \\l.  iMclpnroloainrhe  Krnlinclitiiiigeii  währAntt 
itttM  dreiivSuhtMillklifti  Wiiiitniuluitbaltis  uul*  ilcni  IhichMtcinüc- 
fr){fl 'J.  Vim  l'rip.lrii'h  üimonv-  —  XXir.  Ucbor den  Kickal- 
D-pnili^liiicr  (<:(-riiiliiri'ti()  von  f»L-)i  lud  mini;  in  Sldenniirk  iuhI  von 
»iti:keiiili)rr  in  Ulittriinjurn,  Von  A.  Ix'twu,  k.  k.  Uent-rulTLiuid- 
id  llnii|iliiiiiiir.iinit^-l'ruliirer.  —  XXIll.  L'elwT  ilie  FoHsili^n  vim 
ori>i!  in  .Sk'l>«<ril>iirgcD.  Vi>n  FratiK  Ulttcr  vnn  Hauer.  - 
IXIV.  Uelttrr  die  Uräi:bio|)(idttn  dvr  »itiirlttchen  Svbicbtvn  von 
lühnivn.     Von  Joucbim  Itarraiide. 

IHp  XXII  dipHMii  Haiidp  bdgpgfbenen  Tafebi  sind  «ehr  schCn 

iSefnbrl. 
Wir  ntin^cben  scliliesälich,    das»   der  Eifer  der  Gesellschsn 

BJ  d(!s  iiarübmleii  H<;ruuMgeliL-rs  diüser  niilurwUäeiiHcliuftlii'Iiuii 
ibiitjdliiiiKi'n  durcti  den  er  freu  liebst  eil  Fnrlganft  iea  so  trefflieb  ira- 
Miiieiieu  Uiiti^niidunüiui,  mit  iv(?li'hun| ,  di*^  nen  eetjtiltfte  (Gesell- 
iJiiift  üuf  eint-  li'jcbst  Qvhlbnre  Weise  in  dieUfibc  der  so  vicl«i 
■holt  bi-sli^liitiiili'ii  iiutunvit»!tcns<:hitfllii:iit!ti  Vemne  ei'trcl:en  ist, 
nbliüli^l  bülojirit  iverdon  niü);«.-.  uiid  irerden  icdurzeit  durch  im- 
le  Literarincben  Berichte  nucb  Kr.tllen  dazu  bdzutragen  «iiülien. 
^  demscltien  eine  inOgJtchst  grosse  und  weile  Verbreitung  gc- 
chert   «erde. 

The  American  Jonrnni  of  sioncc  and  nrts.    Cfinduu- 
d  by  Pr.>re-s«nrB  B.  Silliman  und  B.  Sllliman,  Jr.,  and 
^toos   II.    Üanu.    Socond   Serien.     New  ■  Ilavün.     (M.  8. 
tenir.  Her.  ^  r.  XXXVII.  S.  543.) 

Vol.  111.     No.  !l.     May,  1K47.     On  Ibe  Relalinn«  wMdi  riist 

Inui-ii    tbe    l*benoniena    a(  F.rralic    Itl'.oks  in    .Nortliuru    Kurope 

i  th«  FAeval'timn  of  Suuiidinuvia';    hy  AI.  l>oHnr.  —  Uii  l!i(^  Anu- 

liH  nfllie  Üat:    by  Prot.  J <•  h n  Pit'kin    Nurton.    —    On    Free 

ictridly;    by  Kollert  lUr«,  M.  U.  —  Un  '/.'>ti\,h\teii.  i\o.  V.; 

Jiiin«8  I).  Duna.    —    Nntiee«    nf    Kuardistitu.     U'tt    Sulphur 

•rinKi  Mauiia,  Aliatis  of  Luiid,  Sidpliiir  und  Urpiment.  Kock  Sait 

0M  Suliue  tiiitiniCK,  Kuins,  etc.,    derived  chiefly  Inmi  the    lolteis 

^,tUY,  A.  U.  Wri^ht.  M.  1)..  nf  ihe  Mi>^8io»  '<>t'tb<-  A.tl.C.F.M., 
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"Ketal,    PHopinni.    eimlained  in  ibe  Kovnrian  Tantiilito;     l^y   Prof. 
B<  Kn»«.  —   Trridiiiutiiin  nf  tbe  Pulaeozoie  Perind,  and  Tommen- 
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EEtrth;  by  James  D.  Dana.  —  Nirlcs  an  tb«*  Ales«  a(  (ha  Uni- 
ted States;  by  Prof.  J.  \V,  Ilatlev,  -  A  few  fieouiflui  on  tbe 
Siliirino  Clnsüilication ;  Iiy  Sir  Uitiluriiik  Inibüy  Murr-b>»i>a. 
G.C.St.S..  P.K.S.,  etc.  —  Hydrate  of  Nirkd,  o  ^tf*»  Mineral.- 
by  Prof.  a  Sillimao,  Jr.  -  O»  Capellullon  »itl.  (I.c  RInnui)«; 
by  Will.  W.  Mather.  —  On  the  Variation  of  a  nifftrenliitl  Vmt- 
ficient  of  tt  Function  of  any  miniber  nf  VarUklv ;  by  Prot  A.  B 
Stanley.  —  Scientilic  I u teil i gen le. 

Vol.  IV.  No.  10.  .Inlv.  1847.  Oi.  Ternwlri»!  Mngnrti 
by  Prof.  William  A.  Norton.  —  General  (ieoloffical  UldrilM 
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Owen.  —  Note  upon  Tarex  loliacea,  Unn..  and  C.  frraciliSf  1 
bv  A.  «rav.  —  nescription  of  Three  iN.-w  Cnrice)..  And  K 
S'pecies  of  llbvnt'liospora ;  hv  Jobn  Tarev.  -  Observktioi 
the  Whirlpool,'  nnd  on  the  Rapide,  liclowlbe  Falls  of  Maf! 
by  R.  Uauewell.  —  On  cerlain  Improvenieiitit  in  the  roufitntc- 
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dium,  Iritlitim,  or  the  ÜHmiuret  of  Iridium,  ulf^o  PlatiniuD  hi  Ih« 
larce  »av.  have  been  Tnsed ;  hy  Prof.  Robert  Hare.  M.  Ü.  — 
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Revieiv  of  the  Geologlcal  Effects  of  the  Eartb's  ('oolinii  fr«»  a 
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Or^anic  Cbemistrv  of  M.  Charles  (ierharttl;  by  T.  S.  H«nt. 
—  ScientiHc  Intelligence. 

Vol.  IV.  No.  II.  September,  1847.  On  the  OcBtnictioii 
,and  parftal  Reprndnction  nf  Fnrcsts  in  Rritish  North  America;  fcj 
Joho  William  Davvson.  Eso.  of  Pictou.  -  Revie«  of  tbe  Of 
ganic  rhemistrv  of  M.  Charles  Gerhardt;  b^  T.  S.  Maot 
(concluded).  — 'On  tbe  rclatire  Age  and  Poxiti'm  of  tb«  so-called 
Nnmmulile  Limestone  of  Alabama;  by  ('.  Ly.>ll.  F.  ft  S.  snd 
V.  P.  G.  S.  —  Notice  of  some  recent  A'ildltiona  to  mir  knnnWgr 
of  tbe  Manietism  nf  the  United  State:«  <inil  ifH  Vlcinitv;  in  Prof. 
Elias  Loomis.    -    On  the  Trap  Tuff,    or  Votcenic' Grit' of  ibc 
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DocMr  Wolfen:  lieber  »IrcoRe  nnd  f;«!  inde  Wi  n  lor  (Till.  X. 
Nr,  XWl.)  fcehärnnden  liüio^rniihirten  Tnfrlti  niil  A.  und  H.  x»  lüroirb- 
nen.  Die  gecliften  Beaiuor  de«  Arclii*«  werden  grlieten.  diu»«»  llang;rl 
SU  ergänsea. 
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